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Предисловие

Одним из решений проблемы обеспе
чения надежности на стадии проекти
рования и изготовления изделия яв
ляется применение теории подобия и 
моделирования.

При проведении экспериментов, а 
также в практических расчетах часто 
возникает необходимость принимать во 
внимание различные обстоятельства, 
связанные с подобием явлений и раз
мерностями рассматриваемых величин, 
характеризующих изучаемое явление. 
Особенно это необходимо при созда
нии сложных технических систем (ЭВМ 
сверхвысокого быстродействия, су
дов, энергостанций и т. д.). В этом 
случае используют теорию подобия, 
которая обосновывает условия соблю
дения тождественности в опытах с мо
делями и натурой и устанавливает ана- 
логовость изделий и явлений. Здесь 
также выделяют характерные и удоб
ные параметры, определяющие основ
ные эффекты и режимы процессов функ
ционирования создаваемой системы 
(изделия). Сочетание теории подобия 
и размерностей с общим качественным 
анализом механизма физических явле
ний во многих случаях может служить 
плодотворным теоретическим методом 
исследования надежности создаваемых 
сложных технических систем и систем, 
находящихся в эксплуатации.

В практике обеспечения надежности 
сложных систем и изделий учитывают
ся и используются закономерности 
проектирования и .экспериментально
технологической отработки систем дан
ного класса. Вопросы обобщения и 
корректного применения информации 
по аналогичным разработкам в качестве 
априорной требуют достаточно строго
го обоснования. С помощью методов 
теории подобия в частности в стохасти
ческой постановке решение этой проб

лемы значительно упрощается, а также 
преодолеваются противоречия , между 
требованиями к надежности и ограни
чениями на стоимостные показатели 
изготовляемого изделия.

Теория подобия показывает, чтЬ лю
бая функциональная зависимость ме
жду физическими параметрами иссле
дуемого объекта может быть представ
лена в виде зависимостей между кри
териями подобия, составленными из 
физических параметров. Методы тео
рии подобия могут быть основой под
хода для обеспечения надежности при 
проектировании вновь создаваемых си
стем с учетом накопленного опыта по 
ранее созданным системам данного 
класса, к проведению испытаний в на
турных условиях и на моделях, к об
работке полученной информации и рас
пространению ее на другие системы, 
недоступные экспериментальным иссле
дованиям. В этой связи требуется сов
местное рассмотрение стохастического 
и детерминированного подходов к по
становке и решению задач надежности 
изделий методами «теории подобия. Для 
практического применения указанных 
подходов требуется: 1) в каждом слу
чае использовать методы моделирова
ния с учетом запасов работоспособно
сти систем; 2) создавать и испытывать 
конструктивно и функционально по
добные модели, воспроизводящие пара
метрические отказы при различных ис
пытаниях на ресурс, контролировать, 
выявлять и устранять источники от
каза; 3) разрабатывать правила и про
цедуры оценки завершенности отра
ботки изделия на основе критериев по
добия, с тем, чтобы сравнивать резуль
таты отработки и степень их эавершіен- 
ности. Эти особенности теории подо
бия представлены в справочнике и мо
гут быть использованы для нахожде
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ния алгоритмов пересчета оценок на
дежности изделия.

Один из узловых вопросов надеж
ности — Это объединение разнородной 
информации, полученной на основе ис
пытаний. Данная информация может 
быть использована при планировании 
и обработке результатов испытаний 
создаваемой системы (устройства).

Методы объединения разнородной 
информации даны в справочнике для 
практических расчетов по техническим 
системам (устройствам) различных ти
пов и характеру их предназначения. 
Такие подходы к методологии создания 
изделий позволяют уменьшить объем 
испытаний с сохранением требуемой 
достоверности. Применение теории по
добия в стохастической постановке для 
обеспечения и исследования надежно
сти технических изделий позволяет 
повысить эффективность известных ме
тодов обеспечения и оценивания надеж
ности на всех этапах жизненного цикла 
системы (изделия) вследствие основных 
особенностей: 1) критерии подобия наи
более информативны, а модели разви
тия отказов в критериальной форме 
являются типовыми для целого класса 
процессов различных технических си
стем (изделий); 2) основные критерии 
подобия — комплексные, независимые 
параметры, что значительно упрощает 
модели развития отказов в критериаль
ной форме, а также и сам алгоритм 
оценивания надежности; 3) критери
альная обработка экспериментальных 
данных значительно сокращает раз
брос реализаций; 4) стохастическая 
теория подобия: а) позволяет устанав
ливать необходимые и достаточные ус
ловия подобия исследуемых процессов

и на этой основе доказывать право
мочность применения априорно уста
новленных моделей отказов для испы
таний конкретных выборок; б) дает 
возможность создавать типовые модели 
отказов и устанавливать границы их 
применения; 5) формализованные тре
бования по обеспечению подобия ис
следуемых процессов являются основой 
пересчета экспериментальной оценки 
надежности с одних условий на дру
гие.

Трудности, связанные с использова
нием функционально-стохастических и 
физических моделей отказов, преодо
левают с помощью классификации мо
делей отказов по признаку их физиче
ской сущности и стохастической теории 
подобия с целью построения типовых 
моделей для каждого выделенного 
класса.

В связи с тем, что материал справоч
ника по обеспечению и оценке надеж
ности изделий на всех этапах жизнен
ного цикла является первым в техни
ческой литературе, то не исключено на
личие отдельных методических погреш
ностей, которые будут учтены при его 
переиздании. Оригинальность спра
вочника состоит в том, что материалы 
его примененимы к различным видам 
и типам технических систем и изделий 
в плане обеспечения и исследования 
их надежности, а представленные в нем 
методы подобия и особенно стохасти
ческого подобия по сути дела приори
тетные в теории и практике надежности 
в отечественной и зарубежной литера
туре. Содержание справочника отве
чает требованиям времени — создавать 
качественные и надежные технические 
системы и изделия.

Академик АН СССР 
В. А . Мельников 

Доктор технических наук 
Я. А. Северцев



Глава 1. Особенности применения методов
теории подобия и моделирования 
в машиностроении

1. РОЛЬ МЕТОДОВ 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРИ 
СОЗДАНИИ ТЕХНИКИ

Постоянный рост требований к техни
ческому уровню и надежности изделий 
машиностроения, развитие вычисли
тельной техники и экспериментальной 
базы привели к широкому применению 
моделирования при решении задач со
здания сложных изделий.

Моделирование представляет собой 
процесс исследования моделируемого 
объекта, базирующийся на Подобии мо
дели и объекта, и включает построение 
модели, ее изучение и перенос получен
ных сведений на моделируемый объект. 
Под моделью понимают объект, на
пример, явление, процесс, систему, 
экспериментальную установку, зна
ковое образование, математические вы
ражения, находящиеся в отношении 
подобия к моделируемому объекту.

Математическое моделирование ис
пользует подобие между величинами, 
входящими в математические выраже
ния, описывающие поведение изучаемо
го объекта.

Физическое моделирование исполь
зует подобие между объектом и моде
лью; имеющей физическую природу.

Внедрение методов математического 
моделирования позволяет эффективнб 
решать задачи конструирования машин, 
расчета надежности, планирования ис
пытаний с учетом значительного числа 
факторов, организации сбора и исполь
зования информации об отказах и не
исправностях, выявленных в процессе 
испытаний, производства и эксплуата
ции. Применение методов физического 
моделирования в значительной мере 
обеспечивает сокращение сроков экспе
риментальной отработки и объемов

испытаний изделий, введения изделий 
в эксплуатацию, снижение затрат на 
разработку новых серий машин и мо
дернизацию старых.

Важность применения методов моде
лирования как эффективных средств 
создания и обеспечения надежности 
сложной техники обусловлена тем, что 
модели во много раз проще и дешевле 
самих объектов моделирований. При 
использовании моделей можно быстро 
и достаточно полно изучить процессы, 
протекающие при работе изделий, най
ти рациональные проектные решения, 
выявить слабые места в изделиях и, 
в конечном счете, обеспечить разра
ботку и экспериментальную отработку 
изделий при минимальных затратах 
времени и средств. Например, затра
ты на ремонт и межремонтное обслу
живание машины в эксплуатации в сред
нем за год могут составлять до 2Б % 
стоимости 'оборудования.

Затраты на капитальные ремонты ма
шин, работающих в особо тяжелых ус
ловиях эксплуатации, достигают до 
50 % их стоимости. Значительного 
числа конструкторских ошибок, при
водящих к отказу узлов и агрегатов 
изделий в эксплуатации, удается из
бежать за счет применения на стадиях 
проектирования и экспериментальной 
отработки методов физического и ма
тематического моделирования.

На рис. 1 приведена схема рацио
нального цикла испытаний. В сочета
нии с различными видами моделирова
ния осуществляется подбор для узла 
трения машины сочетания материалов 
одновременно с отработкой характери
стик изделия в целом.

Экспериментирование на моделях, 
воспроизводящих трение и изнашива
ние, в рассматриваемом примере про
водят. с целью оценки работоспособ-
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Разработка фрикционной пары для узла трения, 
не имеющего аналога

1 £ О ч
¡/соВершенствоВанае типового узла трения

1 3 5
Замена пары трения на новую серийную

3 5
Установление межремонтного цикла

3

Рис. 1. Схема цикла испытаний при 
подборе сочетаний материалов для 
узлов трения:
О — расчетно-экспериментальные работы 
по подбору параметров узла; / — испы
тания лабораторные для оценки работо
способности , узлов по определяющим па
раметрам; 2 — испытания граничные ис
следовательские на запасы работоспособ
ности; 3 — отработочные испытания на 
комплексном стенде; 4 — натурные испы
тания; 5 — эксплуатационные испытания

ности узлов при сочетаниях материалов 
в режимах работы, соответствующих 
натурным условиям; сравнительных ис
пытаний пар трения; прогнозирования 
характеристик натурного узла; ана
лиза и выявления факторов, наиболее 
влияющих. на долговечность узла; оп
тимизации параметров узла.

На рис. 2 показана структурная 
схема процесса испытаний на долго
вечность путевой машины в целом. 
Как видно из схемы, разнообразные 
виды экспериментальных исследова
ний на моделях заменяют реальные 
объекты. При этом значительную долю 
теоретических и экспериментальных 
работ занимают задачи, непосредствен
но связанные с расчетами и контролем 
надежности, испытаниями на надеж
ность, а также работы, направленные 
на обеспечение и достижение требу
емых уровней других технических ха
рактеристик.

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
ФИЗИЧЕСКОГО ПОДОБИЯ

Рис. 2. Схема испытаний путевой ма 
шины на долговечность

Под экспериментом понимают спе
циально организованную процеду
ру постановки и обработки наблюде
ний, проводимых на эксперименталь
ных установках, схемах, в лаборатор

ных условиях, при натурных испыта
ниях на изделиях, в производстве. На 
практике используется или пассивный 
эксперимент, при котором проводится 
только наблюдение за протекающим
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явлением, или активный эксперимент, 
допускающий вмешательство в ход про
цессов и соответствующую организа
цию планирования и проведения экс
перимента.

Разновидностью эксперимента, ко
торый проводится на математических 
моделях, является мысленный экспе
римент. В этом случае под моделью 
понимают содержательное описание ис
следуемого явления, некоторые логи
ческие построенгія, описывающие изу
чаемый объект, наборы формул, алго
ритмов расчета на ЭВМ.

Основой физического или математи
ческого эксперимента являются методы 
теории подобия, которые применяются 
при постановке эксперимента, обра
ботке данных о результатах экспери
ментальных исследований и испыта
ний,

В процессе разработки изделия не
обходимо решать вопросы измерения 
характеристик и обработки статистиче
ских данных, распространения полу
ченных результатов на другие явле
ния, выбора аналогов при создании 
новых изделий, повышения точности и 
достоверности оценок надежности 
вновь создаваемых изделий.

Упомянутые вопросы решаются с по
мощью методов теории подобия, кото
рая указывает, как нужно ставить 
опыт, обрабатывать опытные данные, 
обобщать и распространять получен
ные результаты на другие объекты.

Модель и отображаемый ею объект 
находятся в отношении сходства, а не 
тождества. Это означает, что модель 
по определенным признакам подобна 
изучаемой системе, а по каким-то при
знакам отлична от оригинала.

С точки зрения исследования надеж
ности, подобие объектов и моделей, 
внешних условий и нагрузок опреде
ляют исходя из закономерностей пове
дения изделий, а также процессов от
казов.

Понятие модели взаимно связано с 
понятием подобия. Модель обеспечи
вает подобие тех процессов, которые 
удовлетворяют критериям, получен
ным с помощью теории подобия. Ха
рактеристики любого явления в группе 
подобных явлений могут быть получе
ны с помощью критериев подобия путем 
некоторого преобразования характери

стик другого — подобного явления, 
В наиболее простом случае это преоб
разование состоит в изменении масшта
бов.

Подобие и моделирование классифи
цируют по видам и группам с учетом 
признаков полноты и точности воспро
изведения изучаемых процессов.

Подобие определяют как взаимно
однозначное соответствие между дву
мя объектами, при котором функции 
перехода параметров, характеризую
щих один из объектов, к другим пара
метрам известны, а математические 
описания этих объектов могут быть 
преобразованы в тождественные.

Это означает, что исследуемое явле
ние мбжцо получить подобным задан
ному путем такого его преобразования, 
когда размер каждой его величины из
меняется в определенное число раз и 
это преобразование называется подоб
ным преобразованием явления.

Теория подобия включает в себя 
такое обширное понятие, как «механи
ческое подобие», куда входят геометри
ческое, кинематическое, динамическое, 
тепловое и другие подобия. При геоме
трическом подобии отношение любых 
сходственных отрезков равно одному и 
тому же постоянному числу, т. е. изуча
емый объект подобен первоначальному 
и получен путем изображения его в 
другом геометрическом масштабе.

Кинематическое подобие означает, 
что в любых сходственных точках си
стем скорости движущихся тел (объек
тов) параллельны и пропорциональны 
друг другу, т. е. отношение между их 
скоростями одинаково во всех точках 
системы. Если система рассматривает
ся как состоящая из отдельных эле
ментов, то у подобных систем массы 
элементов относятся между собой как 
постоянное число.

Динамическое подобие заключается 
в параллельности и пропорционально
сти сил в сходственных точках.

Тепловое подобие означает пропор
циональность друг другу всех харак
теризующих тепловое явление вели
чин: температур, тепловых потоков, 
теплоемкостей, коэффициентов тепло
передачи (теплопроводности) и т. д.

Обозначив отношения сходственных 
отрезков длин через сѵ скоростей че-
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рез сѵ, масс через ст  ̂ сил через с^  для 
двух подобных систем получим матема
тическую формулировку понятия по
добия в виде системы равенств:

/ П „П *̂9ѵ т
Т ~ =Сі: 1 Г ^ Сѵ'’ И Г  ~ Стп'

где одним и двумя штрихами обозначе
ны первое и второе подобные явления.

Коэффициенты с называются кон
стантами подобия. Для каждого рода 
величин константы подобия имеют свою 
особую численную величину.

В обобщенном понятии подобие явле
ний определяется как пропорциональ
ность друг другу всех величин, харак
теризующих явления, а коэффициенты 
пропорциональности сохраняют посто
янное значение во всех точках системы 
для определенного наименования вели
чин, но являются различными для ве
личин разного наименования.

Подобных явлений может быть не два, 
а значительное количество, т. е. они 
могут составлять группу подобных яв
лений. Сравнивая все члены группы с 
одним явлением, которое является ба
зовым (образцовым), можно заметить 
закономерность: при переходе от од
ного, подобного базовому явлению, 
к другому, третьему, л-му константы 
подобия каждый раз получают другое 
значение, сохраняя в то же время 
свое свойство быть постоянными во 
всех точках каждой системы, подоб
ной базовому образцу.

Объединяя переход от явлений об
разца ко всем подобным, ему, можно 
рассматривать его выражение х ( ~
=  сх х\ как групповое преобразование
явления, подразумевая под констан
той сѵ последовательное значение для лі
всей группы подобных образцу величин.

Инварианты подобия. Подобие явле
ний можно выражать не только кон
стантами подобия, но и так называе
мыми инвариантами подобия.

Для пояснения, что такое инвариан
ты подобия, рассмотрим следующий 
пример.

Выберем за единицы измерения вели
чин рассматриваемой системы значение

этих величин в каких-нибудь точках 
самой системы (подстрочный индекс 0). 
Предварительно необходимо перейти 
от абсолютной системы единиц, общей 
для всех явлений данного класса, к 
относительной системе единиц, при
годной только для одного явления 
этого класса.

Все величины, например, длина (/'), 
скорость (і/), масса (т ')  для первого 
явления получают численные значения:

т '

Для второго явления за единицы 
измерения можно выбрать значения ве
личин в сходственных первой системе 
точках. Тогда их значения в относи
тельных единицах будут равны:

ѵ
Ѵп

= Г ;

Для л-го явления

m
9Пп

=  М"

Іп
—  =  
г‘о

ѵп
=  w n\ mп

„ лmо
=  АГ.

Следовательно, L ’, Ln, ѵ\  ѵп, ..., m ,
mn будут те же, что в первом явлении.

ГБудет иметь место соотношение -р -  =

=  —р — или L" ~  V  Такие же соотно-
шения будут справедливы и для любых 
других величин, характеризующих по
добные явления. Поэтому значки, от
мечающие, к какому из явлений отно
сятся величины L, ѵ и др., можно от
бросить. Это связано с тем, что при пе
реходе от одного' явления к другому, 
ему подобному, все величины, выра
женные в относительных единицах из
мерения, останутся численно прежни
ми. Таким образом, эти величины яв
ляются инвариантами подобия и обоз
начаются idem, что означает «то же 
самое». Следовательно, L ~ idem, ѵ — 

idem, m =  idetn или для общего 
случая
х'/хц =  х — idem.

Необходимо отличать понятия «кон
станта подобия» и «инвариант подобия». 
Константа сохраняет постоянное зна
чение во всех точках системы, но она
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1
бу4ет иной, когда одна пара подобных 
явлений заменяется другой. Инвариант 
подобия, наоборот, различен для раз
ных точек системы, поскольку он изо
бражает одну из величин этой системы, 
имеющую разное численное значение 
в разных точках системы. Инвариант 
подобия не меняется при переходе от 
одного явления к любому другому, по
добному ему, т. е. сохраняет одно и то 
же значение в сходственных точках 
всей группы подобных явлений.

Константы подобия не являются про
извольными. Сйязь величин, входящих 
в константы подобия, определяется за
кономерностью физического явления и 
выражается в виде уравнений. Нали
чие такого уравнения, устанавливаю
щего зависимость между величинами, 
налагает определенные ограничения и 
на константы подобия.

Различают полное, неполное (частич
ное, локальное, функциональное), при
ближенное и другие виды подобия, ис
пользуемые в соответствующих спосо
бах моделирования.

Полное подобие и соответственно пол
ное моделирование в формализованном 
виде характеризуются следующим со
отношением:

Уі =  тіхі ,

где у . — і-й параметр системы-ориги
нала или ее режима работы (І ~  1, к); 
х і — і-й параметр модели (і =  1, Л); 
вП’ — масштабный коэффициент, кото
рый обычно является постоянной вели
чиной, но в частном случае может быть 
и переменной, зависящей от режима, 
времени или координат простран
ства.

В общем случае і-й параметр у і си
стемы может зависеть от других пара
метров уѵ  уѵ  .... ук і , геометрических
размеров Іх , Іу , 12 и времени / протека
ния процесса у ь =  ср (уѵ уѵ  ..., ук_ІУ
ІХі Іуг Іг*

Неполное подобие и соответственно 
способ моделирования характеризуют
ся частичным подобием протекания ос
новных процессов в системе и модели 
или только во времени или только в 
пространстве.

Виры моделей

В формализованном виде неполное 
подобие только во времени определяет
ся соотношением

Уі ~Ч'ііУѵ у2- »к-г О-
Математическая запись неполного 

подобия только в пространстве имеет 
вид

Уѵ * •’ Ук-Ѵ *х ’ V  *г)-
В случае приближенного подобия не

которые факторы, имеющие незначи
тельное влияние на протекание изучае
мого процесса, моделируются прибли
женно или совсем не моделируются.

3. ВИДЫ МОДЕЛЕЙ

Различают модели простые и слож
ные, однородные и неоднородные. Про
стая модель представляет собой услов
ный образ исследуемого явления, когда 
учитывается ограниченное число фак
торов, определяющих поведение иссле
дуемого объекта. Сложная модель от
ражает поведение нескольких подси
стем изучаемого объекта и в математи
ческом описании приближается к иде
альному воспроизведению явления.

Сложная модель считается однород
ной, если класс моделируемых явлений 
имеет граничные явления. К таким мо
делям, например, относятся модели, 
используемые в теории процессов де* 
формации при обработке металлов дав
лением.

В сложной модели различные части 
обычно имеют описание соответственно 
с позиций механики, теплофизики, хи
мии. Начальные и граничные условия 
у этих частей различны.

Задачу моделирования в таком слу
чае решают по частям при условном 
предположении, что когда изменяются 
параметры у исследуемой части задачи, 
параметры других подмоделей неиз
менны. Такая сложная модель назы
вается неоднородной.

Для достижения подобия физической 
модели натурным явлением при иссле
довании сложной системы целесообраз
но вначале составить структурную схе
му, устанавливающую границы под
моделей, прямые и обратные связи ме
жду ними. Выделяют определяющие 
параметры, всегда оказывающие суще
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ственное влияние на выходные харак
теристики системы, параметры, харак
теризующие изучаемый процесс в под
системе, и побочные параметры, кото
рые действуют только в отдельных 
случаях.

На основе априорных данных уста
навливают вероятность появления того 
или иного явления, которое целесооб
разно изучать в эксперименте и учиты
вать при установлении подобия моде
ли и реального объекта. Совокупность 
масштабных коэффициентов перехода 
от модели к натуре представляет мас
штабный фактор системы в целом.

Изменение масштабного коэффици
ента перехода от модели к натуре для 
одного из параметров приводит, как 
правило, к изменению масштабного фак
тора физической системы пропорцио
нально значению этого параметра для 
исследуемого процесса.

В сложной неоднородной системе 
при расчете масштабного фактора дол
жны учитываться взаимовлияния под
систем. При этом должно быть обра
щено внимание на проверку критериев 
подобия в широком диапазоне пара
метров режима испытаний.

Для однородных моделей, получен
ных на основе теории подобия, как 
правило, выполняются требования ав
томодельности. Автомодельностью на
зывают свойство явления автоматиче
ски сохранять его подобие исходному 
явлению (оригиналу) независимо от 
абсолютных величин параметров эле
ментов той или иной системы, в кото
рой данное явление протекает.

При отыскании режимов модельных 
испытаний сложной однородной систе
мы учитывают, что согласно теории по
добия, если модель и натурный 
объект подобны, то они описываются 
одинаковыми критериями и эти кри
терии тождественны. В этом случае 
для моделирования характеристик од
нородной системы необходимо и доста
точно выполнить сравнительно неболь
шой по объему определительный натур
ный эксперимент с целью контроля 
точности расчета масштабных коэф
фициентов, связывающих параметры 
модели и натуры.

Для изучения сложных неоднород
ных систем режимы модельных исследо
ваний выбирают с учетом взаимовлия

ния подсистем. С целью построения 
критериев подобия составляют систему 
совместных уравнений, описывающих 
физическую сущность процессов, про
текающих в подсистемах. В ряде слу
чаев стремятся составить описание 
сложной неоднородной системы при 
помощи какого-либо простого метода, 
позволяющего учесть связи между па
раметрами системы и учесть масштаб
ные коэффициенты перехода для каж
дого из параметров.

При описании объекта с помощью 
критериев подобия удается уменьшить 
количество исследуемых параметров 
путем учета при моделировании только 
основных параметров (факторов) или 
объединяя побочные (второстепенные) 
параметры в один критерий. В первую 
очередь целесообразно объединить те 
параметры, воспроизведение которых 
на модели представляет практически 
непреодолимые трудности. Например, 
при моделировании процессов внешне
го трения и изнашивания к таким па
раметрам относятся плотность материа
ла, модуль упругости, коэффициент 
линейного расширения.

4. ОСОБЕННОСТИ 
ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДОВ 
ТЕОРИИ ПОДОБИЯ 
И МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ДЛЯ ОБЕСПЕЧЕНИЯ 
НАДЕЖНОСТИ

В практике испытаний сложных си
стем, например супер-ЭВМ, самолет
ных и судовых комплексов, энер
гетических и транспортных систем, а 
также сравнительно простых изде
лий используются методы теории по
добия, которые позволяют оценивать 
подобие физических процессов, проис
ходящих в модели и исследуемом объ
екте, и на этой основе приводить ре
зультаты испытаний к условиям экс
плуатации.

Применительно к теории и практике 
испытаний систем выделяют следую
щие основные этапы исследований 
(рис. 3) с помощью моделей.

На практике имеется тенденция к 
проектированию систем с максималь
ным использованием типовых проект
ных решений при создании конкрет-



Особенности применения методов теории подобия в надежности 17

Рис. 3. Схема проведения исследований с использованием методов теории по
добия и моделирования

ных изделии. Результаты их испыта
нии являются естественной информа
ционной основой при количественном 
анализе надежности вновь разрабаты
ваемых систем, содержащих в своих 
структурах аналогичные изделия. По 
целому ряду изделий машиностроения 
имеется достаточно обширная стати
стическая информация о результатах 
испытаний однотипных изделий, ко
торую целесообразно использовать при 
анализе надежности вновь разрабаты
ваемых изделий.

На этапе серийного производства из
делий предполагается, что система 
полностью прошла конструкторскую 
отработку. Однако для вновь разраба
тываемых или модернизируемых систем 
этап их серийного освоения в ряде 
случаев затягивается и по требованию 
заказчика возникает необходимость 
эпизодического анализа уровня надеж
ности системы. При этом значительную 
долю информационного обеспечения 
количественного анализа надежности 
изделий может составлять информа
ция, полученная на основании резуль
татов испытаний аналогичных изделий 
различных уровней.

На этапе эксплуатации (хранения) 
для проверки стабильности эксплуата
ционных показателей систем осуществ
ляется периодический поверочный рас
чет надежности изделий. Поскольку 
возможности информационного обеспе
чения путем контрольных испытаний 
данных изделий, как правило, доста
точно ограничены, то необходимо при

влекать статистическую информацию 
полученную на основании результатов 
испытаний аналогичных изделий. Ос
новными направлениями примене
ния методов подобия для обеспечения 
надежности являются: 

выбор аналогов, расширение инфор
мации для оценки надежности создавае
мых систем и изделий;

выявление слабых мест в аналогах и 
установление взаимосвязи запасов ра
ботоспособности и уровня надежности;

обоснование параметров объектов ис
пытаний и запасов работоспособности 
по параметрам и действующим факто
рам с использованием аналогов как на
турных моделей создаваемого изде
лия;

планирование экрпериментальной от
работки с использованием данных об 
аналогах и эксперимента на моделях;

разработка методов математического 
и физического моделирования и прове
дение испытаний с целью исследования 
особенностей функционирования изде
лий, оценки запасов работоспособности 
при имитации отказов и воздействии 
нагрузок;

анализ результатов модельных и экс
периментальных исследований и испы
таний для оценки завершенности, кон
троля и управления процессом экспери
ментальной отработки;

оценка и контроль надежности с ис
пользованием априорных данных о ре
зультатах испытаний и эксплуатации 
систем и изделий предыдущих разра
боток.



Глава 2. Методы построения критериев 
физического подобия

Подобию свойственны некоторые об
щие закономерности, которые устанав
ливаются первой, второй и третьей 
теоремами подобия и дополнительными 
положениями к ним. Дополнительные 
положения используются при иссле
довании подобия явлений в сложных, 
нелинейных, неоднородных системах.

Первая и вторая теоремы устанавли
вают соотношения между параметрами 
подобных явлений, не указывая спо
собов реализации подобия при по
строении моделей. Третья теорема по
добия определяет условия, необходи
мые и достаточные для того, чтобы 
явления оказались подобными.

1. ТЕОРЕМЫ ПОДОБИЯ

Первая теорема подобия формули
руется следующим образом: у подоб
ных явлений критерий подобия числен
но одинаковы. Теорема устанавливает 
необходимые условия подобия.

Подобные явления характеризуются 
рядом определенных свойств.

1. Величины, определяющие явле
ния во всех точках системы, в которых 
протекают процессы данного явления, 
относятся в сходственных т'очках к од
ноименным величинам из; группы по
добных явлений, как постоянные числа. 
Каждой величине отвечает, свое число, 
различное для каждой^в^ры явлений. 
При этом необходимо , иметь в виду, 
что изучаемые явления протекают и 
в геометрически подобных системах.

2. Величины, характеризующие рас
сматриваемое явление, независимы 
друг от друга, а между ними существу
ют определенные связи. Если эти связи 
могут быть выражены в виде матема
тических зависимостей, то последние 
для подобных /явлений буквенно оди
наковы.

Первое условие представляет мате
матическую формулировку понятия по
добия, второе — необходимое условие 
его сохранения, оно налагает определен
ные ограничения на вид уравнения 
связи.

Уравнения связи должны быть одно
родными по отношению к подобному 
преобразованию входящих в них ве
личин.

Пример 1. Пусть связи между вели
чинами, характеризующие явление, да
ны в виде т уравнений между их вели
чинами:

Ф ((*Р * „ ) Р Г ,  ( ! )
где і последовательно проходит все 
значения от 1 до т. Уравнения для 
любых двух подобных явлений имеют 
вид

*1 = С1*Р *п =  с/Л».
Для первого явления

Фе (*І» х'п) =  0. (2)

; Для второго

% (* ѵ  *") =  0, (3)

После подстановки уравнения (1) в 
(3) получим

спх 'п)- (4)

Уравнения (1) и (4) могут одновремен
но существовать в том случае, когда 
все константы подобия сг, ..., сп вый
дут из-под функции <рг в виде одного 
общего множителя:

Ф і(сі*р * спхп) =  Фі (С1..........сп) X

......... *д) =  °-
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Отбросив множители ф (с1э .... сп), по
лучим уравнения фі =  0 , инвариант
ные по отношению к произведенному 
преобразованию. Функции фі назы
ваются в теории подобия подобнообраз
ными (гомогенными).

Свойством подобности обладают функ
ции типа степенных комплексов х^4,
а * а п*2*, ..., х пп > в которых степени а р . . . ,  

а п — отвлеченные числа. Подобнооб- 
разнымн могут быть и суммы степен
ных комплексов при том условии, что 
появившиеся после подобного преобра
зования их сомножители, составлен
ные из констант подобия, все будут 
равны друг другу.

т
Пример 2. Если 2  х»(*р  ••••* « ) 

і=і
есть сумма степенных комплексов, то
подстановка х х =  схх[, ..., хп =  СпХп 
приведет к виду
т
£  у.і (сі ......... сп) х. (х ; . хп) ,
і= \
где функции %і у обоих множителей
одинаковы. Гомогенность сумм в этом 
случае обусловлена равенствами:
Хі ( і̂* • • • * Сп) =  ^2 ( і̂* ■ • • * Сц) =
=  Хш (̂ 1* • • • * ^п)*

Поделив эти равенства на одно из них, 
получим

%1 (с1» • • •» сп) =  |
Хт (с1* • * сп)
Хт-1 (с1> • • •» сп) _
Хт (сі* •* сп)

Равенство (5) — это условие, при 
котором написанные суммы являются 
подобнородными, а сами равенства — 
обусловливающими. В силу того, что 
эти равенства определяют возможность 
существования группы исходных яв
лений, то им дается название индика
торов подобия. Возможно существова
ние таких подобных явлений, у кото
рых индикаторы равны единице.

Подобные явления описываются оди
наковыми уравнениями, которые ус
ловно или безусловно инвариантны по

отношению к подобным преобразова 
ниям входящих в них величин.

Инвариантными называются уравне
ния, когда множители %і (сі* —. сп)> — * 
Хт (сі, .... сп) непосредственно сокра
щаются. В этом случае выбор кон
стант подобия ничем не ограничен.

В противном случае они называются 
условно инвариантными и тогда могут 
существовать только те подобные яв
ления, константы подобия которых под
чиняются условию равенства единице 
индикаторов подобия.

Вторая теорема подобия формули
руется следующим“ образом: безразмер
ный степенной комплекс вида а®1........

а
апп обладает свойством после подобно
го преобразования выделить все кон
станты подобия в один множитель,
составленный из констант подобия так,
как сам комплекс составлен из вели

сь а г, _.
чин с *  ..., спп . Условие однородности 

і  п
уравнений, влекущее за собой его 
инвариантность, заключается в при
равнивании этого множителя единице:

(5)

Подобное преобразование может быть 
«формальным», когда одни единицы 
измерения заменяются другими, и «ма
териальным», когда переходят от од
ного явления к другому, ему подоб
ному. Переходя от индикаторов подо
бия к критериям подобия, можно сфор
мулировать первую теорему следую
щим образом: критерии подобных: явле
ний одинаковы: =  idem, jtm — idem
или a{z , a 22, . . . t ann — idem. Члены
безразмерного уравнения представля
ют собой критерии подобия. Таким 
образом, для случая отсутствия в урав
нении дифференциальных операторов 
преобразование его к безразмерному 
виду переводит уравнение непосред
ственно в критериальное уравнение, 
составленное из критериев подобия.

В случае дифференциальных уравне
ний простой результат получить за
труднительно, так как знаки дифферен
циалов являются барьерами, не позво
ляющими объединять множители без
размерных комплексов в одночлены-
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критерии, составленные из конечных 
величин. Система дифференциальных 
уравнений в частных производных вто
рого и выше порядков является наи
более частным случаем уравнений свя
зи, описывающих физические явления.

Пусть дана система дифференциаль
ных уравнений вида 0 1 (х1, ..., хп) — 
=  0 и она допускает подобное преобра
зование. Ее всегда можно преобразо
вать в групповую:

ДО) „(О)
ч »2 > ХФ) х • л т ’ Лт+1»

= (6)
где*{0), х ^  — критерии, состав
ленные из единиц измерения аі,
я _ - __ Х-̂  _ _ Хц _
&п > хт+і ~~ ~  * • • • • х п — — — сим -

аі  ап
плексы, выражающие величины хг, 
хп в относительных единицах. Эти кри
терии сохраняют постоянное значение 
во всех точках исследуемой системы.

В связи с тем, что уравнение (6) со
держит только величины, одинаковые 
для всех подобных явлений, оно чис
ленно одинаково для всей группы по
добных явлений. Уравнение (6) преоб
разовывается в уравнение вида

•^1 (■*’1*^’ хт ^' *т+1* *п) ~

Число критериев т в случае суще
ствования группы подобных явлений 
меньше числа величин л, входящих 
в уравнение. Выбор единиц аг, ..., ап 
может быть сделан произвольным обра
зом. Очевидно, т критериям будут от
вечать т критериальных комплексов

Остальные п—т комплексов оста
нутся выражениями в простых относи
тельных единицах.

Для уравнения (6) можно сформули* 
ровать условия их однозначности и 
показать, что в этом случае уравнение 
позволяет установить существование 
решения и его единственность. Реше
ние (6) приводит к системе уравнений:
Ф / (*і........Хп) =  0, (7)
которые содержат только конечные ве
личины.

Уравнения (7) есть частные интегра
лы, отвечающие заданным условиям

однозначности. Заменив х,, хп на
*і » •••* * хт-\-1 хп, уравне
ние

ф / ( * 1 4>* хЦ*’ *т+Ѵ • ’ хп) = 0
(8)

будет решением уравнения (7).

После интегрирования уравнение (8) 
примет вид:

^/{*1 £т+ р 5 • ••■} —
=  0 .
Таким образом, система уравнений (6) 
одинакова для группы подобных явле
ний и может быть преобразована в си
стему уравнений, численно одинаковых 
для всей группы, между критериями 
и симплексами переменных величин и 
постоянных, входящих в условия одно
значности. Единичные явления выделя
ются из (1) условиями однозначности, 
различными для каждого единичного 
явления. Следовательно, все выводы 
теории подобия можно получить из 
дефференциальных уравнений, если ре
шение их представляет преодолимые 
трудности. Этот вывод позволяет пере
носить во всех таких случаях данные 
единичного опыта на все явления, по
добные ему, и обобщать результаты 
опытов при помощи теории подобия, 
составляя критериальные уравнения. 
Изложенное составляет суть второй 
теоремы подобия, которая известна 
под названием л-теоремы. Функцио
нальная зависимость между характе
ризующими процесс величинами может 
быть представлена в виде зависимости 
между составленными из них критерия
ми подобия.

Применяя безразмерные комплексы 
величин, полученные результаты мож
но распространить на все подобные про
цессы, уменьшить число величин, ко
торые следует связать функциональ
ной зависимостью. В том случае вместо 
п +  в величин будем иметь л +  б — т 
безразмерных комплексов и нахожде
ние зависимости между ними упро
щается.

Известны следующие дополнитель
ные положения к основным теоремам 
подобия.
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1. Сложные системы подобны, если 
подобны соответствующие им подси
стемы и равны критерии подобия, со
ставленные из величин, не входящих 
в какую-либо из подсистем.

2. Условия подобия, справедливые 
для систем с постоянными параметра
ми, можно распространить и на систе
мы с переменными параметрами при 
условии совпадения относительных ха
рактеристик переменных парамет
ров.

3. Условия подобия, справедливые 
для изотропных (однородных систем), 
могут быть распространены и на ани
зотропные (неоднородные) системы, ес
ли анизотропия в сравниваемых си
стемах относительно одинакова.

Третья теорема устанавливает приз
наки, по которым можно узнать, по
добны ли два явления друг другу. 
Теорема исходит из того, что известны 
уравнения, которые связывают между 
собой величины первого явления, и эти 
уравнения связи отвечают также усло
виям существования неограниченного 
числа подобных первому явлению, т. е. 
возможно существование группы подоб
ных явлений.

Пусть имеется второе явление, по
добие которого с первым должны уста
новить.

Геометрическое подобие систем и 
буквенная одинаковость уравнений свя
зи есть первое необходимое условие 
для существования подобия.

Подобие условий однозначности яв
ления, выделяющего его из группы дру
гих, есть второе необходимое условие 
подобия. Эти условия такие же, как и 
у первого явления, только численные 
значения величин, входящих в них, 
у второго явления другие. Величины 
называют моновалентами. Соответствен
но условия однозначности называют 
условиями моновалентности явления. 
Выбор констант подобия в подобных 
системах не произволен, т. е. их нельзя 
выбирать как попало, ибо существуют 
обусловливающие равенства, требую
щие, чтобы индикаторы подобия, полу
ченные из уравнений связи, равнялись 
единице.

Следовательно, третье условие, не
обходимое для существования подо
бия, — это равенство единице индика
торов подобия, составленных из кон

стант величин, входящих в условие од
нозначности.

Этому требованию подобия отвечает 
равенство критериев, которые носят 
название определяющих, ибо их ин
вариантность входит в условия, опре
деляющие подобие явлении.

Третья теорема подобий формули
руется следующим образом: подобны 
те явления, которые происходят в гео
метрически подобных системах, подчи
няются одним и тем же уравнениям свя
зи, у которых мрноваленты находятся 
в численно постоянном отношении и 
составленные из них критерии равны. 
Допустим, что уравнения связи
О і (хг хп) 0 (9)
преобразованы к относительным кри
териальным единицам. Тогда (9) пре
образуется в

°  і(х [, х 'п) -= 0 ’ ( 10)

где хі аі
— относительные едини

цы.
Для подобных явлений х\ =  idem,

хп — idem, ,(*)х у ' =  idem. Для
условия однозначности (9) их монова- 
ленты будут ftj, ..., 0^. Для (10) мо- 
новаленты примут вид

—— =  v-t — idem-, —
Ct\ flq

=  Vq — idem,

где Оі, ..., ад — соответственные отно
сительные единицы. Для подобных яв
лений

— idem, vq ~  idem.
Это и есть условия подобия явлений, 
описываемых уравнением (9). Так как
*(*) =  idem, то

Лк) Лку или
Лку
Лк)
х і

.=  1.

Таким образом, =  1 есть индика
тор подобия, составленный из кон
стант подобия. Выполнение этого тре
бования выделяет существующие подоб
ные явления. Явления подобны, если 
их выраженные в относительных еди
ницах моноваленты и моновалентные 
критерии одинаковы.
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Для воспроизведения подобных яв
лений должны быть установлены усло
вия однозначности (условия работоспо
собности, граничные условия).

2. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 
РАЗМЕРНОСТЕЙ

Измерить любую величину К  — зна
чит сравнить ее с любой величиной К 
той же физической природы, т. е. опре
делить, во сколько раз К  больше (мень
ше) Я. Для единообразия устанавли
вают определенное значение величины 
/? и называют ее единицей измерения.

Единицы измерения различных физи
ческих величин, объединенные на ос
нове их непротиворечивости друг 
другу, образуют систему единиц.

Формула, указывающая зависимость 
единицы измерения, называется раз
мерностью этой величины. Размерность 
величины находится при помощи опре
делительного уравнения, которое опи
сывает эту величину в математической 
форме.

Пример 3. Определительное уравне
ние для скорости имеет вид

<И
<' =  -ЗГ-

Размерность величины принято ука
зывать при помощи символа, взятого 
в квадратные скобки [о] =  [¿] [Г]-1, 
где [ ¿ 1, ( П  — размерности длины и 
времени соответственно.

Пример 4. Определительное уравне
ние для силы имеет вид

Мв.
Тогда [Е 1 =  [М] [Ц  (Г]“2. Размер
ность любой физической величины пред
ставляет собой произведение возведен
ных в степень размерностей первичных 
величин.

Переход от одних единиц измерения 
к другим. Рассмотрим механические 
системы, для которых основными еди
ницами измерения являются длина [/,], 
масса [М], время (Г ]. Для того чтобы 
выбрать вместо них другие, например 
«і, «2» «з» необходимо, чтобы размер
ности («і], («2І, (ц31 были независи
мыми функциями [М ], [Г], [Г], т. е.
(«і і  Ф  [мгі15 І«з1а  ПРИ любых а  и Р; 
возможно было однозначное обратное

преобразование, т. е. чтобы [М \, [Г], 
[Г] можно было единственным обра
зом выразить через (их), [и2], [и3].

Эти два требования удовлетворяются 
следующим образом. Пусть размер
ности щ, ы3, «з таковы:

[Ці] =  [М ]^  [ ф  ( Г р 1;

(«2І =  [ ^ *  (¿ Iх* 1771х*;
Ы  =  № * •  [ ф  [Г |т*.

После логарифмирования этих выра
жений получим:
Ы Г«і1 =  Рі [М] +  Хі ^  [Ц  +
+  *і іе [Т];

Ы  =  Р2 і і  [Щ  +  К  іб Щ  +
Н~ Т2 І6 [Т\\

Ы  — Рз 6̂ [М] -(- Я-з 1б (Г] +
+  т3 1д[Г].

Данная система имеет единственное 
решение, если определитель, состав
ленный из коэффициентов уравнения, 
отличен от нуля:

Л =
Рі ті
Ра ^2 ^2 
Рз ^3 *3

Ф  о. <П)

Условием возможности выбора в ка
честве основных единиц 1«1І, {«гЬ [“ЭІ 
является существование условия (11). 
Полученное правило справедливо и 
для более общего случая при любом 
числе основных единиц и для любой 
материальной системы.

Формирование критериев подобия на 
основе размерностей. Имеем п вели
чин рі ( і=  1,я). Рассмотрим электро
механические явления с основными еди
ницами измерения [М ], [Г], (Г ),
[ /] .  Размерность любой величины рі
можно выразить через эти единицы:

\р,\ =  г/-!4  [М 1ц'  | / 1/*
Любой критерий подобия есть ком

бинация величии р. ( / =  1, п):

« =  р\ ХР? Рп =*

=  с м 'Ч Р * !* 8 1Рп]Ч
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где с — безразмерная величина, или 

п =  с Г 1 X

х  [ Л ѵ Л г Ѵ 2] 2* X

х  =

=  С ^ Хп г п )  х

х  1М }^121+  ‘+ ^ 2п) X

х [Т ](Х1г1-\ ^хпгп) [7|(/Л Н  ^ пгп)

Так как критерии подобия — вели* 
чины нулевой размерности, то

*̂121 4” ^22г 4~ 4- ^п2п --
Ц121 4“ ^ 2̂ 2 4- +  М-п2п =  0;
^21 4- х222 4* 4- 1пгп — 0; (12)
/і2і 4 ' /г22 4- 4- /п2п ^  0 .

Получена система четырех уравне
ний с четырьмя неизвестными.

Для выяснения числа независимых 
решений составляется матрица:

К  ^2 ^п  *

бия может быть выражен через п — г 
независимых.

С учетом (11)
і і I _______

Я; =  р]ХРІ2 Р2ПП, (I =  1, П— Г\.
Эти п — г независимых критериев 

называются фундаментальными. Кроме 
фундаментальных критериев подобия 
возможны другие наборы п — г неза
висимых между собой критериев, каж
дый из которых выражается через 
фу н даментал ьн ые.

Пример 5. Изделие характеризуется 
следующими критериями подобия:

Л і —" Л
к(П *1 40 4 0

Ло лл—г

Лл—г
ь(П—г) (П—г)

Л1 п 2 Л
Ап—г) 
л—г

п—г

Штрихом обозначены новые критерии. 
Критерии л ' независимы между собой, 
если коэффициенты И подобны таким 
образом, что

Р1 Ра Рп‘>
”̂1 2̂
/1 /2 /п-

Система (12) имеет п — г независи
мых решений. Любое (п — г 4" 1) ре
шение будет линейно зависимым от 
предыдущих:

2(л—г-И) __ ¿.гШ  Аг22 2̂) 4 -

+  +  +  кп-1г\П~ 1 *’

+  ^32л3) +  ~Ь *л^12лЛ-1)-

В соответствии с (11) каждое реше
ние г\*К г ^ ,  г^О позволяет полу
чить один критерий подобия. Это зна
чит, что п — г независимых решений 
дадут п — г независимых критериев 
подобия, которые могут быть выраже
ны через другие критерии подобия. Тог
да любой п — г 4 - 1 критерий подо-

к \ " кп—г

*<2> Ь< 2) кп - г

к \п~ г> Ь(п—г) 
К2

Ь (л-г) 
■ * кп—г

Таким образом, независимых крите
риев может быть п — г, где т —  ранг 
матрицы (13).

Количество независимых критериев 
подобия (п — г) для описания исследуе
мых явлений определяется числом не
зависимых единиц измерения. Появ
ление или исчезновение каждой новой 
единицы сопровождается появлением 
или исчезновением нового размерного 
коэффициента. Этот коэффициент мо
жет входить в число определяющих 
поведение системы величин. Таким об
разом, увеличение числа единиц из
мерения позволит уменьшить количе
ство независимых критериев в том 
случае, если появившиеся размерные 
коэффициенты не войдут в дифферен
циальные уравнения системы.

В противном случае число независи
мых критериев остается прежним.
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3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТЕРИЕВ 
ПОДОБИЯ НА ОСНОВЕ 
АНАЛИЗА РАЗМЕРНОСТЕЙ

Для определения критериев подобия 
с помощью л-теоремы необходимо: 

выявить т параметров рг, р2, ..., 
рѵ. ..., ph, ..., ps, рт, которые ха
рактеризуют изучаемый процесс;

составить матрицы размерностей т 
параметров;

установить числа к независимых ме
жду собой параметров;

представить описание изучаемого яв
ления в критериальной форме;

составить выражения т — к крите
риев подобия во всех формах записи.

Пример 6. Рассмотрим нахождение 
критериев подобия вынужденных ме
ханических колебаний с демпфирова
нием. Пусть груз с массой М j  колеб
лется на пружине жесткостью С, при
чем при перемещении его на расстоя
ние ( в вязкой среде появляется си
ла сопротивления, пропорциональная 
скорости v: Fc ~  —Кѵ. На груз дей
ствует возмущающая сила Рц =  
=  F sin (út. Участвующих величин бу
дет семь (т =  7):
Рі — M j\ р2 =  ©; рз =  F\
Р* =  I  Ръ — А; Pe =  С\ р ч =  t.

Функциональная зависимость, под
лежащая исследованию, имеет следую
щий вид:
Ф (Mj ,  <0, Г, Л к . с, 0 =  0. (14)
выберем три (А =  3) независимые еди
ницы применительно к системе изме
рений LM T. Пусть Рі =  Мj,  р2 =  сйо. 
Рэ =  F0. Тогда на основании (14) по
лучим систему уравнений:
[M j\ =  [Л4Р [І]° ІГ jo;
M  =  [Л4]° [ І ]« [Г Г ;  (15)
[F ]=  [МР И Р  [Г Г .

Остальные четыре уравнения имеют 
вид:

=  [М]о Ц р  [ГР;

[МР И Р  [Г Г 1;
I C J -  [МР И Р  (Г Г ;

[ /J — [Мр  И Р  [ГР.

Правильность выбора числа незави
симых параметров (А =  3) проверяется 
путем вычисления определителя, со
ставленного из размерностей уравне
ния (15):

1 0 0
1*1-3 — 0 0 —1

1 1 —2\

Поскольку £)і_3 Ф  0 , то значение 
к =  3 выбрано правильно и величи
ны М, о), р  действительно независимы.

Нахождение критериев подобия за
ключается в определении формы запи
си их согласно уравнению (15) и далече 
в отыскании значений показателей 
степени а ;, у£,

Применительно к данному примеру 
будем иметь:

пг = [l]
[АО)“ ' і п Ъі

m •

|ЛОі“ ‘ [ f ]5*
[C] «

[Mj?c r 1 Pe [©] IF)^
*ГТ .  -------- m

\ M j f ‘ [Г)5'

Определим значения а ' ,  ..., 
Для рассматриваемого примера

* і _________  ІИ
[AÍJa '  [ Г Г Р/ [ M ^ l[L]l l {T \~ 211

Приравнивая показатели одноимен
ных основных величин, стоящих в чис
лителе и знаменателе, получим
5; =  !; а', =  - 1 ;  «  =  - 2 .

Аналогично

я» =
________ [М] [Г Г
[Мf k [Г]"Р* [М]6* IL]lk [ Т \ п *9

откуда і'к =  0 ;
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отсюда а'к =  1;

отсюда Р* =  1. 
Аналогично

Яо --
а :

[М] [Т]
Ѵ'с

-2

[М\ с [Т] кс [М]ІС [Ц ІС \ т \ 21с

откуда £с =■ 0;

- р ;  -  2 | ;  =  - 2 ,

отсюда Р с =  2;

«; +  Й =  1;

тогда а '  =  1. 
Аналогично

я 4 = ІП

[М]а* [Г]~Р/ [М]1'  Щ 1* [Т ] 21*

откуда і 'і =  0; 

а і “Ь

отсюда =  0 ;

- р ; - 2 £ ; =  1;

тогда Р/ = = —1.
Критерии подобия имеют, таким об

разом, следующий вид:

_ МЛи* к .
"*------ Т ’ Пг

«3
С .

Му©2 ’ Я4 ©¿.

Поскольку любые произведения кри
териев подобия являются также кри
териями, то справедливы соотношения:

("Г1) я а Му/©2 ~ ~ м Т ~

я  2я 4 Асо/ К і
Му© Му

ЯзЯ|
С©2/2 С /2
Му©2 ~~ Му ~  Пз'

4. ТОЧНОСТЬ 
ВОСПРОИЗВЕДЕНИЯ 
КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ

Постоянные параметры, входящие в 
критерии подобия, оказывают различ
ное явление на результат исследова
ния. Поэтому при установлении усло
вий подобия при моделировании суще-' 
ственной оказывается не вся совокуп
ность процессов, а только главные про
цессы изучаемого аппарата. Всякое 
подобие сложного явления является 
в какой-то степени приближением.

Подобные модели всегда строятся 
с некоторой степенью точности. Пусть 
в оригинале зависимость какой-либо 
переменной величины к от другой пе
ременной і изображается в виде:

х° р =  /°Р (*°Р).

В модели аналогичная зависимость 
выглядит следующим образом:

Xм ±  Дх =  / м ( Г ) ,

где Дат — погрешность моделирования.
Погрешность моделирования опре

деляется следующими факторами:
1) заданием параметров оригинала, 

входящих в критерии подобия, и вос
произведением параметров на модели 
(этого вида неточности можно свести 
к некоторым суммарным неточностям 
воспроизведения критериев подобия);

2) погрешностями измерений при 
проведении опытов; они могут быть 
уменьшены многократным повторением 
измерений, выбором более точных при
боров;

3) наличием факторов, иначе прояв
ляющихся в опытах на модели, чем 
в опытах на оригинале. Влияние этих 
факторов может привести к тому, что 
результирующие зависимости, получен
ные на модели, будут отличаться от 
аналогичных зависимостей, получен
ных в оригинале;

4) неполным учетом в модели фак
торов, влияющих на главные процессы, 
т. е. осуществлением приближенного 
моделирования вместо точного.

Первые три вида неточностей прояв
ляются как при полном, так и при 
приближенном подобии, четвертый вид 
неточностей характерен только для 
приближенного подобия. Рассмотрим
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неточности в определении параметров, 
входящих в критерии подобия, и их 
влияние на критерии подобия. Обозна
чим через А, В, С, Р  некоторые физи
ческие параметры, входящие в крите
рии подобия. Л ор, Вор, Сор, Оор — 
идеальные значения этих величин.

Соответствующие им величины в мо
дели:

Лм - 

См =  

Р м =

Лор

т А

Сор
ГПг,О

D° Р

Вм

тD

В° Р

критерий подобия один раз через фак
тические (с учетом погрешностей) пара
метры модели, а другой раз — через 
фактические параметры оригинала:
„ор =  |-Лор ±  6о р ^ а -  [ в ор ±

±  6вР) ] Р' [^ ° Р (• ±  б°Р)]“' =

=  я  (1 ±  6 °/)а ' (1 ±  X

X ( 1 ± 6 “Р)>‘'

=  я  (1 ±  6 $ ) “ ’ X

х ( і ± б “ )е- ( І і б ” ) " '

Поделив Лф на ЛфР, получим

где тА, тв , т с , тв  — масштабные 
коэффициенты.

Фактические значения этих параме
тров отличаются от идеальных значе
ний. Поэтому
Лор =  А 0„ ±  ьо д у

ву  = в°» (1 ± &У),
Л5 =  »М(І±6^) ;
В£ =  ВМ( 1 ± 6 ^ ) ,

где «5 =  ДЛ/Л“ . 6^  =  ДВ/В".......—
относительные погрешности, причем 
ДА, А В, — абсолютные погрешно
сти.

Критерий подобия может быть пред
ставлен как

я =  \ A f \ B f  [С]Ѵ\
где а ',  у ’ — показатели (положи
тельные и отрицательные) степени.

Критерии подобия, составленные из 
идеальных величин, называются иде
альными. Они одинаковы для модели 
и оригинала.

Фактические критерии отличаются 
от идеальных:

«Ф =  £я" фр; «фр =  Г ря ; я 5 = б - л ;
£я характеризует погрешность в опре
делении критериев подобия.

Выясним зависимость | л от погреш
ности в определении параметров мо
дели и оригинала. Для этого выразим

=  1 ±  (6л ±  ±  (6а ±
±  6 У )  р '±  ±  (65 ±  65») л ' =

=  1 ± а ' ^ 6 ± р / ±
А В

гЫ і' 2  6.
F

Анализ этого выражения показывает, 
что надо как можно больше уменьшить 
погрешности на модели у тех величин, 
которые входят в критерии подобия 
с наивысшим показателем степени.

Идельным моделированием было бы 
такое, при котором погрешность б 
(в модели и оригинале) отсутствовала. 
Наличие погрешностей приводит к то
му , что при л  =  idem результаты фак
тически произведенных на модели опы
тов получаются неоднозначными. Эта 
неоднозначность связана не только 
с моделированием, но и с различными 
условиями проведения опытов.

5. ПРИМЕРЫ ПОСТРОЕНИЯ 
КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ МАШИН

Подобие поршневых машин. Мощ
ность поршневой машины
дг — р  л Р 2 п

СР 4 60-75 ’

где Р ср — среднее давление газа; / — 
длина хода поршня; D — диаметр пор
шня; п — число оборотов вала криво
шипа в минуту.
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При подобии модели и реальной 
машины

Необходимая мощность определяется 
из соотношения

=  =  Рс‘\
или

Р спс
Для машин с одинаковыми степеня

ми сжатия

Следовательно, N c — 1\пс, откуда 
l l /N c — 1 /лс или GlN =  с/п, где с =
- const.

Следовательно, при подобии отно
шение массы (и объема) машины к ее 
мощности обратно пропорционально 
числу оборотов машины.

Коэффициент мощности поршневой 
машины

Л'с =  Р & с =  рА
/2

t3
Сократив это выражение на 1^пс (при 
пс — получим

р с =  Рс"г-
При рс =  1 
Рс с ■
Если Р с =  1, то ѵс =  Іс!іс=  1, т. е. 
¿с =  ^с-

При одинаковых давлениях на моде
ли и натуре скорости совершающихся 
подобных явлений одинаковы, времена 
пропорциональны линейным размерам. 
Отношение чисел оборотов

п с =  1 //с =  1 //с .
При ѵс =■ рс =  1
УѴ — р - 1̂
1 с " с  С С С *

При одинаковых степенях сжатия 
и скорости совершающихся процессов 
мощности подобных поршневых машин 
относятся как квадраты линейных раз
меров (диаметра цилиндра).

Рассмотрим условия подобия при оди
наковом числе оборотов и одинаковых 
плотностях (/с — 1 и рс — !)• Тогда 
»с =  <с/<с =  'с/1 =  'с. РС= « 1 =  Ч

N  =  о и3/ 2 =  I/3/2 — /5

Так, если масштаб/с =  10, то разви
ваемая мощность натуральной машины 
в этих условиях больше мощности на 
модели в 10Б раз.

Подобие электропневматических ма
шин ударного действия. Представление 
о рабочем процессе машины с двумя 
степенями свободы можно получить 
из решения двух совместных нелиней
ных дифференциальных уравнений вто
рого порядка с переменными коэффи
циентами:

уравнения движения бойка
<2б •
8  Л *  ’

уравнения движения поршня

где (¿в — масса бойка; 5б — перемеще
ние бойка; — результирующая всех 
сил, приложенных к бойку; со — угло
вая скорость кривошипа; М — резуль
тирующий момент сил на валу криво
шипа с учетом характеристики элек
тродвигателя; J — момент инерции дви
жущихся масс, приведенный к валу 
кривошипа.

При наличии рассчитанной, а тем 
более созданной и хорошо работающей 
машины эффективными методами ре
шения задачи выбора параметров но
вой машины могут быть теории подо
бия и размерностей.

В поставленной задаче уравнение 
движения бойка между двумя ударами 
выражается в виде

Яб __ 
g йі2

nD2
4 J-

Тогда
. . .  . . .  о)2 ¿У

¿ е - М к  +  М р  2 Жр ’

где Мь =  / (со) — уравнение характе
ристики электродвигателя; М р — мо
мент от действия избыточного воздуш * 
ного давления.
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При одинаковых степенях сжатия 
для динамически подобной системы

Qc

Характеристическое число 

Вс^сРс^с £с°сРйс _  .

так как tc =  1/шс. Значение критерия 
подобия

я  =̂= gDPo
Ql(û2 — idem

или
_ PogD* PognD2m

Ql0o>2 ~  4Q/0o)2 ‘
Подобие вентиляторов. Рабочий про

цесс вентилятора определяют следую
щие величины: число оборотов в еди
ницу времени п, диаметр винта D, 
плотность среды р, расход воздуха Q, 
напор Я , мощность N. Между этими 
величинами существует функциональ
ная зависимость
/  (р, п, D, Q, H, N) =  О,
которая согласно я-теореме может 
быть представлена в виде зависимости 
между критериями подобия. Для пере
хода к критериям подобия выберем 
в качестве основных единиц р, n, D, 
для которых определитель Д ф  0. Раз
мерность остальных величин в новых 
единицах
[Q] =  [D ]3 [я]; [Н] =
= [р] [Р]2 [я]2;
f/V] =  [р] Ю Р [л]».
Применяя метод нулевых размерностей, 
получим

/Л  1 1 _е_ -Л - Л —\ - о
' V  ’ ’ D‘‘n ’ рD W  ’ рD W /  ~  
или
Ф (Яі, я 2, Яд) =  О, где

Q . H N
Щ D3n pD2n2 ’ Пз ~  pD W  •

На основании экспериментальных 
исследований строится на плоскости

обобщенная характеристика вентиля
тора я ! =  f (я2) с параметром я 3. Каж
дая точка плоскости будет при этом со
ответствовать шести параметрам. Та
ким образом, постановка эксперимента 
и обработка опытных данных значи
тельно упрощается.

Из условия равенства критерия я ь 
зная расход воздуха одного вентиля
тора, можно определить расход воз
духа другого.

Подобие электромагнитов. При оцен
ке подобия двух электромагнитов рас
сматриваются основные параметры:

электрические и магнитные величи
ны — число витков катушки со, [со] =  
=  0; ток і, [t] =  [ /] ; удельное элек
трическое сопротивление рд , [рд ] =
=  [¿ ]3 [М\ [Г ]-3 [ /] -2; напряжение 
на зажимах катушки и , \и \ =  [L ]2 X 
X ГМ] [Т ]_3 [/]; магнитная прони
цаемость вещества магнитопровода р, 
[р] =  (М ] [Т)~2 [/]~2, (р =  р0р и,
где ро =  4 я - 10 8 — магнитная прони
цаемость «пустоты»);

механические величины — некоторый 
характерный размер I, [/]--= [L] (это 
может быть диаметр или длина сердеч
ника, или максимальный воздушный 
зазор); плотность р, [р] —- [М ] [L]-3; 
жесткость пружины k, \k \ -- (М ] X 
X [7 Т 2; частота срабатываний элек
тромагнита со, [со] =  [Т]-1;

тепловые величины — коэффициент 
теплоотдачи т], [tj] =  [М ] ]7 Т 3 ]Ѳ]-1, 
равный тепловому потоку, приходя
щемуся на единицу поверхности теп
лоизлучения при разности температу
ры поверхности и окружающей среды; 
теплоемкость с, [с] =  [L]2 [Т]~2 [Ѳ]_1;

температура Ѳ, [Ѳ] =  [Ѳ].
Вводятся следующие упрощающие 

предположения:
1) принимаем jiH (Ян)/рм (#м) =  

-  рс =  const, Ни =  Я СЯ М, т. е. ог
раничиваемся случаем, когда кривые 
намагничивания подобны;

2) считаем коэффициент теплоотда
чи т] линейной функцией разности тем
ператур поверхности и окружающей 
среды;

3) пренебрегаем зависимостью удель
ного сопротивления pfe от температу
ры.

Таким образом, имеется одиннад
цать размерных величин, независимо
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одна от другой определяющих рабочий 
процесс электромагнита. Размерность 
этих величин образуется при помощи 
пяти основных единиц измерения [М],
(7 ], [7 ], [ /] ,  [Ѳ].

Согласно положениям теории размер
ности критерий подобия в общем слу
чае имеет вид:

*  =  рѴрІ 'р! ’ РіГ,
где

ІРі] =  [Ліі*** (¿ ]х< [Г]ТЧ /1 ,( [Ѳ ]'( .
В результате решения системы урав

нений относительно 2/ находим кон
кретные значения критериев:

личину той же размерности 1//, то кри
терии можно выразить так:

Я 7 =  СО.

Если некоторые параметры для ис
следования несущественны, соответ
ствующее количество критериев подо
бия можно исключить из рассмотрения.

Так, если не учитывать тепловых 
процессов, можно ограничиться кри
териями

Я І. яС, JT3, я 6, л'7*

я ;  ==  Фі <«io. я^о. Язо * Я 4, Яде- Яб(н я ? );

Яз ==  ф2 (Я ки я 30* я ; , n siH я 6п, я ? );

«£ ==  Ф* (Я ю . л і0> Я;«)» я ; , Я50. Яео’ я * ) ,

где в к р и т е р и я х Я ю . Я-ли Я30, Я50, Я 60
включены фиксированные значения пе
ременных.

Если при моделировании нужно из
менять количество витков, то использо
вать о) как самостоятельный определя
ющий параметр можно в том случае, 
если он будет иметь некоторую раз
мерность, а полученная после этого еди
ница измерения будет содержаться в 
размерности остальных величин.

Подобие коллекторных машин. Кри
терии подобия переходных процессов 
в машинах постоянного тока с незави
симым возбуждением с достаточной 
точностью можно найти из двух диф
ференциальных уравнений:

(іі
и — <оУ (і в) =  7 -щ- +  ¿Яі 

£І(0
7о® ~~с[і =

где и — напряжение на якоре, 
[¿2М17 -3/ -1]; о  — частота вращения 
якоря, (7°уИ°71/°1; ів — ток возбу
ждения, (7°Л1070/1 ]; 7 и Я — суммар
ные индуктивность и сопротивление 
цепи якоря (соответственно размерно
сти [72МГТ-2Г 2] и [72УИ17Т-3/ -2]); і — 
ток якоря; М ном — номинальное зна
чение вращающего момента, [72Л17_а].

Разделив первое уравнение на іК, 
а второе — на и найдем интегральные
аналоги, на основании которых уста
навливаем, что определяющих крите
риев будет три:
я, =  аир (¿в)/и;

Я2 =  70(0НОМ/(р ном 0  ~  ^* / »

я 3 =  7 /(/?0  =

где шном — номинальная частота вра
щения; Рном — номинальная мощ
ность.
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Первый критерий, приближенно ха
рактеризующий размагничивающее 
действие якоря, может быть записан 
так:

Е
Я1 —  t̂ HOM ~  ф (*'в/*ном.в)»“иом
где Е ЭДС, соответствующая нор
мальному току возбуждения; 
ф(*Ѵ*ном. в) — функция, представля
ющая собой относительную характери
стику холостого хода.

Выбор масштабов для величин і и ш 
производится на основании дополни
тельных критериев подобия:
iR/u idem; 0)/шном ídem.

Характеристика механического мо
мента М м в функции должна быть то
ждественно одинаковой в модели и ори
гинале; кроме того, должно выпол
няться условие u/«hom “  ídem (и — 
подведенное к двигателю напряжение).

Если одновременно учитывать пере
ходные процессы в обмотке возбужде
ния, то необходимо дополнить крите
рии подобия условием LB {RBt) -- 
=  idem, где LB и R B — индуктивность 
и сопротивление обмотки возбуждения.

Подобие электромагнитных полей в 
электрических машинах. Электромаг 
нитные процессы в электрических ма
шинах описываются в общем случае 
системой уравнений Максвелла:

rot Н — kt (/ -J- dj)/dt)\

rot Е ~  k2 (—dB/dt),

в которых при исследовании всех про
цессов, кроме волновых, протекаю
щих при высоких частотах, можно не 
учитывать плотности тока смещения:

дЪ/ді =  едЁ/dt =  0.

Если изготовить модель некоторой 
электрической машины, геометрически 
подобной оригиналу, т. е. связать все
линейные размеры модели Iм со сход
ственными размерами оригинала /ор 
соотношением Iм =  mtlopf где т1 — 
масштаб линейных размеров, то соот
ношение между масштабами других 
величин можно установить путем со
поставления сходственных уравнений 
Максвелла, записанных, например, в

прямоугольной системе координат для 
модели и оригинала. Для этого при 
помощи масштабов нужно связать ве
личины, характеризующие элементар
ный объем модели, с величинами ори
гинала и обеспечить подобие процес
сов в модели и оригинале.

Если пренебречь токами смещения 
и изготовить модель и оригинал из 
одинаковых материалов, обладающих 
в сходственных элементарных объемах 
и в сходственных направлениях одни
ми и теми же физическими свойствами, 
то можно найти соотношения между 
масштабами величин, характеризую
щих электромагнитные процессы в эле
ментарном объеме, и масштабом ли
нейных размеров:
т( =- т у тн  =  1; ті =  1 ¡ту

т и " = 1 ;  т Е  =  т / '  т ѵ = 1 -

Для машин, в которых существуют 
периодически изменяющиеся поля, 
масштаб частоты (без учета токов сме
щения)

—- 1 ¡ті — 1 !т \ .

Соотношения между масштабами обе
спечивают подобие магнитных полей 
и токов во всех контурах геометриче
ски подобных, насыщенных электри
ческих машин (модели и оригинала), 
изготовленных из одинаковых материа
лов, одинаково ориентированных в 
пространстве.

Моделирование равновесия упругих 
конструкций. Упругие свойства изо
тропного материала определяются дву
мя постоянными: модулем Юнга Е и 
безразмерным коэффициентом Пуассо
на о.

Для определения размеров модели 
достаточно задать некоторый харак
терный ее размер В . Если в состоянии 
равновесия сила тяжести конструкции 
существенна, то удельный вес у =  pg 
должен фигурировать в качестве опре
деляющего параметра. Кроме силы 
тяжести частей сооружения, на него 
действуют еще внешние нагрузки, рас
пределенные некоторым определенным 
способом по элементам конструкции. 
Пусть величина этих нагрузок опреде
ляется силой Р. Системой определяю
щих параметров будет а, Е, В, у  =  
=  Р£. Р-
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Базой для механических подобных 
состояний упругого равновесия будут 
три безразмерных параметра:

а; Е/рёВ; Р/ЕВ2.

Критерии подобия заключаются в 
равенстве этих параметров на модели 
и в натуре. При выполнении этих-ус
ловий все деформации будут подобны
ми. Если модель в л раз меньше нату
ры, то на модели деформации будут 
в п раз меньше, чем в натуре.

Если модель и сооружение в натуре 
выполнены из одного и того же мате
риала, то значения р, а и Е одинаковы 
на модели и в натуре, поэтому для 
механического подобия необходимо со
блюдение условия
gB — const.

В обычных условиях g =  const, сле
довательно, для соблюдения механи
ческого подобия должно быть В — 
— const, т. е. модель должна совпа
дать с натурой.



Г л а в а  3 . Основные принципы определения 
стохастического подобия

1. ОЦЕНКА
СТОХАСТИЧЕСКОГО ПОДОБИЯ 
НА ОСНОВЕ ПРОВЕРКИ 
СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ

В общем случае параметры иссле
дуемых процессов и явлений могут 
рассматриваться как случайные вели
чины. Поэтому необходимо применять 
основные положения теории подобия 
с учетом стохастического характера 
процессов и явлений, изучаемых при 
испытаниях и обеспечении надежно
сти систем.

Принципы подобия в стохастиче
ском смысле основаны на том, что 
параметры, входящие в критерии по
добия, являются случайными вели
чинами, а сами критерии подобия — 
функциями этих случайных величин. 
Тогда подобие стохастически опреде
ленных физических систем должно 
основываться на равенстве функций 
плотностей распределения параметров, 
характеризующих эти системы.

Классическая теория подобия для 
определения подобия технических сис
тем сводит задачу к решению отноше
ния вида:

я  -
А Л  
х \ х2

гаЬ+1у°Ь+2 
х к+ 1 х к+2

(1)

где хг , х2, , хк — параметры первой
технической системы; хЛ+1, хЛ+2>

, хт — параметры второй, вновь 
создаваемой технической системы.

Если отношение (1) равно единице 
| я  =  1 |, сравниваемые системы по
добны. В противном случае, если 
п ф  I, системы не подобны.

Если я  рассматривается как непре
рывная случайная величина, то ве

роятность Р (я — 1) того, что крите
рий подобия равен единице, равна 
нулю. Поэтому необходима постановка 
задачи определения стохастического 
подобия. Параметры хъ  х2, , хт
являются случайными, имеющими 
функции плотностей вероятности і ( х ^
і =  1, т. Оценка Подобия путем про
верки статистических гипотез прово
дится следующим образом. Обозначим

У\ " Х1 х2 хк и У2 =  х к%\ X
X *к+2 хтт- Тогда нулевая гипоте
за / /0 будет состоять в том, что 

Ф (Уі) =  Ф Ы -
Альтернативная гипотеза Н состоит 

в том, что

Ф (Ух) Ф  Ф Ы -
Из теории гипотез следует, что 

сравниваемые технические системы бу
дут подобны, если

я  £ [я, я],

где я, я  — соответственно верхняя и
нижняя границы для я , определяемые 
для доверительный вероятности у, при
чем 1 — у — уровень значимости ги
потезы И0.

Определение я  и я  при заданных
у и п (п — число испытаний) состоит 
из двух задач:

1) определения функции плотности 
вероятности /  (я) случайной величины 
я  по функциям плотности вероятно
сти случайных величин хх, х2,
Хт*

2) определения критической обла
сти для критерия я .

Рассмотрим решение первой задачи. 
Обычно величины х^ при всех / нор
мируют таким образом, что они изме-
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няются от нуля до единицы. Одним из 
наиболее общих распределений, кото
рое удобно принять, является обобщен
ное Г-распределение. Тогда / .  ( х ^  оп
ределяется следующим образом:

и  ( Г ( о ^ )  *
если >  0 ; 0 ;

>  0 ; Р; > 0

(2)

и / .  =  О .в любом другом случае.
Распределение (2) является трех па

раметрическим и имеет своим частным 
случаем почти все известные законы 
распределения. Необходимо опреде
лить функцию плотности распреде-

Уіления величины л; в виде л — -=-±-
Уг '

Для этого следует:
определить коэффициенты ах,

аш»
определить нижнюю и верхнюю до

верительные границы для л  при 
заданной доверительной вероятно
сти у.

Для решения задачи построения 
распределения л целесообразно ис
пользовать функцию плотности веро
ятности семейства Пирсона. Плотность 
распределения критерия подобия:

/ (я) =  [ Уг! (У1У2 ) йУг,
6

гДе / (У1У2) — совместная функция
плотности вероятности случайных ве
личин ух и у2.

В случае независимости случайных 
величин / (УхУ2) =  / (*/і)7 Ш -  Для 
практических целей можно ограни
читься нормальным приближением при 
определении нижней и верхней дове
рительной границ л , л математического
ожидания критерия подобия по сле
дующим выражениям:

Я =  л-ср
"у

6Л;
Ѵ п

Л — Лер
Ну

^л> (3)
Ѵ п

где Нѵ — 
Стьюдента,

квантиль распределения 
оцениваемый по значе-

ниям доверительной вероятности у' =  
=  2у — 1 и числу п испытаний, по 
которым определяется критерий по
добия.

Для нахождения / (л) может быть 
разработана программа для ЭВМ, ко
торая решит две задачи: нахождение 
функции плотности вероятности рас
пределения критерия подобия /  (л) и 
нахождение среднего значения и дис
персии л по формулам:

л ср =  ] /  (л) л ¿л; 
о

оо

ал =  [ / (л) (л ~  яср)2 йп-
б

Для определения нижних и верхних 
границ критерия подобия по экспери
ментальным данным находят оценку:

л Ср — Уі і Уі -
Величина #х (аналогично также и $2) 
находится по формуле:

*
Г (#7 -|~ 6;)

Г (я./ +  Р; Ь])

где й ■ и — оценки параметров,
получаемых по экспериментальным 
данным; 6j — оценка для 6 ,̂ опре
деляемая по данным, с помощью ко
торых определяется критерий л.

Доверительный интервал для кри
териев подобия находится при одной 
и той же доверительной вероятности. 
Тогда, если соблюдены условия:

1 (; [л2, л-гЬ 1 6 [*̂ ті* л п] (4)
и эти условия выполняются одновре
менно, то исследуемые системы можно 
считать подобными и объединить соот
ветствующую имеющуюся информа
цию.

Если хотя бы одно из условий (4) 
не выполняется, то объединение ин
формации может быть частичным, а по
добие исследуемых систем приближен
ным.

Проверка статической гипотезы о 
подобии двух технических систем осу
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ществляется построением критических 
областей для математического ожида
ния критерия л^, і =  1, N.

Таким образом, можно сформулиро
вать принцип подобия исследуемых 
объектов и явлений в стохастическом 
смысле: если исследуемые изделия и 
физические процессы, протекающие 
в них, а также параметры, опреде
ляющие природу изучаемого события, 
имеют тождественные плотности рас
пределения, а критерии подобия как 
функции распределения плотностей ве
роятности, получаемые на основании 
равенства функций, плотностей веро
ятности параметров, приведенных к 
безразмерному виду, по своей значи
мости находятся в пределах верхней 
и нижней границ доверительного ин
тервала, то эти события принадлежат 
одной генеральной совокупности и 
их вероятностные характеристики оди
наковы.

2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕОРИИ 
ПОДОБИЯ В СТОХАСТИЧЕСКОЙ 
ПОСТАНОВКЕ

Вторая теорема подобия утверждает, 
что физическое уравнение вида

г =  Ч? (*!, *2, , хп; 0 (5)

может быть заменено зависимостью

л х (хх, х2, хп, г, /) =
=  [Щ (*і, *2, • • - , хп, г),
Л$ (^1* * Хц, г),

(^1» Х2, . • -, Хп , Г)],

где я  — критерии подобия, соответ
ствующим образом составленные из 
параметров физического уравнения (5)1

Если выражением (5) описывается 
уравнение работоспособности системы 
или его элемента, то замена его кри
териальным уравнением (6) позволяет 
построить модель развития отказа 
этой системы в критериальной форме. 
Для этого в качестве неопределяющего 
критерия выбирается критерий по
добия, включающий в себя временной 
параметр і, а в качестве определяющих 
критериев подобия я 2, я 3, , л п_к —
критерии подобия, характеризующие

физическую сущность исследуемого 
процесса.

В случае стохастически определен
ных систем выражение (5) является 
функцией случайных аргументов и 
построение модели развития отказов 
в критериальной форме в общем виде 
является достаточно сложной задачей. 
Однако проведенные исследования раз
личных физических процессов (изна
шивание, старение и т. д.) показывают, 
что для многих случайных процессов 
изменения характеристик технических 
систем можно выделить ряд следующих 
общих свойств:

1) исследуемые физические процес
сы — это долговременные необрати
мые процессы изменения характери
стик;

2) оцениваемые показатели надеж
ности количественно описывают наи
более устойчивые свойства распреде
ления параметров исследуемых про
цессов;

3) математические модели таких 
процессов могут быть представлены 
в виде случайных функций, которые 
имеют определенную функциональную 
зависимость от времени, а их случай
ный характер обусловливается слу
чайными факторами, не зависящими 
от времени;

4) случайные процессы изменения 
характеристик, как правило, являются 
нормально распределенными.

Тогда выражение (6) можно записать 
в следующем виде:

м  (ях (хх, *2, . . .  Хп, г, /)] =
=  Ч {М  [**(*!, *2, •••> ХП> ' ) ) ’ ^
М [ Л3 (*і, Х2, Хп, Г)],
.. -, М [яп_я (хх, х2, . . . ,  хп, г)]},

где математическое ожидание і-го кри
терия подобия может быть определено 
следующим образом:
М [Я;] =  щ (М (*!>, М (ха),

л

/< /

д2л  і
дХ} дхг ■) Щ х р ,] .  (8)
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Рис. 1. Схема этапов ис
следований на моделях 
с учетом стохастического 
характера исследуемых 
процессов

В этом выражении р — точка, в ко
торой х- =  М (х.}, а последние два
члена представляют собой поправку 
на нелинейность функции

■̂/"(■*1’ Х2’ ’ V  О ’
В стохастической постановке я-тео- 

рема отражает некоторые общие свой
ства случайных процессов изменения 
физических характеристик техниче
ских систем. Функциональная зави
симость между определяющими физи
ческий процесс характеристиками, яв
ляющаяся функцией случайных аргу
ментов, может быть представлена в ви
де неслучайной зависимости между Ма
тематическими ожиданиями критериев 
подобия, являющихся функцией от 
математических ожиданий соответ
ствующих характеристик исследуемого 
процесса.

В этом случае в классическую схему 
исследований на основе методов тео
рии подобия и моделирования добав
ляются этапы, связанные с построе
нием законов распределения крите
риев подобия, как случайных величин, 
установления границ доверительного 
интервала их возможных отклонений 
и проверки условий стохастического 
подобия. Схема этапов исследований 
на моделях с учетом стохастического 
характера исследуемых процессов 
представлена на рис. 1.

3. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ 
ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ

Применение элементов теории сто
хастического подобия связано с уче
том фактора случайности физических 
параметров при определении крите
риев подобия.

Величина критерия подобия может 
быть записана в виде

л  ^ х і 1 . . .  хУпп , (9)

где я  — критерий подобия; х. — па
раметр физического процесса (і =  1, п); 
у.  — некоторые степени параметров х
определяемые, например, из анализа 
размерностей.

Для учета случайных факторов при 
определении критериев стохастиче
ского подобия могут решаться задачи 
двух видов:

1) по известным значениям мате
матических ожиданий и дисперсий 
И случайных величин х. опреде
ляются математическое ожидание т {я} 
и дисперсия й  {я} (или коэффициент 
вариации р2) критериев подобия;

2) по известным реализациям кри
териев подобия Яр я п получают 
несмещенные оценки математического 
ожидания т {я} и дисперсию О {я}.

Существует несколько способов по
лучения критериев подобия на основе 
установленной номенклатуры пара
метров, характеризующих физическую 
сущность исследуемого процесса. Наи
более эффективным способом, позво
ляющим использовать средства вычис
лительной техники, являются алго
ритмы, разработанные на основе мето
дов линейной алгебры.

Основные этапы алгоритма построе
ния критериев подобия следующие: 

составление списка параметров х1г 
, хп , характеризующих процесс; 

составление матрицы из показателей 
степеней размерностей параметров;

выявление числа А независимых 
между собой параметров путем вы
числения ранга матрицы;

расчет значений показателей степе
ней уі, , Ѵп основных параметров;

нахождение всех форм записи кри
териев подобия;

определение выражений критериев 
подобия во всех формах записи.

Блок-схема алгоритма расчета кри
териев подобия приведена на рис. 2.

Набор полученных в результате осу
ществления описанного алгоритма рас-
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На печать

Рис. 2. Блок-схема алгоритма расчета 
критериев подобия:

— определитель, получаемый из опре
делителя О у  путем замены  і строчек
матрицы разм ерностей  на $ строку из 
разм ерности  </-го параметра

яетов критериев подобия избыточен, 
так как он включает всевозможные 
варианты безразмерных показателей. 
Из него необходимо выделить те кри
терии подобия, которые характеризуют 
основные свойства исследуемого про
цесса. Размерные параметры должны 
быть разнесены по различным крите
риям подобия.

Показатели степени параметров, вхо
дящих в критерии подобия, должны 
быть целыми числами, наименьшими 
по абсолютной величине.

Помимо строго формализованного 
алгоритма расчета процесс определе
ния критерия подобия содержит два 
этапа, выполняемых на эвристическом 
уровне:

начальной, когда устанавливается 
номенклатура основных размерных па
раметров;

конечный, когда выбираются основ
ные критерии подобия и осуществляет
ся их объединение.

Пример 1. Рассмотрим процедуру 
определения критериев подобия. Систе
ма параметров, характеризующих утеч

ку газа через предохранительный кла
пан в условиях воздействия вибра
ционных нагрузок заданной частоты 
и с разными амплитудами, имеет вид:
{Q , Ар, Л* £•> d ,  я ,  пах,

где Q =  QB — Qo (Qв и Q0 ~  расход 
газа в условиях, когда вибрационные 
нагрузки моделируются и отсут
ствуют); L и d  — характерные гео
метрические параметры; а — амплиту
да вибраций; # тах — сумма наиболь
ших высот микронеровностей уплот
нительной поверхности; <о — частота 
вибраций; Ар — градиент давления; 
т} — динамический коэффициент вяз
кости.

Используем способ получения кри
териев подобия, основанный на методе 
нулевых размерностей.

Размерности для названных выше 
параметров приведены в табл. 1.

Запишем зависимость параметра 
утечки от других параметров в общем 
виде:
Q =  f  (Ар, г], L, d, /?тах, а, со). (10)

Выберем произвольно три парамет
ра, для которых определитель, состав
ленный из степеней основных размер
ностей (метр, килограмм, секунда) не 
равен нулю.

Запишем размерности для трех па
раметров:
Ар =  [Л*] [¿Г* [ Г р ;  
h i  =  [Ai]1 [ Г р  [L p 1; 
Я ш а х ^ М М т 1 [Г]°.
1. Значения параметров
и их размерности для исследуемого
клапана

П ара
метр Р азм ерность

П оказатель
степени

Af L T

Q т  ) .[г ]-* 1 0 — 1
Ар [M l U.1”2 ( 7 Т а 1 —2 —2
л [M l [¿і->  [ Г Г 1 1 —1 — 1
d [L] 0 1 0
L [L] 0 1 0
а [L] 0 1 0

^гаах W ) 0 1 0
0) IT} -1 0 0 —1
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Для них

Л =
1 —2
1 —1
О 1

—2 
— 1 

О
— —2 Ф  0 .

Запишем уравнение (10) следующим 
образом:

=  ф
т а х д р % Р/^ ах

а

Л р % рч ^ ах ’ Л р Ч Ч і «  ’

(О \

)•
(П)

Значения степеней а ^ , Р^, Уді , 
а ш, Рш, у« определяем из условия, 
что входящие в выражение (11) комп
лексные параметры являются безраз
мерными величинами:

1) т
[Др]“« [і)]Р« (/?тах)Т«

(Л1]ЧП -1

[ М ^ Щ  2<Х® [Т\ 2а<?[ѴИ]Р<*х

X [Т] ^  [Ц Р<?

=  [М]1~ а° ~ ^  [¿]2а(?+р<з " ѵе X

х  [ г Г 1+2аз +р<г =  і;

1 а я ' 0;.
2&д "4“ Рд 7 Ѵд =  0* (12)
—1 +  2а ^  Рд =  0 .

Решая систему уравнений (12), по
лучим

а д — 0» Рд — 1» Ѵд =  1.

Тогда

л, =

2)

Л^піах

I Ч 1
оі, —2а г

[Ж] [Ц [Т] 2а£ х

X [Г] РЧ М  эЧ / . і Ѵі

-  [М]~а^  [ Ц 1+2а^ ~ у^  X

х  [Г]2“ і'+Р/- =  1;

~ а £ -  Р£ =  0:
1 +  2а^  +  Р£ — Ѵ£ =  0‘»

+  Ь  =  0 -

(13)

Решая систему уравнений (13), полу
чим

а £ =  0; Р£ =  0; Ѵ£ = 1-
Тогда

ДРѴЯІпак
—- Я.»» Л 2 —

Яшах

3)
Д р % Р«/?^ат а х

[Ц
[М]а<і [Ц~20Са [Т]~2а<* [М]+р£* X 

X [Т]Ъй [Ц-Ѵй [ЦУа

= [МГаа~*а [¿ ]1+2а*+р‘г 'у<| X 

Х ІТ ]2агі+Р<і=  1;

—а<і — Р«і — 0;

1 +  2агі +  Ргі — Уё =  0; (14)
2а<*-ЬРгі =  0 -

Решая систему уравнений (14), полу
чим

=  Р ^ 0; Ѵгі =  1-
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Тогда

я й
^ілах

4)
Д р ап^ар ѵа

'I ^шах
= _____________ [£Р_____________

[М]а ° [Ц ~ 2а<11Т]~Ша [М]Ра х  

X [7'і“ Р° [ і Г &в[£іѴа 

=  [ м Г аа _ Р а [£ ]1+2аа+Ра~ Та X 

X 1Г ]2а“+Ра =  1;

Ра —
1 +  2а  а +  Ра — Ѵа — 0; 
2а а Ра =  0 .

(15)

Решая систему уравнений (15), полу
чим

“ а =  0; Ра — 0; уа =  1.
Тогда

Ял =
а

5)

Рщах
СО

Л р % Р“ Я>ах

[Т] -1

[М]а “ [/.] 2а“ [Л  2а“ [М]Р" Х

х  щ ~*а [Т)*<»[цѵ'»

=  [М]^ а “_Р(0 [¿]2а“+Р^ ~ ѵ‘» X 

X [Г]_ 1+ 2а «+ра) =  1;

- а и — Рсо =  0;
2а© +  Рсо — V© =  0; (16)
—1 +  2а ш Ра =  0.

Решая систему уравнений (16), по
лучим

«(0 ~  1 » Рей =  1 * Ѵй) 1 ■
Тогда

я : =
“ Дротах *

Таким образом, получено пять кри
териев подобия, которые в комплексе 
характеризуют рассматриваемый фи
зический процесс. Однако для того, 
чтобы более эффективно использовать 
выведенные критерии подобия, необ
ходимо выполнить ряд операций, обес
печивающих разнесение параметров по 
разным критериям подобия и объеди
нение их по физической значимости.

Объединив с этой целью критерии
п[ и л ', а л -2 с я 3, получим

тг я г - Аратах __<ЗАр .л.1
“ Л Яшах С0Т| Т]20) ’

=  *л
Л ^тах сі

^тах 1 '

Четвертый критерий останется без 
изменений.

В результате объединения критериев 
получим

ТІі —
<3 Ар
Т]2<0 — критерий подобия,

который характеризует основные физи
ческие параметры процесса; 

йп2 =  -----критерий подобия, кото
рый характеризует геометрические па
раметры клапана;

СІ *,
Я 3 =  -=р--------критерии подобия, ко

вшах
торый характеризует факторы разгер
метизации клапана.

Для того чтобы оценить физическую 
значимость установленных критериев 
подобия, рассмотрим результаты экс
перимента по исследованию утечки 
сжатого воздуха через предохрани
тельные клапаны.

Эксперименты проводились с тремя 
типами предохранительных клапанов, 
отличающихся друг от друга геометри
ческими параметрами и параметрами 
рабочей среды, что позволяло не только 
оценить физическую значимость, но 
и универсальность критериев подобия 
по отношению целой группы типовых 
изделий.

На рис. 3 представлена зависимость 
расхода воздуха через предохрани
тельные клапаны от наработки т и 
частоты вибраций клапана.

Так как расходная характеристика 
меняется в зависимости от вибрации, 
между критериями подобия . должна
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Рис. 3. Зависимость массового рас
хода Я от наработки т и частоты 
вибраций о.клапана

существовать функциональная связь, 
которую можно представить в виде 
степенного одночлена:

111 О7)
где т и п  — показатели степени, оп
ределяемые экспериментальным пу
тем. В рассмотренном эксперименте 
опытные данные удовлетворительно 
описываются зависимостью (17) при 
т =  — 1 и п — 2 .

На рис. 4 те же экспериментальные 
данные представлены в виде зависи
мости между критериями подобия. 
Экспериментальные данные всех трех 
пневмоклапанов, полученные с по
мощью критериев подобия, с неболь
шим разбросом легли на одну прямую. 
Это свидетельствует о том, что физи
ческие процессы, происходящие во 
всех пневмоклапанах, подобны.

4. ПОСТРОЕНИЕ 
КРИТЕРИАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ 
ОТКАЗОВ

В зависимости от абстрактности мо
делей отказов по отношению к физи
ческим процессам, происходящим в ис
следуемых технических системах, мож
но выделить три класса моделей: ста
тистические, функционально-статисти
ческие и физические.

Статистические модели отказов опи
сываются методами математической ста
тистики, учитывающими закономерно

Рис. 4. Зависимость приведенного рас
хода Ях от обобщенного параметра Л

сти моментов появления отказов. Это 
наиболее разработанные и широко 
используемые модели отказов. Однако 
они наименее информативны и требуют 
значительного объема эксперименталь
ного материала.

Широко применяются методы оценки 
надежности технических систем, осно
ванные на изучении и моделировании 
физических процессов, обусловливаю
щих появление отказов. Эти модели 
не исключают статистические зависи
мости, так как параметры, входящие 
в такие модели, являются случайными 
величинами и описываются методами 
математической статистики.

В общем виде функционально-ста
тистическую модель отказов можно 
записать в виде:

гі =  <Рі (-Ѵ *ѵ V  ')■ <18>
где гі — і-й выходной параметр тех
нической системы, определяющий его 
работоспособность; хг, ... , хп — пара
метры, характеризующие конструк
тивно-технологические особенности и 
воздействующие нагрузки; <рг — і-я
функциональная зависимость; ? — па
раметр наработки.

Отказ технической системы наступает 
в момент достижения выходного пара
метра предельно-допустимого значе
ния. Тогда выражение (18) может быть 
записано в следующем виде:

'»пр = * ((* !■  * • ..........V  '«). <19>



40 Основные принципы определения стохастического подобия

Наиболее целесообразно использо
вать для описания функционально
статистических моделей отказов квази
детерминированные математические 
модели, т. е. модели, которые описы
ваются математическими функциями, 
реализация которых представляет со
бой функции заданного вида со слу
чайными аргументами. Выбор такой 
модели объясняется тем, что иссле
дуемые выходные случайные характе
ристики количественно описываются 
наиболее устойчивыми параметрами 
распределения.

Еще более информативными моде
лями являются физические модели 
отказов, которые устанавливают при
чины изменения конструктивно-техно
логических параметров технических 
систем, происходящих в процессе их 
испытаний или эксплуатации. В общем 
виде такая модель представляется сле
дующим образом:
Гі [ * ! ( £ ! ,  . . Вт ) ,

(®11 • • ■ * ®т)> ■ • •» Хп (®і> • ■ •> ^т)> >
(20)

где ех, , ет  — параметры физико
химических процессов, происходящих 
в материале деталей и узлов изделия, 
вызывающие изменение выходной ха
рактеристики.

Модели отказов разрабатываются для 
конкретных типов технических систем 
и, следовательно,характеризуются кон
кретной индивидуальностью, что за
трудняет их построение и применение 
в практике.

Эффективным методом обобщения и 
типизации функционально-статистиче
ских и физических моделей отказов 
является применение методов стоха
стической теории подобия. Анализ 
этих моделей с использованием соот
ветствующих теорем теории подобия 
в стохастической трактовке позволяет 
представить модели в критериальной 
форме, в которой критерии подобия 
являются обобщенными параметрами, 
характеризующими физическую сущ
ность процессов, происходящих в тех
нических системах, а сама модель яв
ляется типовой для определенного 
класса процессов.

Практическое использование функ
ционально-статистических моделей от

казов на основе их типизации связано 
с решением трех задач:

установления закона распределения 
вероятностей случайной величины п  
и определения параметров этого рас
пределения;

установления вида функциональной 
зависимости ср;

определения границ применимости 
типовой модели отказов в критериаль
ной форме для конкретных условий.
* В соответствии со второй теоремой 

функциональная зависимость между 
физическими параметрами, характе
ризующими процесс, может быть за
менена критериальным уравнением по
добия. Тогда, выделив критерий по
добия, в который входит параметр
наработки, получим 
уравнение в виде

критериальное

=  (лх, я ,, ^  >

с\і > • • •) > (21)

где л , =  фя (/г  хѵ  хѵ • ѵ  г) -
критерий подобия, включающий па
раметр наработки л^ ~  фя .̂ *2,

хп, г) при / =  і Т *  — критерии
подобия, характеризующие конструк
тивно-технологические параметры и 
параметры нагружения; сх, с2, —
некоторые эмпирические коэффициен
ты.

Критерии подобия, входящие в урав
нение, есть функции случайной вели
чины и в общем виде записываются 
следующим образом:

пі =  х'11х%2 хяп , (22)

где у1? > Уп — некоторые степени
параметров, определяемые из анализа 
размерностей этих параметров.

В общем случае задача определения 
закона распределения функции слу
чайных величин является весьма 
сложной задачей, которая решается 
следующим образом.

Прологарифмируем выражение (22):
и =  л і =  Ті -Ь Ѵа ^2 Ч-------- Н
+  ѴпІе*п- (23)

Согласно центральной предельной 
теореме распределение вероятностей
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Рис. 5. Графики результатов ресурс
ных испытаний 1-—6-го пневмоцилин- 
Дров

1 г 3 Ч 5  6  7 8 9 1 0 * Н -10~7

Рис. 6. Результаты ресурсных испы
таний пневмоцилиндров, обработан
ных с помощью теории подобия

функции суммы случайных величин 
приближается к нормальному закону. 
Распределение вероятностей критерия 
подобия л будет приближаться к ло
гарифмически нормальному закону.

Установление вида функциональной 
зависимости основывается на типиза
ции математических моделей с помощью 
их критериальной обработки: выраже
ние (21), являющееся критериальным 
уравнением подобия, заменившим 
функциональное выражение, является 
типовым для определенного класса 
технических систем.

Рассмотрим на конкретном примере 
свойство критериальной обработки 
обобщать экспериментальные данные, 
которые положены в основу типиза
ции функционально-статистических и 
физических моделей отказов.

Для проверки предложенного под
хода типизации моделей отказов были 
проведены эксперименты с группой 
пневмоцилиндров, различающихся по 
конструктивным параметрам и пара
метрам рабочей среды. В процессе ре
сурсных испытаний происходило из
нашивание уплотнительных соедине
ний и в результате увеличивалась 
интенсивность утечки рабочей среды. 
Отказом цилиндра считалось превы
шение величины утечки через уплот
нительные соединения.

На рис. 5 представлены данные ре
сурсных испытаний пневмоцилиндров. 
Для описания процесса развития от
казов, происходящего в пневмоци
линдрах, использована модель расчета

утечек газа через уплотнения с по
мощью критерия Лагранжа. В общем 
виде функционально-статистическая мо
дель отказов пневмоцилиндров может 
быть записана в следующем виде:

л  =  / и-а],
где N  — число циклов наработки пнев
моцилиндра;

І а =  / ------ критерий подобия;
(Ф") Ар

р — динамический коэффициент вяз
кости; ф — величина утечки; /, — дли
на контакта уплотнения и уплотняемой 
поверхности; ф — периметр уплотняе
мой поверхности; Л — характеристи
ческий размер неплотности; Ар — пе
репад давлений.

На рис. 6 представлены результаты 
критериальной обработки данных ис
пытаний, представленных на рис. 5.

Как видно из рис. 6, точки, соответ
ствующие результатам испытаний 
пневмоцилиндров, с небольшим раз
бросом легли на одну прямую. Таким 
образом, в сходственные моменты вре
мени критерии подобия равны, что 
свидетельствует о подобии физических 
явлений, имеющих место при испыта
нии этих пневмоцилиндров.

Физические величины, входящие 
критерии подобия, являются случай
ными величинами, поэтому в реальных 
условиях испытаний естественно наб
людается некоторый разброс значений 
критериев подобия. При принятии 
решения относительно правомерности
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применения той или иной типовой 
модели для исследуемой технической 
системы следует оценить принадлеж
ность вычисленного значения критерия 
подобия некоторому интервалу, в пре
делах которого сохраняется подобие 
физических процессов. Границы ин
тервала могут .быть определены по 
методу, основайному на построении 
критических областей для математи
ческого ожидания подобия. Обычно 
рассматривают нормальное прибли
жение при определении искомых гра
ница математического ожидания кри
терия подобия. В этом случае рассмат
ривается параметр «/, равный лога
рифму соответствующего /-го критерия 
подобия:

=  йСру. + Ѵ к

-> -  “сР1 —  й и),

где

жет быть записан в виде | X к | 
матрицы:

Я11» я 12» •••*

II ^21» ^221 • • • »

Используя известные методы опре
деления выборочных оценок парамет
ров распределения критериев подобия 
и рассмотренную выше процедуру по
строения функционально-статистиче
ской модели и. условий ее применения 
для і- й выходной характеристики, 
можно распространить эту процедуру 
для технической системы в целом.

5. ТОЧНОСТЬ 
И ДОСТОВЕРНОСТЬ 
ИССЛЕДОВАНИЙ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
КРИТЕРИЕВ
СТОХАСТИЧЕСКОГО ПОДОБИЯ

. я

йс?і =  X  =
6=і

п

^Г = тХ (“л ~ “ср')2’
1 -1

ку — квантиль распределения Стью- 
дента, определяемый по значениям 
доверительной вероятности и числу я 
испытаний, по которым определялся 
критерий подобия.

Тогда для обеспечения подобия ис
следуемого технического устройства 
по критерию подобия Я; необходимо, 
чтобы

«і € «Л-

Работоспособность технической систе
мы в целом характеризуется N  выход
ными характеристиками, а каждая ¿-я 
выходная характеристика А — крите
риями подобия. Тогда вектор крите
риев подобия, определяющих работо
способность технической системы, мо

При оценке точности и достоверно
сти результатов исследований при воз
действии случайных факторов необхо-« 
димо учитывать: погрешности в опре
делении параметров и условий экс
плуатации; неточности исходной за- 
висим ости, описывающей изучаемое 
явление; погрешности получения кри
териев подобия вследствие упрощения 
физического явления; случайные от
клонения параметров модели и испы
туемого изделия вследствие разброса 
характеристик материалов, техноло
гии изготовления; случайные откло
нения условий эксплуатации и режи
мов функционирования от расчетных; 
погрешности проведения опытов; по
грешности обработки результатов мо
дельных и экспериментальных иссле
дований.

Погрешности воспроизведения усло
вий испытаний и отработки результа
тов исследований вследствие действия 
перечисленных выше факторов вызы
вают случайные и систематические 
ошибки.

В зависимости от поставленной за
дачи, возможностей эксперименталь
ной базы, затрат на проведение иссле-
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дований и потерь из-за отличия мо
дели от натуры должны приниматься 
решения по выбору методов полного, 
неполного или приближенного подо
бия.

Возможности применения теории по
добия для исследования надежности 
в процессе экспериментальной отра
ботки могут быть существенно расши
рены путем использования методов 
приближенного подобия.

В отличие от полного в приближен
ном подобии допускается нарушение 
взаимооднозначного соответствия меж
ду элементами модели и натурного 
объекта, которое оценивается анали
тически или экспериментально.

Если сравниваются два класса из
делий, для которых по результатам 
испытаний получены оценки критериев 
подобия для изделия (яь я 2, , я Пя)
и аналога ( я ^ , , , я£ ) , условие
стохастического подобия можно запи
сать в виде равенства критериев по
добия по вероятности:

р ( К - * Я < л я )  =  ѵ.
где Ая — требуемая точность опре
деления подобия, т. е. допустимая 
мера неподобия; у — заданная досто
верность определения подобия.

Систематические ошибки связаны с 
исходными упрощающими методиче
скими допущениями при построении 
модели, невозможностью воспроизве
дения в полном объеме реальных усло
вий технологии производства и экс
плуатации, недостаточной глубиной 
познания оригинала. Влияние этих 
ошибок на точность и достоверность 
модельных и экспериментальных ис
следований в конечном счете прове
ряется путем сравнения результатов 
исследований с натурными испыта
ниями и результатами применения из
делия.

Значение критерия подобия л в , по
лученного по результатам расчетов 
с учетом опыта отработки и эксплуа
тации аналогов или по результатам 
натурных испытаний, принимается в 
качестве базового значения. Величина
я Б характеризует эталон, который 
желательно достичь при моделирова
нии и проведении испытаний.

Мера неподобия:

Ад =  я  я ,
г1

где я  — базовое значение критери
ального комплекса, полученное рас
четным путем с использованием ин
формации об аналогах или по резуль
татам натурных испытаний; я  — зна
чение критериального комплекса, ха
рактеризующего условий и результаты 
моделирования или отработочных ис
пытаний.

Относительную меру приближенного 
подобия определяют как:

Из (24) следует 

я  =  я Б (1 — 6).

С учетом (24) получим

Дя =  6я Б .
Тогда

(24)

6
я  1 — 6 *

(25)

При малых значениях 6 выражение 
(25) запишется в виде:

=  6 +  6а +  (26)' я
Задаваясь значениями относитель

ной меры приближения 6 из (26) для 
определенного значения критерия по
добия я , можно назначать граничную 
величину Ад. Задаваемую величину Ая 
используют для формирования крите
риев достижения требуемого подобия 
модели натурному объекту.

Критерий типа «граничное условие» 
реализуется путем введения ряда пос
ледовательных предположений «я, /», 
означающих, что при анализе подобия 
формируется модель, которая отра-

. жает / свойств (/ =  1, УѴ) реального 
изделия.

Целесообразность перехода к сле
дующему уровню сложности модели 
«я, /  +  1», имеющей более высокое 
приближение к натуре, устанавли
вается в случае, если

I Я/-11 ^
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где я j_lt Kj — значения величин кри
териальных комплексов, характери
зующих исследуемое явление с /-м и 
(у — 1)-м приближениями.

Экономический критерий достиже
ния требуемого подобия путем рас
смотрения и реализации последова
тельного ряда предположений «я, у» 
записывается в виде функционала:

uj =  Ф j -f- Cj,

где Фj =  R (ялг) — R (пу) — потери, 
обусловленные приближенным подо
бием модели с у-ми свойствами реаль
ного объекта исследования по сравне
нию с полным подобием модели, отра
жающей N  свойств; Cj — приведен
ные затраты на создание и реализацию 
модели с у-ми свойствами реального 
объекта.

Критерий определения модели оп
тимальной сложности, отражающей у- 
свойств реального объекта, имеет вид
min иу.

/
Анализ и оценку приближенного по

добия можно использовать для обосно
вания характеристик объекта испыта
ний при планировании испытаний и 
для управления качеством процесса 
испытаний относительно базового об
разца.

При создании изделия обычно за 
основу выбирается некоторый базовый 
образец по принципам функциониро
вания, конструктивным, схемным и 
технологическим решениям, материа
лам, условиям применения.

В задачах управления качеством 
экспериментальной отработки в виде 
базового образца целесообразно рас
сматривать изделие с техническими 
характеристиками и надежностью, уро
вень которых устанавливается исходя 
из заданных требований с учетом опыта 
отработки изделий.

Тогда сущность модели управления 
качеством по критериям подобия фак
тического и базового процессов созда
ния изделий будет состоять в контроле 
рассогласования траекторий процессов 
по обобщенным параметрам и исполь
зовании меры неподобия для поиска 
оптимальных технических решений от
носительно базового образца.

Использование приближенного по
добия связано с тем, что постановка 
задачи обоснования технических ре
шений относительно базового образца 
как эталона не всегда возможна при 
условии равенства сходственных кри
териев подобия (яѵ =  idem, v =  Г, Лд).

В формализованной постановке уп
равление качеством будет определяться 
как минимизация неподобия траекто
рий фактического и базового процессов.

При учете стохастических факторов,
когда критерии подобия я ѵ, ѵ =  І7~пп 
рассматриваются как случайные ве
личины, управление с целью прибли
жения фактической к базовой траекто
рии создания процесса можно осуще
ствить по критериям:

пл
min £  «ѵ ("ѵ -  л лѵ)2

V =1

или

min M E  “ ѵ К
ѵ=1

где я ѵ, зт  ̂— критерии подобия, ха
рактеризующие фактический и базо
вый процессы создания соответственно
(ѵ =  1, Ля); тЯѵ— математическое 
ожидание ѵ-го критерия подобия; а ѵ — 
весовой коэффициент, определяющий 
важность ѵ-го критерия.

Для решения задач обоснования тех
нических решений относительно базо
вого образца обобщают параметры хх,
х2* * ^п’ х » Хп ^ * х2 *
х \ ,  , Хп сравниваемых изде
лий и процессов их испытаний в кри
териальные комплексы таким образом, 
чтобы объединить исходные зависимо
сти:

у Б =<р(х?, *2б , . .. .  х%, ,в + |........* Б)

и

1/ =  <р(*1, хй, .... хк, хк+1........хп)
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в модель для обобщенного анализа 
типа

$у =  ф я 2, . . А )г

о у — увгде Оу = ----- --------- относительное от-
УБ

клонение фактической характеристики 
от базовой; А — параметр, определяю
щий вид зависимости.

В этом случае критерий оптимиза
ции может строиться исходя из дости
жения минимума относительного от. 
клоненйя min by при условии сохра

с ___
нения л ѵ — idem, v =  1, пп.

Использование условия сохранения 
инвариантности в виде критерия подо
бия л ѵ =  idem, v =  1, пп может поз
волить распространить полученное оп
тимальное решение на множество дру
гих аналогичных случаев.



Глава 4. Применение методов подобия
для обеспечения надежности 
при проектировании

1. АНАЛИЗ ПОДОБИЯ 
ПРИ ВЫБОРЕ АНАЛОГА

Привлечение априорной информации 
об аналогах позволяет расширить со
вокупность данных о создаваемой слож
ной технической системе (изделии), 
оценить уровень надежности и новиз
ны. За счет обоснованного заимство
вания ранее отработанных технических 
решений, переноса результатов испы
таний и эксплуатации аналога на соз
даваемое вновь изделие можно сокра
тить объемы теоретических и экспе
риментальных работ при обеспечении 
заданных уровней технических ха
рактеристик и показателей надеж
ности.

Методы теории подобия для обеспе
чения надежности сложных систем и 
изделий с учетом данных об аналогах 
предусматривают решение взаимосвя
занных задач: выбор аналога; обосно
вание параметров и запасов работо
способности; проверку по результатам 
испытаний и эксплуатации допущений, 
принятых при выборе аналогов, по
строении моделей и критериев подо
бия; оценку и контроль фактически 
достигнутого уровня надежности с уче
том данных об испытаниях и эксплуа
тации аналогов.

На рис. 1 показана схема анализа 
и использования подобия на базе на
капливаемой информации в процессе 
пр оектир ования, экспериментальной 
отработки, производства и эксплуата
ции определенного класса систем и 
изделий.

Одним из условий анализа подобия 
является создание информационного 
банка данных о предшествующих раз
работках, испытаниях и эксплуатации 
изделий.

Для автоматизации процесса созда
ния изделия решаются следующие 
задачи:

контролируются структура, состав 
изделий и изменения конструкторской 
документации;

анализируются результаты испыта
ний при экспериментальной отработке, 
производстве и эксплуатации;

контролируются отклонения техни
ческих характеристик изделий от за
данных требований и т. д.

Эти задачи позволяют на базе объек
тивной информации провести построе
ние моделей и критериев, используе
мых для обеспечения и контроля на
дежности. Анализ подобия при выборе 
аналогов должен прежде всего начи
наться с выделения составных элемен
тов (узлов, приборов, агрегатов, сис
тем), процессов функционирования и 
экспериментальной отработки, про
цессов технологии изготовления, ис
пользуемых материалов, для которых 
может иметь место тот или иной вид 
подобия.

Для практического решения ука
занных задач осуществляется деком
позиция системы (изделия) по струк
турным элементам и физическим про
цессам. Одновременно проводится ана
лиз данных об испытаниях и эксплуа
тации с целью построения моделей 
функционирования, экспериментальной 
отработки, оценки и контроля надеж
ности и получения критериев подобия 
путем преобразования исходных моде
лей или анализа размерностей.

В результате разукрупнения системы 
или изделия и обобщения параметров 
в критериальные комплексы одновре
менно с оценкой подобия можно 
решать вопросы, связанные с сокра
щением числа рассматриваемых пара
метров.
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— уБ уТр-.уВ

Анализ подобия проводится с по
мощью детерминированных и стоха
стических критериев подобия, полу
ченных для создаваемого изделия (ях,
я 2, я„  )  и аналога (я ^ , я ^ ,  

к

При этом детерминированные кри
терии отражают физическое подобие 
изделий по функциям, конструктив
ным параметрам, технологии изготов
ления, применяемым материалам, про
цессам возникновения отказов. Сто
хастические критерии подобия отра
жают в обобщенном смысле сохране
ние работоспособности при воздей
ствии внешних случайных факторов,

разбросе параметров, изменении внут
ренних свойств, приводящих к отка
зам, схожесть случайных процессов 
функционирования, возникновения от
казов, ход экспериментальной отра
ботки и т. д.

Задача оценки подобия при выборе 
аналогов из предыдущих разработок 
и существующих перспективных из
делий представляет более общую за
дачу определения физического и сто
хастического подобия натурного изде
лия и его модели, под которой пони
мается аналог, макет, физиче
ская конструктивно-подобная мо
дель и собственно изделие, испыты
ваемое в условиях, отличных от 
реальных.
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При анализе подобия изделия и его 
аналога возможно изучение для струк
турных элементов и элементарных 
процессов полного, неполного и приб
лиженного подобия. Во многих зада
чах обеспечения надежности целесооб
разно рассматривать приближенное по
добие.

Рассмотрим случай, когда изделия 
сравниваются по некоторой выходной 
характеристике (точности, мощности, 
разрешающей способности и т. п.) у, 
зависимость которой от параметров д ,̂ 
х2, х к , х к+ѵ Хп с помощью
метода интегральных аналогов или 
анализа размерностей может быть по
лучена в критериальном выражении.

Критериальное выражение, описы
вающее характерное явление или про
цесс для сравниваемых изделий, имеет 
вид

л 1 — ф (л 2> Л3> •"» •••> Л7іл -і)> (О

где я^— физический критерий подо
бия, определенный как детерминиро
ванная величина ( / =  1, пя).

Результирующая мера отклонения 
совокупности критериев подобия в об
щем случае:
Д я 1 =  ф ( Л я 2, Д я д , . . . .  Д я Пя_ !). (2 )

Учитывая, что относительная мера 
неподобия

в « , = ^ а -
1 п і

(где Дл. =  я , — Лу ), разложим' в ряд
Тейлора выражение (2). Запишем от
носительную меру неподобия в Виде

в *  =  *  + +
*2 «В

, л Ляпя-1 
+  "А  ’ (3)

л

где =  дпідл} — частная произ-
водная ( / = 2, Яд — 1).

Относительные допустимые откло
нения бя и бя могут быть установлены 
с использованием опытных данных по

результатам расчетов или математи
ческого моделирования. Тогда прибли
женное подобие изделий по физическим 
критериям будет иметь место при вы
полнении условия

бя^ £ [бя/, бя^Ь (4)

где бяу, бяу — нижняя и верхняя
границы допуска для изменения зна
чений /-го критерия подобия (/ =
=  Гпд>.

При анализе стохастического приб
лиженного подобия целесообразно вос
пользоваться аппаратом проверки ста
тистических гипотез.

Важным моментом в задачах надеж
ности является проведение прогнозов 
по данным об аналогах и с учетом за
данных требований для установления 
уровня отработанности, в том числе 
промежуточного уровня надежности. 
Результаты прогнозов можно предста
вить в виде комплекса базовых кри
териев я{ \ я р , , яр  , описывающих

Л
вариант планируемого процесса экс- 
периментальной отработки.

Заключительным этапом применения 
методов подобия является использо
вание результатов экспериментальной 
отработки и натурных испытаний с 
целью получения обобщенных оценок 
параметров создаваемых изделий и 
процесса их экспериментальной отра
ботки в виде критериев я ь  я 2, ,
я пп . С помощью этих критериев про
водится проверка адекватности моде
лей планирования, оценки и анализа 
результатов испытаний и, соответ
ственно, оценка и контроль фактиче
ски ■ достигнутого уровня технических 
характеристик и показателей надеж
ности создаваемых изделий.

При этом, так же как и при выборе 
аналогов, осуществляется с помощью 
критериев подобия анализ уровня от
работанности базового и реального
изделий путем сравнения значений я р ,
я р , , яр  и оценок критериев подо- 

я
б и Я  Я д, Я 2, , Л ц д .

Результаты эксплуатации исполь
зуются для уточнения критериев по
добия и моделей исследования.
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2. ВЫБОР АНАЛОГА 
И ОБОСНОВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
ОТРАБАТЫВАЕМОЙ СИСТЕМЫ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ

Достижение полного подобия созда
ваемой системы и существующих про
тотипов может вызвать затруднения 
или не иметь смысла. Различие кон
структивных схем не дает возможности 
полностью использовать полученные 
ранее результаты по отработанным и 
находящимся в эксплуатации систе
мам. Кроме того, процесс отработоч
ных испытаний неоднороден, так как 
непрерывно осуществляется доработка 
конструкции. В результате испытаний 
может возникнуть вопрос о правомер
ности ранее принятых решений при 
выборе параметров объектов испыта
ний и планировании испытаний. Поэ
тому возникает необходимость разра
ботки методов установления прибли
женного подобия систем, аналогичных 
по назначению и физическому прин
ципу работы, но отличающихся кон
структивной схемой и соответственно 
математической моделью.

При выборе аналога с целью объеди
нения информации о результатах ис
пытаний однотипных систем устанав
ливают группу систём-аналогов; для 
чего необходимо:

рассмотреть интересующий физиче
ский процесс и выявить определяю
щие параметры, влияющие на изделие 
при его протекании;

получить критерии подобия, харак
теризующие протекание рассматри
ваемого физического процесса;

проанализировать результаты испы
таний, которые предполагаются по
добными данному физическому про
цессу.

При этом результаты испытаний сис
тем считаются принадлежащими к од
ной генеральной совокупности при 
наличии статистической однородности 
соответствующих критериев подобия.

Однотипность систем устанавливает
ся путем проверки статистических ги
потез, и тогда критерии подобия рас
сматриваются как случайные величи
ны. Решается задача < установления 
приближенного подобия систем, имею

щих один и тот же физический прин
цип функционирования, но отличаю
щихся конструктивными решениями, 
а следовательно, математическим опи
санием.

Рассмотрим разрабатываемую систе
му с технической характеристикой у 
и базовую систему с характеристикой
г/Б Эти системы принадлежат по це
левому назначению и физическому 
принципу работы к одному классу, но 
отличаются конструктивным испол
нением. В качестве базового может 
быть взята штатная система, предшест
вующая разрабатываемой, либо не
которая «идеальная» система, которую 
по причинам технологии изготовления, 
отсутствия материалов или экспери
ментальной базы реализовать в настоя
щее время не удается.

Вследствие идентичности целевого 
назначения систем физический смысл
характеристик у  и у ъ одинаков.

Основная техническая характери
стика вновь создаваемой системы оп
ределяется параметрами хІУ х2, 
хп, которые могут варьироваться кон
структором при проектировании и 
экспериментальной отработке с целью 
обеспечения заданных требований к 
характеристике у. Для обеих рассмат
риваемых систем существуют матема
тические модели, описывающие зави
симость от параметров х і , і =  1, п 
в виде:
у — (*!, х2, хп)- (б)

Система может описываться уравне
нием, определяющим характеристику 
у в неявном виде. Кроме того, система 
может иметь несколько выходных ха
рактеристик и описываться системой 
уравнений.

В число входных параметров дсь  х8, 
, хп могут включаться первичные, 

независимые величины, вводимые без 
учета других параметров, и вторичные, 
являющиеся функциями первичных.

Для системы, принятой за базовую, 
например аналога по целевому назна
чению и принципу функционирования
зависимость характеристики у  от 
параметров дсБ, , хБ имеет вид

УЪ = / ?  ( * ? ’ х2 * •••• (6)
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Значение основной технической ха
рактеристики, которое должна прини
мать величина у в процессе функцио
нирования, обозначим уном.

Пусть для системы заданы требова
ния работоспособности в виде двусто
ронних границ:

Утіп ^  У ^  Углах» (7)

где і/т ах, Ут\п— максимальное и ми
нимальное значения величины соот
ветственно.

С учетом разбросов параметров и 
влияния случайных факторов условие 
работоспособности (7) рассматривается 
в стохастическом смысле и записы
вается как вероятность пребывания 
основной технической характеристики 
в заданных допусках [ут1п, утах] в 
виде

Р  (Утіп ̂  У ̂  ¡/шах) =  V • (®)

Условие стохастического подобия на 
основе общей закономерности функ
ционирования систем, определяемой 
условием сохранения работоспособ
ности (8), примет вид

Р ІУ т\п < У <  У шах} =  idem. (9)

Кроме установления подобия опре
деляются параметры xlt х2, , хп
отрабатываемой системы через пара
метры х \ , де®, » хп аналога с извест
ными результатами испытаний. Чтобы 
значение основной характеристики у 
было не хуже уБ, с учетом (9) необ
ходимо выполнить условие:

Р  0/mln í/max} —

=  P l»S¡n<í'B<í'max)- О«»)

Для исследования подобия систем 
требуется преобразовать параметры за
висимостей (5) и (6). Это даст возмож
ность сравнить идентичные критерии 
подобия и учесть погрешности прибли
женного подобия.

Для примера рассмотрим случай, 
когда имеется односторонняя граница 
допуска у т1п.

Относительная величина границ ин
тервала есть номинальный коэффициент

искажения. В данном случае для одно
стороннего допуска

бнОМ У min
Уной ( И )

Отклонение математического ожи
дания значения у  от номинального 
Уной определяется коэффициентом ис
кажения выходной характеристики:

бу =
ту 

У ном
(12)

Принятое допущение идентичности 
физических принципов функциониро
вания систем дает основание преобра
зовывать зависимости (5) и, соответ
ственно, (6) к некоторому общему 
виду, отражающему существующую 
общую закономерность функциониро
вания систем рассматриваемого класса, 
хотя они и будут иметь конструктив
ное отличие:
У =  У («I, 2í. 2m), (13)

где 2] — обобщенная /-я переменная
(/ =  1, т ) , представляющая собой
функциональные комплексы парамет
ров Хі, і =  1, п.

Преобразование исходных зависи
мостей осуществляется таким образом,
чтобы комплексы г- и 2Б, / =  1, т
имели одинаковый вид для уравнений 
(5) и (6).

Функцию произвольного вида с по
мощью подобных преобразований мож
но представить в виде степенного комп
лекса, используя свойство условной 
гомогенности функций. Подобное пре
образование достигается нормировкой 
функциональных комплексов г7-, / =
=  1, т. При этом вводятся новые без
размерные комплексы:

где 2оу — характерное значение комп
лекса 2 ), у =  1, т ,  например, началь
ное или граничное.

В обобщенной зависимости (13). воз
можно выделение размерной состав
ляющей [у], представляющей собой 
комплекс характерных значений пара
метров, определяющих физическую
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размерность и абсолютное значение 
величины у.

При записи преобразованной зави
симости (13) необходимо учесть воз
можные искажения, связанные с пре
образованием, ошибкой модели, раз
бросом параметров, которые, по суще
ству, и определяют приближенное по
добие. Запишем (13) в следующем виде:

т
У — \У\ 0 ^ )

/=1
где [у \ — масштабная характеристика 
величины у, А у — безразмерная кон
станта; 6Х — коэффициент учета влия
ния разброса параметров изделия; 
6т  — коэффициент учета неточности 
исходной мбдели; о2 — коэффициент 
искажения исходной модели в резуль
тате подобных преобразований; Zj — 
/-й безразмерный функциональный 
комплекс.

Функционал выходной характери
стики

т
ч>» = П  h-

/=■ 1
Номинальному значению выходной 

характеристики уном соответствует не
которое номинальное значение функ
ционала фУном:

#НОМ =  [у] ^уфуном*

Для установления подобия систем 
следует считать равными их функцио
налы: <рУном =  idem.

Таким образом, на основе комплек
сов j =  1, т определяются физи
ческие (детерминированные) критерии 
подобия, характеризующие соответ
ствие номинальных характеристик 
сравниваемых систем. На основе ис
пользования случайных величин 6Х, 
6т  и 62 определяется стохастический 
критерий подобия, характеризующий 
выполнение условия подобия по рабо
тоспособности (9).

Детерминированное подобие может 
быть отнесено к системе любых правил 
преобразования, взаимно однозначно 
связывающих параметры исследуемых 
систем. При этом ограничения на пра
вила преобразования не накладывают
ся, так как может использоваться

любой оператор. Вследствие этого де
терминированные критерии подобия, 
определяющие выполнение условия (9), 
должны представлять собой комбина
ции не параметров х,*, і — 1, п в соот
ветствующих степенях как при уста
новлении классического подобия, а
комбинации функций Zj, /  =  1, т па
раметров Хі, і =  1, п.

Стохастическое подобие, в данном 
случае дополняющее детерминирован
ное подобие, определяет соответствие 
запасов работоспособности сравнивае
мых систем по пределам изменения вы
ходных характеристик у  и у Б, которые 
обусловливаются функциональным наз
начением систем.

Вводится понятие функционального 
подобия систем данного класса, фор
мулируемое следующим образом: сис
темы, аналогичные по физическому 
принципу работы и целевому назна
чению, являются функционально по
добными, если между их основными 
входными параметрами хх, х2,
хп', * 1 * 1  ..., х Б в области определения 
существует однозначная связь, кото
рой соответствует изменение выход
ных характеристик у  и у Б в области 
допустимых значений.

Основными признаками отличия фи
зических величин являются физиче
ская размерность и физический смысл 
величин. Поэтому при построении комп
лексов Zj, /  =  1, т, определяющих 
функциональное подобие систем, долж
на быть отражена физическая модель 
процесса функционирования. Если в 
рассматриваемую математическую мо
дель входят несколько параметров или 
их функций, комбинация которых име
ет определенный физический смысл, это 
дает основание объединить их в один 
функциональный комплекс.

Число критериев подобия пл  будет 
равным числу т функциональных комп
лексов:
Лі =  ¿1 =  idem; я  а =  г 2 =  idem,
JTjit =  z m =  idem.

При этом число т может быть произ
вольным, но не может превышать 
число критериев подобия nrt, опре
деляемых согласно второй теореме 
подобия.
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Степень близости критериальной мо
дели, определяющей функциональное 
подобие, и критериальной модели обыч
ного типа может быть оценена с по
мощью коэффициента ассоциации:

ѵа — п »пк шах
где т — число функциональных г- 
комплексов; пЯтах — максимальное 
число я-критериев, определяемых для 
каждой модели.

Могут быть использованы различ
ные модели оценки стохастического 
критерия подобия сравниваемых сис
тем. Учитывая идентичность приемов 
проектного анализа систем и рассмат
риваемого метода выбора параметров 
по критериям подобия его прототипу, 
используют введенные выше поправоч
ные коэффициенты искажения. Усло
вие (9) примет вид:

Р {АуАх ^  Аном} — V-
Тогда стохастический критерий ра

ботоспособности
л т+і — І 5̂ {АуА-х ^  ^ном}

где
/

БІ̂ П [X] =  ■
1 при х  <  0 ; 
0 при дг =  0 ; 

—1 при х >  1.

V].
(15)

При я т+1 ~  1 система выполняет 
поставленную задачу с запасом рабо
тоспособности по отклонениям основ
ных характеристик; в случае я т+1 =  0 
система работоспособна, а отклонения 
ее характеристик соответствуют номи
нальным; в случае зтт+1 =  —1 сис
тема является неработоспособной и 
необходимо, уточнив имеющуюся ин
формацию, искать пути конструктив
ного усовершенствования.

Условие стохастического подобия ис
пользуется для обоснования парамет
ров объекта отработки, обеспечиваю
щих повышение его характеристик по 
сравнению с прототипом.

Влияние существующих погрешно
стей на точность определения характе
ристик разрабатываемой системы сле
дует оценивать с помощью коэффициен

тов искажения выходных характери
стик системы и аналога.

В соответствии с условием функ
ционального. подобия и моделью (13) 
(пользуясь определениями номиналь
ных параметров и коэффициентов ис
кажения) обобщенный коэффициент ис
кажения

ТПУ 2

«т«гБ
Используя аналог как базовый об

разец, определяется целевой функцио
нал в критериальной форме и осущест
вляется оптимальный выбор парамет
ров относительно базового образца.

3. КРИТЕРИИ ПОДОБИЯ 
РЕЗЕРВИРОВАННЫХ ИЗДЕЛИЙ

Структурная и функциональная из
быточность является одним из основ
ных способов обеспечения надежности.

При проектировании на основании 
данных расчетов и моделирования вна
чале выбирается минимально необхо
димая структура изделия, обеспечи
вающая требуемые уровни техниче
ских характеристик для выполнения 
целевого назначения изделия. Затем 
путем введения резервирования струк
тура доводится до соответствующего 
уровня сложности, который обеспечи
вает выполнение заданных функций 
с требуемой надежностью. Оконча
тельно структура сложной системы 
доводится в процессе отработки с ис
пользованием объективной информа
ции о результатах испытаний и с ими
тацией отказов на физических моде
лях, макетах и изделиях. На этом этапе 
проверяется правильность заложен
ных проектных решений и выявляются 
истинные запасы структурной и функ
циональной избыточности, обеспечи
вающие требуемую надежность.

Анализ стохастического подобия мо
жет быть использован при обосновании 
запасов структурной и функциональ
ной избыточности по данным об анало
гах в процессе моделирования и отра
боточных испытаний создаваемого из
делия.

Для установления подобия изделий 
по запасам структурной и функцио
нальной избыточности необходимо ис-
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пользовать, кроме данных о конкрет
ных физических явлениях, и резуль
таты исследования общих закономер
ностей функционирования изделий. 
Стохастическое подобие определяется 
сравнением изделий по запасам струк
турной и функциональной избыточно
сти при условии их равнонадежности.

Для невосстанавливаемых изделий 
при предположении о независимости 
отказов элементов, т. е. последователь
ной схемы надежности, вероятность 
безотказной работы изделия в тече
ние заданной наработки (0 , t)

р < о  =  П р і ( о  =
/=1

л t 1
-  £  J і-і (О dt I ,

/= 1 О J
где Pj  (t) — вероятность безотказной 
работы /-го элемента; Aj (t) — интен
сивность отказов /-го элемента; п — 
число элементов в изделии.

При постоянной интенсивности от
казов

Pj (і) =  exp [— kjt].
Интенсивность отказов изделия

А =  £  V
/= 1

Условие стохастического подобия 
Р (t) =  idem сравниваемых двух из
делий (1-го и 2-го) может быть записа
на в виде (/х) =  Р 2 (¿2).

В случае, когда интенсивности от
казов зависят от времени, критерий 
подобия
л t

^  J  Kj (t ) dt =  idem. 
i= i о

При постоянных интенсивностях от
казов 

л
Kjt =  idem.

/ = і

Если tx - t2, т. е. t =  idem, тогда
л

J ]  Aj =  idem.
/= 1

При общем резервировании вероят
ность безотказной работы 

*+і
р ( ц  =  * -  П и - м о і .

1=1

где Pj  (t) — вероятность безотказной 
работы /-го устройства (системы) в те
чение наработки (0 , 1); k +  1 — число 
соединенных параллельно на логиче
ской схеме устройств.

Для показательного распределения 
наработки до отказа в случае общего 
резер вир ова ни я

А+1
р < '> = , - Ш 1 - ехр і - м д  о ? )  

/=1

где Aj  — интенсивность отказов /-го. 
устройства.

Для высоконадежных устройств 
(Ajt  <  1) имеем
ехр [—A jt] «  1 — Ajt..

Тогда (16) можно записать в виде:
k+i

Р (/) «  1 — П  A jt. 
і= 1

Отсюда критерий стохастического 
подобия изделий с общим резервиро
ванием 
*+і

А jt = idem.
/ = і

В случае t =  idem и k =  idem 
k+\

A j  =  idem.
/=1

При раздельном резервировании ве
роятность безотказной работы изделия

т [
р(;) = П і-

i= l I

*і+ 1
— X I  t 1 — exp і—М Л  *

/ = і
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Для высоконадежных изделий (Kij <С 
1) выражение (16) имеет вид:

Тогда критерий стохастического по
добия схем

P(t) п
і= 1

Aj+1
1 -  П  ( W )

/=1
т А**Н

« 1 - 2  п  ( k i t )
¡=1 /= і

Отсюда
т

2  П  k i j t  =  idem.
i= i /= I

m m
2  Яоj  +  П  q9j  =  idem.
/= 1 /=1

При параллельном (электрическом) 
соединении элементов

л
, Qo =  П  Qjoj\ Qs ^  1 —

/=1

(17)
п п

ГТ (1 Qsj) ~  2  4*1'
/=1 /=1

В случае одинаковой кратности ре
зервирования по участкам, когда ki =  
— k — idem, а также при t - idem 
выражение (17) имеет вид:

m ft+1
2  П  h j  =  idem. 

f = i  j — \

Для примера при резервировании 
элементов с двумя видами отказов 
(обрыв и короткое замыкание) в рас
четах надежности рассматривают элек
трические схемы соединений элемен
тов. Вероятности обрыва и короткого 
замыкания обозначим соответственно 
<7о и qa. В общем случае для получения 
критериев подобия с учетом двух ви
дов отказов элементов составляется 
таблица всех возможных вариантов 
состояний элементов схемы, выделяют
ся комбинации, при которых схема не 
работает, вычисляются и суммируются 
вероятности появления этих комбина
ций.

Для схем (например, релейно-кон
тактных), характеризуемых одноимен
ными видами отказов, вероятность 
отказа

■Q — Qo +  Q8.

Тогда критерий стохастического по
добия схем

п п
П  <7о/+ 2  4s j  =  idem'
/= 1  /=1

Для ремонтируемых, невосстанав- 
ливаемых в процессе работы изделий 
в качестве основных показателей на
дежности используются вероятность 
безотказной работы в течение наработки 
(О, /), а также вероятность безотказной 
работы в интервале [¿х, іг ]. Принципы 
определения стохастических крите
риев подобия для таких изделий иден
тичны рассмотренным выше неремон- 
тируемым изделиям.

Для ремонтируемых изделий, до
пускающих перерывы в работе, в ка
честве показателей надежности ис
пользуются функция готовности kr (t) 
или функция простоя kn (0 , а также 
их стационарные значения kv и kn для 
установившегося режима эксплуата
ции.

Условие стохастического подобия 
для изделий, допускающих перерывы 
в работе, может быть записано в сле
дующем виде:
kF =  idem.

При последовательном (электриче
ском) соединении m элементов

m т
Qo =  I — П  (I — Яоі) «  2

і=  /=1

т
Q« =  П  ?*;•

/=»

Тогда, например, для дублированной 
схемы с горячим резервом
¿г =  Л> +  Р\ +  Р іу

где Р0, Рі, Рг — вероятности состоя
ния соответственно при отсутствии от
казов, с отказом одного из двух уст
ройств (систем) и с отказами двух 
устройств.
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Используя правило определения ве
роятностей состояний по схеме состоя
ний, можно записать

+  М-1М-2̂ а +
г +  ^ 1 ^ 2  +  м1р | +  ’

Н" 2(Х1(Х2̂ 1̂ 2
где (Хх и Х2, |Х2 — соответственно 
интенсивности отказов и восстановле
ния 1-го и 2-го изделий.

Если

У _  Рі Ч~ Ра 4~ РіРг 
Г Рі +  Рг +  РіРг +  2 ’

то критерий стохастического подобия 
Р і +  Рг +  Р іР г =  id e m .

4. КОЭФФИЦИЕНТЫ ВЛИЯНИЯ 
ОТКАЗОВ ПРИ АНАЛИЗЕ 
ЗАПАСОВ РАБОТОСПОСОБНОСТИ

Общее число возможных состояний 
изделия из п элементов в случае за
висимых отказов, вероятности появ
ления которых зависят от того, произо
шли или нет отказы других элементов:

* » =  Е  < ,
.6=0

где — число размещений из п эле
ментов, по Ъ.

Каждый элемент при этом может на
ходиться в одном из двух состояний: 
работоспособном или неработоспособ
ном.

Число возможных состояний при 
зависимых отказах Na велико. Кроме 
того, на практике не удается получить 
данные для расчета вероятностей сос
тояний, зависящих от порядка отказа 
элементов. Поэтому принимается до
пущение о независимости. отказов эле
ментов. Тогда число N  возможных 
состояний изделия при' двух возмож
ных состояниях каждого элемента 2". 
Естественным является ограничение 
числа рассматриваемых состояний с 
учетом коэффициентов их значимости, 
а также проведения эксперименталь-

ных исследований работоспособности 
с имитацией отказов на составных час
тях с последующим объединением ре
зультатов испытаний с помощью мо
делей функционирования изделия, реа
лизуемых на ЭВМ.

В зависимости от целевого назначе
ния изделия, принципов и алгоритма 
его функционирования, физического 
состояния технических характеристик, 
сложности изделия математические мо
дели функционирования изделий раз
нообразны. Могут рассматриваться де
терминированные и стохастические, ли
нейные и нелинейные модели функцио
нирования. Обобщение различных ма
тематических моделей функциониро
вания изделий для оценки надежности . 
с учетом влияния отказов элементов 
возможно с помощью моделей состоя
ния изделия.

При построении моделей состояний 
исходят из необходимости разрешить 
противоречие между глубиной описа
ния поведения изделия и возможностью 
рассмотрения необходимого числа сос
тояний. Критерии отбора состояний 
должны учитывать точность реше
ния задачи, затраты на исследования 
при испытаниях, а также потери, свя
занные с неточностью модели изделия.

В модели состояний рассматривается 
процесс функционирования изделия на 
заданном интервале времени [¿э> ¿зі- 
В каждый момент времени ? £ [¿э, 13] 
изделие находится в одном из возмож
ных состояний при отсутствии или. 
возникновении отказов элементов.

В начальный момент времени *э иа" 
делие находится в работоспособном 
состоянии,

В процессе функционирования при 
проведении испытаний или в эксплуа
тации изделие может остаться в на
чальном работоспособном состоянии О, 
либо перейти с некоторой вероятностью 
в результате отказов в одно из возмож
ных неисправных состояний.

Каждому из возможных состояний 
изделия в момент і £  [*э, /а] соответ
ствует определенное значение основ
ных технических характеристик изде-' 
лия у  а =  [у1в, 1/2« > . УквЬ где
5 = 0, N  — номер' состояния изделия 
(число возможных состояний N  изде
лия — конечно).
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Идеальному состоянию изделия, 
когда отсутствуют отказы элементов, 
ставят в соответствие характеристику 
отклика состояния в виде значения 
основной характеристики уй.

Тогда характеристикой отклика со
стояния изделия, состоящего из п 
элементов, на возникновение отказа
¿-го элемента (і ~ 1, п) будет у1 

Характеристикой состояния изде
лия при отказах ¿-го и т -̂го элементов
(і =  1, п, т| =  1, п, і ф  т|) будет у 1Ц. 

В случае, когда сначала отказал т -̂й,
а затем ¿-й элемент (т) =  1, п, і =  1, п,
г\ Ф і), имеем у ^ 1

Наконец, в случае отказов первого, 
второго, , ¿-го, т]-го, , л-го эле
ментов характеристикой состояния из
делия будет у 1, 2’ *’ Т1........".

Обобщение множества откликов 
{£/і, у > Утп) в единый количест
венный признак позволяет оценивать 
состояние изделия.

Принципиально для каждой из тех
нических характеристик у  ̂ у =  і ~ т
может быть построена модель, опре
деляющая зависимость в момент / £ 
С [¿э> ) величины отклика от пара
метров элементов:

Уі  — (^1 * • • •» ^п)» / — 1
В задачах оптимизации структуры 

обычно используют функционал, вы
брав одну характеристику как опре
деляющую функциональное назначе
ние изделия.

Для исследования влияния состо
яния изделия при отсутствии или 
наличии отказов элементов на значе
ния технических характеристик у ^
І =  I, пг в момент ? £ [/э, /3] исполь
зуют условия работоспособности, 
которые в общем задаются в виде

Уі £ й /, / =  1 ,/п ,

где й  — допустимая область работо
способности по /-й характеристике.

В стохастической постановке задача 
уменьшения числа выходных техни
ческих характеристик может быть 
решена с использованием корреляцион
ного анализа. Попарно рассматривают
ся характеристики, например, ух и уг 
и оценивается коэффициент парной

корреляции Гц При значительном
коэффициенте корреляции любая
из двух анализируемых характери
стик может быть исключена.

На практике обычно описывают из
делия независимыми в стохастическом 
смысле характеристиками у / —

1, т. Поскольку каждая из них 
представляет величины различной 
физической природы и размерности, 
можно воспользоваться применя
емыми при построении критериев 
подобия приемами нормализации, 
облегчающими сравнение характе
ристик и их обобщение при анализе 
запасов избыточности.

Для оценки весомости состояний
вводят учет приоритета отказов с ис
пользованием показателей значимости 
в виде относительных характеристик 
весомости состояний для выполнения 
целевой задачи, определяемой соот
ветственно характеристикой г/у, / =  
=  1, т. Значимость состояний оцени
вается с помощью коэффициентов вли
яния отказов (КВО) на изменение тех
нических характеристик и вероят
ностей состояний.

Под коэффициентом влияния отка
зов понимается относительное откло
нение некоторой технической харак
теристики у  £ {уІУ у2, ..., у п) изде
лия, находящегося в з-м состоянии 
в момент времени / £ [¿э> от базо
вого значения у0, которое характери
зует изделие при отсутствии отказов:

Считается, что величина Ьу8 остается 
постоянной в течение некоторого слу
чайного времени до смены состояний 
изделия в результате очередного от
каза (восстановления для восста
навливаемых изделий) какого-либо эле
мента.

Когда заданы нижнее і/т1п и верх
нее Утях допустимые значения техни
ческой характеристики, условие 
работоспособности можно записать 
в виде
$Ут\п ^  &Уа ^  $Утах-

Оценка величины бу8 производится 
следующим образом. Изделие раз-
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бивается на / — 1, 6 подсистем. Со
стояние /-й подсистемы характеризует
ся параметрами х г, связанными опре
деленной зависимостью с характери
стикой изделия. Изделие разбивается 
на подсистемы таким образом, чтобы 
при отработочных испытаниях име
лась возможность исследовать влияние 
отказов элементов, составляющих 
подсистему, на параметр и получить,
соответственно, коэффициенты вли
яния отказов элементов ЬхІС (/ — 1, А;

і7 ^ {).
Если каждая подсистема содержит 

п1 элементов, то для изделия в целом 
к

п =  ^  п г. Число состояний каждой

подсистемы =  2п і, I =  1, к.
Используя величины &хІС, рассчи

тываются коэффициенты Ьу5 (я =
=  1, Н) для изделия в целом. Таким 
образом, можно рассмотреть N =

т
=  ^  N 1 состояний изделия по 

і=і
результатам испытаний подсистем 
с исследованием для каждой под
системы N 1 состояний.

Исходная зависимость преобра
зуется для получения в безразмерных 
относительных единицах комплексов, 
устанавливающих связь между ве
личинами Ьу8 (5 = 1, УѴ) и величи
нами бд^с (I =  1, Л; с =  1, УѴг).

При аддитивном функционале
к

у  =  2
/= і

коэффициент влияния

Ьу* =

к
2  Ьх*с*1 
1=1

к
2  XI
1=1

к
= 2

1=1

с == і ,  і ; / =  ! ,* ) .

При функционале в мультиплика
тивной форме

/г

У =  П XI 
1=1

коэффициент влияния

Ьуь = 2
г=\

где £ =  1,й  — число подсистем, 
в которых одновременно рассматри
ваются отказы элементов; — коэф
фициенты влияния отказов #/ эле
ментов в /-й подсистеме ( £ і— 1,
С І  — число сочетаний из /, по г.

В случае необходимости учета не
линейных зависимостей между ха
рактеристиками изделия у ^  у =  1, т 
и параметрами подсистем х ІС, I =  1, к,
с — 1, /і£ используется метод стати
стического моделирования на ЭВМ 
с имитацией процесса функционирова
ния изделия путем решения, например, 
системы .дифференциальных уравне
ний, описывающих его функциони
рование. При этом модель состояний 
используется для предварительного 
отбора частично работоспособных со
стояний, классификация которых 
проводится с помощью критериев со
кращения пространства рассматрива
емых состояний.

При исследовании с помощью коэф
фициентов отказов изделий, облада
ющих структурной и функциональ
ной работоспособности используются 
как единичные показатели в виде Ьуа,
в =  1, N, рассчитываемые сначала для 
подсистем и затем для изделия, так 
и комплексные показатели запасов 
работоспособности.

Так, показатель запаса работоспособ
ности по отношению к числу отказав
ших элементов оценивается по формуле

( - 1)г-1

На
Н а У

где На — число работоспособных со
стояний при отказах а =  1, 2 , ... эле
ментов в подсистемах изделия; На — 
общее число возможных состояний
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Рис. 2. Изменение запаса работоспо
собности нерезервированной ( / )  и ре
зервированной (2) систем при нако
плении отказов элементов а  =  1, 2, . . .

изделия при отказах а =  1, 2, эле
ментов.

В случае применения другого пока
зателя запаса работоспособности при 
отказах элементов целесообразно воз
можный диапазон значений коэффи
циентов влияния отказов разбить на 
£ =  1, 2, .... п интервалов и рассчи
тать для каждого £ интервала

где г^ — число величин буа, характе
ризующих работоспособные состо
яния при а =  1, 2, . . . ,  попавших
в £-й интервал; N  — общее число 
состояний изделия.

На рис. 2 приведен график измене
ния комплексного показателя запаса 
работоспособности 60 системы, ‘а на 
рис. 3 показано распределение запаса 
работоспособности системы в диа
пазоне возможных значений коэффи
циентов влияния отказов.

На графике рис. 2 видно, что значе
ния коэффициентов влияния отказов 
и комплексные показатели запасов ра
ботоспособности могут быть использо
ваны для анализа качества и надеж
ности систем, с различными видами 
резервирования, применение кото
рой обеспечивает способность изделия 
работать при накоплении отказов эле
ментов.

Применение коэффициентов вли
яния отказов позволяет учитывать

Рис. 3. Распределение запаса работо
способности системы в диапазоне воз
можных значений коэффициентов 
влияния отказов

функциональные связи между эле
ментами, место, занимаемое элементом 
в структуре изделия, степень наруше
ния структуры и связей между эле
ментами при накоплении отказов.

5. АНАЛИЗ НАДЕЖНОСТИ 
СИСТЕМ СО СТРУКТУРНО
ФУНКЦИОНАЛЬНЫМ 
РЕЗЕРВИРОВАНИЕМ

Анализ приближенного подобия 
может быть использован для постро
ения моделей состояний с помощью 
коэффициентов влияния и их примене
ния с целью анализа возможных от
казов по результатам физического мо
делирования и испытаний отдельных 
подсистем (устройств, блоков, агре
гатов).

Для решения задачи необходимо 
увязать технические характеристики 
изделия в целом с параметрами под
систем, запасами работоспособности 
и вероятностями состояний при возник
новении и накоплении отказов эле
ментов. Связь технических характе
ристик и запасов работоспособности 
оценивается с помощью коэффициентов 
влияния отказов. Устанавливается 
взаимосвязь коэффициентов влияния 
отказов у8 и вероятностей состояний
Р8{1), 5 = 1 ТАГ, і С 1*э, *з 1-

Коэффициенты влияния 6лс{с, I =
— 1, ку с =  1, п 1 получаются по 
результатам имитации отказов в про.
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цессе физического моделирования 
или отработочных испытаний 1-и под
системы.

Кроме непосредственного анализа 
запасов работоспособности в изделии 
по отношению к отказам, возникающим 
в подсистемах, используют расчет
ные коэффициенты бу8, б =  !, N  для 
отбора работоспособных и неработо
способных состояний при оценке по
казателя надежности в виде вероят
ности безотказного функциониро
вания:

н
р (*) = 2  р* (').

в=0
где Ря (0 — вероятность пребывания 
изделия в 5-м работоспособном состо
янии; И  —/число работоспособных 
состояний.

Анализ функционирования изде
лия, когда коэффициент^ отказов 
используются для отбора частично 
работоспособных состояний с целью  ̂
последующего их исследования, может 
быть произведен с помощью выражения

Иг
р (о = 2  ф ,р. <о.

в=0

модели исследуемого изделия некото
рой эталонной модели.

При предположении показатель
ного распределения времени пре
бывания изделия в работоспособных 
состояниях используют процедуру 
составления системы дифференциаль
ных уравнений, описывающих процесс 
перехода изделия из одного состояния 
в другое вследствие отказов элемен
тов. В случае невосстанавливаемого 
изделия одноразового действия для
состояний 6у0, б ^ ,  6у ^ ....... бу ц . . .  т,р
имеется система уравнений:

р і  (<) =  — I | ]  ^  Ро (0 ;

Рі (<) =  ХіРо (0  -

Р'п (0  =  М ',р / (0 . -
(18)

где Ф5 — коэффициент значимости 
я-го состояния в виде вероятности 
выполнения задачи изделием в 5-м 
состоянии; Р3 (0 — вероятность пре
бывания изделия в 5-м состоянии; 
Их — число отобранных частично ра
ботоспособных состояний.

Величина коэффициента значимо
сти Ф3 (при в =  \ ,Нх)  оценивается 
путем статистического моделирования 
с имитацией на ЭВМ модели функци
онирования изделия.

Для восстанавливаемых изделий 
используют коэффициенты отказов 
с целью отбора состояний при расчетах 
по известным формулам коэффициента 
готовности кГ.

Оценки вероятностей состояний
Р8 (0, 1 у И производят с исполь
зованием методов, позволяющих 
при расчетах коэффициентов 6 у5 
с целью отбора состояний и вычисле
ния вероятностей Р3 (¿), 5=  1, Н орга
низовать рекуррентную процедуру 
оценивания приближенного подобия

2
ч=і

Ра  (0 ;

р ц . . .пр (0  =
=  -  Л1 (0  —

^  Х < " - Тір)
в=1

р і [. . -пр (0 >

где і =  і , п\ і =  1, л ;...; л =  1, п;
р = 1,п , і / ^  • • • ̂  “П ^  р
с начальными условиями:

Р0 (0) =  1; Р і (0) — 0; Р „ ( 0 ) = 0 ;
Р іі (0) =  0 ...; - - тір (0  ~  0 .

В (18) обозначены: Р0 (/) — вероят
ность пребывания изделия в течение 
времени / в состоянии при отсутствии 
отказов элементов; Р і (/) — вероят
ность пребывания изделия в течение 
времени і в состоянии с отказавшим
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і-м элементом (/ =  1, л); P i j ( t ) — 
вероятность пребывания изделия в те
чение времени t в состояниях с отказав
шими ¿-м и /-м элементами (і 1, п; 
/ =  \~п\ і Ф  /); Р ц  . . ,л р (0 — веро
ятность пребывания изделия в течение 
времени / в состояниях с отказавшими 
і-м, /-м, tj-m, р-м элементами (і —
~ 1, п ; / = 1 , п ;  л = 1 . я :  Р =
— 1, п;  i =т*= /  =# , ф  “Л Ф  р);

hjjP-'V) — интенсивности
отказов /-го, т]-го, р-го элементов 
при отказах соответственно ¿-го; 
¿-го и /-го; t-го, /-го и 'п-го элементов. 

При использовании' соотношения

Pij—tip (0  — ехР 

X [  I (0  х

2
е=1

X ехр ^ (i/...ПР) х

X / dt лр

с начальными условиями

Рц...т\р (0) —

можно получить рекуррентные соот
ношения для вычисления вероятностей 
состояний Р8 (¿) или иначе Р0 (/), 
Рі (0 > Р іі (0 * ... тір (0 -

Процедура вычисления коэффи
циентов влияния отказов и вероятно
стей состояний, являющаяся основой 
анализа приближенного подобия, 
состоит в следующем. При анализе 
невосстанавливаемых изделий в ЭВМ 
вводятся массивы исходных данных
а  [ Ч с]- в  (^сЬ  1 = й к .  с =  
—■ 1, УѴ,. Массив А [6хіс] содержит 
коэффициенты ЬхІС, полученные экспе
риментальным путем по результатам 
испытаний подсистем. Коэффициент 
6хІС характеризует с-е состояние 1-й
подсистемы. В массив В [Я;с] вклю
чаются интенсивности Х[С переходов

1-й подсистемы из с-го состояния в ре
зультате отказов элементов. Оценка 
коэффициентов значимости состоит 
в последовательном вычислении 
множества М [6*/3], 1, N коэффи
циентов бу8 при рассмотрении отказов 
элементов в одной 1-й подсистеме
(/ =  1, к), затем в двух 1-й и d-й (/ =
=  1, Л =  1, к, I ф  ё) и так далее. 
Число подсистем, в которых одновре
менно исследуется влияние отказов 
элементов на работоспособность изде
лия, определяется требуемой точ
ностью оценки Дтр показателей каче
ства и надежности, а также величиной 
коэффициентов Ьу8 при проверке под
множеств работоспособных М р [6*/3],
в — 1, г и неработоспособных Мн [6і/3],
в — 1,2 состояний. Требования
к точности вычисления показателей 
качества и надежности, число рассмо
тренных состояний учитываются 
при формировании критериев прибли
женного подобия на основе анализа 
последовательного расширения сово
купности состояний изделия.

Номера коэффициентов бд:;с, I =
=  1, с ~  1,Мі используются
как признаки для определения адре
сов, хранящихся в памяти ЭВМ ха
рактеристик надежности элементов 
из массива В [А;с]- В каждом цикле 
расчета Ьу8 и идентификации в-го со
стояния проводится обращение к мас
сиву В [А*с] и затем к подпрограмме 
расчета вероятностей Р8 (¿). С целью 
ускорения процесса отбора подмно
жеств состояний Мр [6«/31 и Мн [6«/3] 
коэффициенты в массиве А [6*гс],
/ =  1, Дг, с — \, N 1 располагаются
по возрастанию их величины, что 
позволяет существенно сократить за
траты машинного времени на перебор 
состояний изделия.

При исследовании восстанавлива
емых изделий в ЭВМ вводится допол
нительно к массивам исходных данных 
А [бх^] и В [А̂ с] также массив Е [ргс],
/ =  1, &, с — 1, N 1 , содержащий 
интенсивности восстановления 1-й 
подсистемы, находящейся в с-м со
стоянии.

Для восстанавливаемых изделий 
используется рекуррентная процедура
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расчета коэффициента готовности £г 
без составления и решения системы 
дифференциальных уравнений. Эта 
процедура удобна для реализации на 
ЭВМ и анализа приближенного подо
бия как и система рекуррентных соот
ношений на основе последовательного 
исследования постепенно расширя
ющейся совокупности состояний
изделия.

Тогда коэффициент готовности

2  т і
. _______ <=і_________
Кг — г .

2  т* +  2  т‘
Т[—1 1 =  1

где — произведение интенсивно
стей переходов из всех состояний 
графа б  (УѴ) в т)-е неработоспособное 
состояние при движении в т]-е состо
яние по кратчайшему пути в направле
нии стрелок; Т і — произведение ин
тенсивностей переходов из всех край
них состояний графа Ѳ (УѴ) в і-е работо
способное состояние при движении 
в і-е состояние по кратчайшему пути 
в направлении стрелок; г — число 
работоспособных состояний; д. — 
число неработоспособных состояний.

При этом УѴ =  <і +  г. ___
В процессе расчета 8у8, в =  1, УѴ 

с целью анализа возможных отказов 
изделия последовательно наращи
вается матрица состояний М [&/5], 
идентичная графу (УѴ), описыва
ющему дерево отказов. Каждой вер
шине графа ставится в соответствие
коэффициент Ьу8, 1, УѴ с целью 
определения работоспособных и не
работоспособных состояний. Форми
руются признаки, характеризующие 
пути переходов в графе й  (УѴ) с учетом 
восстановления отказавших элемен
тов и адреса обращения к массивам
В [Яіс] и Е I =  ГГк, с ^  і7 лГг

Основой анализа приближенного 
подобия модели с целью исследования 
запасов структурного и функциональ
ного резервирования при возможных 
отказах элементов является последова
тельное расширение пространства 
рассматриваемых состояний изделия 
по критериям, учитывающим точность

модели и возможный эффект ее при
менения.

Сущность процедуры последова
тельного расширения пространства 
рассматриваемых состояний при 
анализе приближенного подобия 
можно применить к критерию типа 
граничное условие, учитывающему 
требуемую точность оценки показате
лей качества и надежности, а также 
к технико-экономическому критерию, 
учитывающему затраты на построение 
и использование модели и возможные 
потери из-за недостаточного прибли
жения используемой модели к полной 
модели состояний, принятой в качестве 
эталона.

В критерии типа граничное условие, 
задавшись уровнем точности Дтр оцен
ки показателя надежности, рассматри
вают последовательно следующие 
допущения:

возможны N1 =  п -\- 1 состояний 
изделия, которые соответствуют от
казу одного из п элементов, в течение 
времени і\

возможны УѴ2 =  п +  1 -}- А 2п со
стояний изделия, когда в течение 
времени і неработоспособны не более 
чем два элемента;

возможны УV • =  л +  1 +  “і-"
+  +  А }п состояний изделия, когда
в течение времени ? неработоспособны 
не более чем / элементов; здесь А ]п —
число перестановок из я по /.

Доли времени нахождения в других 
состояниях считаются пренебрежимо 
малыми.

Показатель например
вероятность безотказной работы
р (/+П или коэффициент готов
ности целесообразно оцени
вать в том случае, когда

| Др</> | =  | р(/) _ р ( /+ П  | >  д тр-

Для восстанавливаемых изделий, 
модель состояний которых относится
к классу —— =  р, і =  1, я, в табл. 1
приведены зависимости / (номера по
следовательного предположения) от 
числа элементов я изделия и требуемой
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точности Дтр оценки коэффициента 
готовности.

Расчеты показывают, что чем ниже 
надежность элементов, а это соответ
ствует обычно повышению его иерархи
ческого уровня в структуре изделия, 
тем большее число возможных отказов- 
элементов в подсистемах в течение 
времени t необходимо рассматривать 
при оценке показателей качества и 
надёжности.

При анализе приближенного подо
бия используется также технико-эконо
мический критерий Э (Р).

Общие потери при оценке показателя 
надежности Р по результатам имита
ции отказов при испытаниях и после
дующем анализе состояний на ЭВМ 
с использованием предположения «П, /»:
и (/) =  Ф (/) +  С (/),
где Ф (/) — потери, обусловленные 
погрешностью оценки показателя Р 
за счет нерассмотренных состояний; 
С (/) — приведенная стоимость оценки 
с использованием /-го предположения.

Критерий останова процедуры по
строения модели состояний, исходя из 
обеспечения приближенного подо
бия, имеет вид 
min и(/).
~ Т

Возможный вид функции и (/) пред
ставлен на рис. 4.

Таким образом, переход к оценке 
показателя Р  по предположению 
«П, (/ +  1)» осуществляется, когда
и (Л — И (/ +  1) >  о. 
где и (!) — С (/) — Э [/>(/)].

Для модели состояний функция С (/) 
может быть задана в виде:

С (/) =  с £  А ‘п ,
(=1

где С — стоимостной коэффициент 
весомости рассмотренных состояний:
А*п — число перестановок из п по і.

Функция Э [Р (/)] может быть за
дана в виде:
Э [Р (/)} =  а  [ 1 - Р  (/)] +
+  Р Пп (1 - Р  (і))]у,
где а , р, у  — эмпирические коэффи
циенты, зависящие от типа изделия.

Указанные критерии целесообразно 
использовать при построении модели 
состояний в два этапа. На первом этапе 
отобрать варианты модели по критерию 
типа граничное условие и затем в рам
ках отобранных вариантов рассмо
треть возможность использования 
технико-экономического критерия.

На рис. 5 показана графическая 
зависимость изменения вероятности 
безотказной работы Р (0 для системы, 
которая получена с использованием 
модели состояний и традиционным 
расчетным методом с помощью- струк
турных схем надежности. Модель со
стояний построена по критерию при
ближенного подобия типа граничное 
условие. При расчетах Р (/) исполь
зовались коэффициенты влияния от
казов элементов, полученные анали
тическим путем для отдельных блоков 
системы.

Применение коэффициентов вли
яния отказов и критерия типа гранич-

1. Число отказавших элементов при исследовании работоспособности системы

^тр р

Ч исло отказавш их элем ентов /  при числе элем ентов п

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 ,0 0 1 0 ,0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
0 ,0 1 2 2 3 4 4 5 6 8 8 9

0 ,0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
0 ,0 0 0 0 1 0 ,0 0 1 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

0 ,0 1 3 4 5 6 7 9 10 13 14 14
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Рис. 4. Вид функции и ( ] )  суммар
ных затрат на анализ надежности и 
потерь из-за погрешности оценки на
дежности

ное условие для построения модели 
позволяет более глубоко учесть запасы 
структурной и функциональной работо
способности в системе, что видно на 
графиках рис. 5.

На рис. 6 представлены графики из- 
менения вероятности отказа р  (¿) =  
=  1 — Р (/) для различных вариантов 
структурного построения системы, 
рассчитанные с помощью модели со
стояний и при использовании критерия 
приближенного подобия типа гранич
ное условие.

Таким образом, метод анализа при
ближенного подобия и построения 
модели состояний с учетом коэффи
циентов влияния отказов позволяют 
устанавливать глубину и рацио-
Р(Ѵ

Рис. 5. Зависимость Р  (О при оцен
ках с использованием модели «»стоя
ний с учетом коэффициентов влия
ния отказов ( / )  и модели структур
ных схем надежности (2)

Ч(*По3

Рис. 6. Зависимости вероятности от
каза $(£) системы:
1 — двук р атн ое общ ее горячее р езер в и 
рование с одним комплектом х о л о д н о го  
резерва; 2 — четы рехкратное общ ее го р я 
чее резервирование; 3 — поэлем ентное ре
зерви рование с общим двукратны м р езер 
вированием; 4 — каскадное р езер в и р ов а
ние с общим двукратны м горячим р езер 
вом

нальные объемы исследования воз
можных отказов при их 'анализе 
в процессе испытаний и с помощью 
ЭВМ.

6. ОБЪЕДИНЕНИЕ ИНФОРМАЦИИ 
ПРИ ОЦЕНКЕ НАДЕЖНОСТИ 
ПО СХЕМЕ НАГРУЗКА — 
ПРОЧНОСТЬ /

Полное удовлетворение требований 
подобия ранее созданных и вновь раз
рабатываемых изделий не всегда воз
можно. Однако на уровне отдельных 
подсистем изделия и физических яв
лений различных уровней условия 
подобия могут быть соблюдены. Если 
имеются результаты испытаний по- 
двум или некоторому ряду аналогич
ных изделий, то при соблюдении опре
деленных условий подобия можно по
лучить обобщенную статистическую 
информацию, которая используется 
для оценки надежности вновь созда
ваемого изделия. При этом полученная 
обобщенная информация может быть 
использована с целью количествен
ного анализа надежности изделий по 
двум основным схемам: нагрузка — 
прочность или успех — отказ.
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Пусть количественная информация 
по измеренному признаку, необходи
мая для оценки надежности изделия по 
схеме нагрузка — прочность, пред
ставлена в виде N пар выборочных 
рядов из некоторых генеральных сово
купностей (где N — число пред
полагаемых изделий аналогов):

^ 1 1 »  ^ 1 2 > "  » Я т  ^?21» ^?22> • • •

. . . .  ПІ' •••  ; Ф ѵ и  # л г 2  --> Я уѵ/; ( 1 9 )

Фі і' Ql2̂ •̂̂ ŷ Qln\ $ 2 1 »  ^22> • • •
• • • > Сіші • • •» Фл/і» Сл/2і ■ ■ • і (¿N1 >
где Я и Q — несущая способность 
(прочность) и нагрузка на рассматри
ваемое изделие в обобщенном смысле 
(силовая статическая, силовая дина
мическая, ударная, вибрационная, 
тепловая и т. д.).

Выборочные ряды (19) следует вы
разить в безразмерных относительных 
величинах, что позволит сделать соот
ветствующие обобщения для изделий, 
результаты испытаний которых в об
щем случае несут неоднородную стати
стическую информацию. Для этого 
каждый член рядов (19) необходимо 
разделить на соответствующие средние 
значения несущих способностей
изделий ( / =  1,2,  .... М). Общие 
члены рядов можно записать как

Ru .— у (20)
Rj
Qu 1— - у (21)
Qj Ч

/N --'ч
и* Qij> Rijr Qij ~— абсолютные

и относительные значения несущих 
способностей (прочностей) и нагрузок 
в і-м испытании из /-й серии наблюде
ний (і =  1, 2, ..., п,  т ,  I  соответ
ственно для каждых /-Х пар наблюде
ний, / =  1, 2, N\ N  — число
рассматриваемых изделий; R j , Qj — 
средние выборочные значения вели
чины R j  и Qj,  полученные по п,  т, I  
наблюдениям соответственно в /-х се
риях опытов). Обозначим =  Rj/Qj- 

Если в (20) и (21) использовать не
опытные значения величин Rj  и Qj, 
а теоретические (расчетные), то можно 
получить соответствующие система

тические погрешности детерминисти
ческих методов расчета несущих спо
собностей и нагрузок. Учет1 система
тических погрешностей расчетных 
соотношений несущих способностей 
и нагрузок позволяет более эффективно 
использовать аналитические методы 
количественного анализа надежности 
изделий на этапах проектирования 
и опытной отработки. Одним из важ
ных практических приложений ста
тистической обработки информации, 
получаемой по результатам испытаний 
аналогичных изделий, в безразмерной 
относительной форме является полу
чение систематических погрешностей 
детерминистических методов и теорий 
расчета несущих способностей изде
лий и действующих на них нагрузок.

Порядок получения обобщенной 
статистической информации по ре
зультатам испытания однотипных изде
лий для последующего ее использова
ния при количественном анализе на
дежности аналогичных изделий по 
схеме нагрузка — прочность следу
ющий. По результатам измеренных 
количественных признаков (нагрузок, 
перемещений и т. д.) при испытаниях 
N  предполагаемых изделий-аналогов 
составляются статистические выборки 
рядов (18), (19), члены которых пред
ставляются затем в виде выражений 
(20) и (21). Далее проводится статисти
ческая обработка всех выборочных 
рядов. Если оказывается, что плот
ности распределения вероятностей 
относительных величин несущих 
способностей рассматриваемых одно
типных изделий совпадают по соответ
ствующим статистическим критериям, 
то такие изделия по несущей способ
ности считаются стохастически подоб
ными, а результаты испытаний таких 
изделий — принадлежащими одной 
генеральной совокупности. Если 
плотности распределения относитель
ных нагрузок (QijfQj) на рассматрива
емые однотипные изделия не совпа
дают, то результаты таких испытаний 
также рассматриваются в другой (для 
нагрузок) общей генеральной сово
купности.

Физической предпосылкой объеди
нения результатов испытаний пред
полагаемых изделий-аналогов в соот.
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ветствующие обобщенные выборки 
должна служить одинаковая физиче
ская картина протекаемых процессов. 
Для этого все рассматриваемые изде
лия должны быть рассмотрены как 
подобные, характеризующие физи
ческую модель отказа изделия при его 
функционировании в составе системы. 
Математически это представляется 
безразмерными комплексами.

На базе полученной таким образом 
обобщенной статистической информа
ции строят обобщенные зависимости 
надежности данного типового изде
лия в функции условного запаса проч
ности т) (t)j  —  R j / Q j ) .  Эти зависи
мости затем используют в качестве 
априорной исходной информации 
при количественном анализе надежнос
ти однотипных изделий на этапе схем
ных проработок и эскизном проекти
ровании вновь разрабатываемых систем.

Пример 1. Пусть проведено п[, 
п2, .... п[н испытаний до разрушения 
однотипных десяти изделий. Кроме 
того, проведено гі[у п2, ..., ni'0 испы
таний этих изделий при нормальной 
эксплуатационной нагрузке, изменя
ющейся в каждом опыте под влиянием 
случайных возмущающих факторов. 
При испытаниях замерены разруша
ющие и действующие нагрузки во всех 
опытах. Требуется получить обоб
щенные статистические данные и 
построить обобщенную зависимость 
вероятности безотказной ..работы 
изделия в зависимости от условного 
запаса прочности.

П о р я д о к  р а с ч е т а .  1. Ре
зультаты измерений разрушающих 
и действующих нагрузок представ
ляются в виде выборочных рядов:

*п> *і2>* • - » * т ^

2. Статистические ряды (22) и (23) 
представляются в безразмерной форме 
(20) и (21) соответственно для несущих 
способностей и нагрузок, а именно:

о __ * п

р  * і^101 =  —=101
40

П *102 • •А Ю 2 =  —=---- » * • • »
*10

* 1 0 п ”
Sitin' =  —= - 10

"10 40

(24)

:п

:іоі

Qii 1 .
Q, Лі ’

Ql2 1

Qi Лі ’ *

Qm" 1 .

Qi Лі ’

Qioi 1

Q10 Лю

Q102 1

Q10 л 1

Qu  .^ AUni0 Л
Г10 Лю

(25)

*21»  * 2 2 » --  >*2П2»

*101» *102» • • • > * i o n i 0 ; .

Q ll»  Ql2» * • • > Q ln " »

Q ii» > Q 22’ • • •»

QlOl» Ql02> • • • > QlOTlio*

(22)

(23)

3. Проводится статистическая об
работка результатов наблюдений, 
представленных выборочными ря
дами (24) и (25), т. е. проверяется по 
общепринятым статистическим кри
териям согласие с теми или иными 
теоретическими законами распределе
ния для рядов (24) и (25). Пусть при 
статистической обработке результатов 
испытаний изделий, представленных 
выборочными рядами, получено, что 
все выборки рядов (24) и (25) удовлет-
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ворительно согласуются с нормаль
ным законом распределения. Выбо
рочные дисперсии рядов (24) и (25) 
(они по физическому смыслу являются 
квадратами коэффициентов вариации) 
образуют статистически однородные 
ряды, что установлено, например, по 
критерию Кохрена. Тогда полученную 
в соответствии с изложенной методикой 
информацию можно считать однород
ной в статистическом смысле. На базе 
этой информации представляется 
возможным получить обобщенные 
выборки относительных величин 
несущих способностей и нагрузок, рас
пределенных по гауссовскому закону 
с параметрами: 

для несущей способности
2
^2 —

/=1
(26)

-4~

/тГ

п , 1 +

+
*2
2 Я І  +  /г?

*1 <2£ 1
(29)

где
ГІ

Р { П ) = у = ^  |  ехр ( — х2/2) (Іх;

Ф (*) =  - у  ехр ( — *2/2); 
V 2л

К = Л — 1

V  1 ъ  «і

для нагрузки
Ю

=  і;

(27)

4. Пусть по результатам испытаний
п[, п'2.......п{0, п'{, п'з, ..., п"10 с учетом
соотношений (26) и (27) получено
5 ^ , =  0,006 (по са 1000) и —
— 0,009 (по ~  900).

Тогда по соотношениям

Я

в предположении, что величины Я и ф 
являются независимыми случайными 
величинами, получают обобщенные 
зависимости оценки надежности (28) 
и оценки ее дисперсии (29) как функ
цию условного запаса прочности т). 
В виде графической зависимости для
5 ^  =  0,006 и :: 0,009 при
«2 =  1000 и п'2 — 900 результат пред
ставлен на рис. 7.

Пример 2. Пусть т] =  1,45. Тогда 
из графика рис. 7 получим:

Я  =  Р(к)

и 5

(28) - І Е  [1 -  Р ] = 3 ,1 ;

ІбП — Р1 =  3,1 = 4 ,9 ;

-2
Л

Ч-

2

+  5 ^ / л 2 
ѵ2

+

1 — Р =  0,000954; Р *= 0,999046;

— \& Яр =  7,2; 10 Бр =  —  7,2 =  8,8;

5р =  0,92.10"’ ; =  3,3* 10"4.

Подобные графические зависимости, 
которые затем при необходимости мож
но представить соответствующими ана-
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-Ід

Рис. 7. К расчету надежности изде
лий по обобщенным опытным дан
ным:
/  -  2 -  12 (1 т -  Р)

литическими аппроксимациями, могут 
быть получены для любых изделий 
различных уровней по результатам 
испытаний однотипных изделий по 
изложенной методике. Графические 
зависимости и соответствующие им 
аналитические аппроксимации могут 
быть использованы в качестве априор
ной информации при анализе надеж
ности однотипных изделий вновь 
разрабатываемых систем.

7. ОБЪЕДИНЕНИЕ ИНФОРМАЦИИ 
ПРИ ОЦЕНКЕ НАДЕЖНОСТИ 
ПО СХЕМЕ УСПЕХ—ОТКАЗ

Количественный анализ надеж
ности изделий оказывается возможным 
в ряде случаев провести только на базе 
имеющейся альтернативной информа
ции типа успех — отказ. Однако число 
погребных испытаний для анализа 
надежности может оказаться доста
точно большим. В этом случае возни
кает необходимость привлечения 
информации, полученной- по резуль
татам испытаний аналогичных изде
лий.

Процедура получения обобщенной 
альтернативной информации по ре
зультатам испытаний однотипных 
изделий для последующего ее исполь
зования при количественной оценке

надежности по схеме успех — отказ 
заключается в следующем: 

для рассматриваемого физического 
процесса, характеризующего работо
способность изделия, выявляют 
определяющие параметры, влияющие 
на его протекание;

известными методами выводят кри
терии подобия, характеризующие 
протекание рассматриваемого физиче
ского процесса;

рассматривают результаты испыта
ний изделий, которые предполагают 
подобными физическому процессу.

При этом результаты испытаний 
изделий в данном процессе считаются 
принадлежащими к одной генеральной 
совокупности при наличии статисти
ческой однородности соответству
ющих одноименных критериев по
добия.

При исследовании надежности 
протекания исследуемого физического 
процесса важен вопрос об учете ста
тистически значимых определяющих 
параметров. Достаточно корректно 
этот вопрос может быть решен про
ведением корреляционно-регрессион
ного и факторного анализов. На этапе 
схемных проработок и эскизного 
проектирования при наличии боль
шого числа определяющих параметров 
достаточно эффективным может ока
заться использование эвристических 
процедур. При этом выбор определя
ющих параметров делается на основе 
опроса ряда специалистов в данной 
области.

Пример 3. Пусть имеются результаты 
испытаний четырех однотипных из
делий. Установлено, что определя
ющими параметрами, характеризу
ющими протекание физического 
процесса, являются хг, хг, х9.

Требуется выяснить: можно ли эти 
изделия рассматривать в качестве 
взаимных аналогов с точки зрения 
надежности протекания некоторого 
физического процесса, характеризу
ющегося параметрами х1г х2, ..., хв, 
а количественную оценку надежности 
протекания этого процесса в любом 
изделии провести, используя информа
цию по результатам испытаний всех 
четырех изделий.

Исследуемый физический процесс 
определяется условной обобщенной
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координатой х, являющейся функцией 
девяти определяющих параметров:

Х =  /  (*1, Х2, . х9). (30)

Параметры х1г х2, ..., *9 характе
ризуются четырьмя основными еди
ницами измерения (табл. 2): массой М,  
длиной временем Т, температу
рой Ѳ.

Следовательно, пять независимых 
критериев подобия (число параметров 
минус число Независимых размерно
стей) характеризуют рассматрива
емый физический процесс. Эти кри
терии получают методом нулевых 
размерностей. Выберем в качестве 
основных параметры хІУ х2, хь и х7 
(по числу первоначальных), имеющие 
основные размерности' (килограмм, 
метр, секунда, градус), для которых 
определитель, составленный из раз
мерностей этих параметров, отличен 
от нуля:

^  2 Я-2 Хх %
№ “К2 т2 Л2
ЦБ ^5 ^5 ■Пб
(і7 Я7 т 7

1 — 1 -- 2 0
0 2 0 0

— 1 — 1 1 — 1
0 0 1 0

В этом случае соотношение (30) 
можно записать в безразмерных вели
чинах:

*1 *2*5*7

-  Ф 1,1,
х“ *х§ах£3х£9 *

Ч 1, в |»Рв уV в в
*1 *2 *5 *7

1,

^xí^x^xV *гѴв 
С5 *7 c“ »xP*x¡9x^9

(31)

Значения коэффициентов a¿, P¿, y¿, 
(¿ — 3, 4, 6, 8, 9) определяются 

из условия, что входящие в (31) ком
плексы должны быть размерными 
величинами. Находятся значения «з, 
Рз, Ѵз* 6з из условия, что размерности 
числителя и знаменателя выражения
х3/х “ 3х |3х |3х73 должны быть одинако
выми. На основании данных табл. 2

( Ж ]  =  « Ж ]  [ Í . ] - 1 [ Г ] - 2)“ ’  ( [ і ] 2)Р- X

х  ( і ж г 1 [ ¿ г 1 [Г] [Ѳ]-1)Ѵі (ІЛ )6* •

Откуда 1 — а 3 — уз — (показатели 
степеней слева и справа при [Л4]), 
0 =  —а 3 — 2р3 — Ѵз (показатели при 
[L]), 0 =  —2а3 +  Ѵз +  «з (показа
тели при [Т]), 0■= —Ѵз (показатели 
при [в]).

2. Исходные данные для получения критериев подобия

Опреде
ляющий
параметр

Размерность
Степень размерности

u к X n

Ч ÍAÍ] [L] '1 [Т]~* 1 — 1 —2 0
*2 [L]2 0 2 0 0
*3 [М] 1 0 0 0
х4 [Ж ] [Í.]* [Г)-2 1 2 —2 0
*5 [М ]-1 [L]-1 [Т] [Ѳ]_1 — 1 — 1 1 — 1
Ч IL]~3 0 3 0 0
Ч [Т] 0 0 1 0
ч (Z.P ІГ Г  [Ѳ]-1 0 2 2 — 1
ч 1L ] [T]-* 0 1 —2 0
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Значения а 3, р3, уз* б3 являются 
решением этих уравнений.

Подставив полученные значения 
коэффициентов в соответствующий 
член уравнения (31), получим крите
рий подобия

я 3 =

Аналогичным образом находим 
остальные значения коэффициентов
а і> Р г  У г  6  г (* =  4 ’ 6 * 8 * 9 ) :

0̂ 4 ; 1 Р4 =  3/2 ¡ Y4 0, 6 4  =  Oj

а в ~  1* Ре =  2 ; Ys ~  =  3;
а б === 0; Рб =  3/2; Ye =  0; 6 g =  0;

а 9 —■ 0; р9 =  1/2 ; Ye = 0; 69 =  2.
Подставив полученные значения 

коэффициентов a ¿, pf, у.,  Ь. в (31),
получим следующую группу критериев 
подобия, характеризующих рассма
триваемый физический процесс:

JT3 =  ХзХ^-^Г17̂ 2; 

щ  =  х4-ѵ̂_1х г 1/2; n6 =  x6x¡~3/2;

2 — 1/2Яу =  Х9Х7Х4 •

Средние значения и средние ква
дратичные отклонения одноименных 
критериев подобия, полученные по 
статистическим данным рассматрива
емых четырех изделий (А =  1—4), 
представлены в табл. 3.

Проведенный на основе числовых 
данных табл. 2 статистический анализ 
позволяет сделать вывод о том, что

одноименные хсритерии подобия пред
ставляют собой  статистически одно
родные ряды для всех изделий. Это 
указывает на статистическое подобие 
рассматриваем; ого физического про
цесса для в сех  четырех изделий и 
служит основанием для положитель
ного заклю чения об их подобии по 
данному физическому процессу. 
Следовательно , данные по резуль
татам испытан; ий этих изделий в этом 
физическом процессе могут рассма
триваться в одной генеральной сово
купности.

8. РАСЧЕТ СИСТЕМАТИЧЕСКОЙ 
ПОГРЕШНОСТИ ПРИ 
КОЛИЧЕСТВЕННОМ АНАЛИЗЕ 
НАДЕЖНОСТИ ИЗДЕЛИЙ

При количественном анализе схем
ных и конструкторских решений на 
ранних этапах проектирования изде
лий расчетными методами часто ис
пользуют детерминированные соот
ношения, описывающие конкретные 
физические теории. В расчетах 
надежности вновь разрабатываемых 
изделий возникают систематические 
погрешности, которые следует исклю
чить, используя результаты испытаний 
аналогичных изделий. В противном 
случае результаты расчетов надеж
ности будут содержать значительные 
погрешности.

Статистическая информация по 
результатам испытаний аналогичных 
изделий для получения систематиче
ских погрешностей детерминистиче-

3. Результаты расчета средних значений и среднеквадратических отклонений 
критериев подобия по числовым данным параметров х ±, ...» х й

К ритерий  
подоби я Л. 4 й г Ч Ч ñt Ч

Изделие № 1 Изделие № 2 Изделие № 3 Изделие М  4
Я 3 - 104 2,91 0,94 3,20 1,04 3,34 1,08 3,05 0,99
Jl4 - ІО3 3,01 0,45 3,26 0,49 2,28 0,34 2,26 0,34

Яд 0,116 0,012 0,099 0,010 0,105 0,010 0,117 0,012
Jí8* 1 0 2 3,85 1,25 3,95 1,52 3,85 1,25 3,82 1,48

3T9 0,107 0,021 0,134 0,027 0,079 0,016 0,086 0,017
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ских методов расчета представляется 
в виде:

*1п

&21

ѵОП*11
£ уР К\Х\
ѵоп
хпх

М Г
ѵоп
х 12

%2Х2

; і 12'—
сопС21

Ь\хХ

$22 —

,„оп
с22 X оп 

2 п2

(32)

■ЛГі

,оп
СЛ̂»

£ уРKNXN
ѵоп
*УѴ2

£  у  РRNXN
„оп

£ у  РKNXN )

В соотношениях (32) величины х,
(1 =  1, 2, Пх) (для первого стати
стического ряда 1 =  пц  для второго 
ряда I =  л2 и т. д.; для N  ряда ¿ =  
=  / = 1 , 2 ,  М; N — число
изделий-аналогов) представляют со
бой значения случайных величин 
в каждом конкретном ¿-м опыте из
/-й серии наблюдений. Ведичины х? =
=  (/ =  1, 2, ..., Л0 представляют собой 
средние расчетные значения этих же
случайных величин (х°"), вычисленные
по соответствующим детерминисти
ческим соотношениям. Величины 
Йу (/ =  1, 2, ..., М) представляют собой 
систематические погрешности /-го 
детерминистического метода расчета, 
определяемые как

В расчетах надежности изделий не
обходимо пользоваться такими де

терминистическими методами, для 
которых систематические погреш
ности йу минимальны.

В качестве простейшего примера 
рассмотрим порядок получения си
стематической погрешности расчета 
разрушающей нагрузки для изделия, 
представляющего собой стальную 
ортотропную круглую цилиндриче
скую оболочку вращения, нагружен
ную равномерным внутренним из
быточным давлением.

Относительная величина разруша
ющей статистической нагрузки по 
безмоментной теории

(^Р)іі ~
*1

Щ у - ,
овИ,/Я

(33)

где (^ р П);/ — опытное значение раз
рушающей нагрузки в испытании из 
/-й серии наблюдений; а в — среднее 
значение предела прочности, мате
риала оболочки, полученное по ре
зультата^ испытаний образцов при
одноосном растяжении; Л, /? — сред
нее значение толщины и радиуса 
оболочки (/? >> К), ку — среднее 
значение систематической погреш
ности детерминистического метода 
расчета несущей способности обо
лочки для /-й серии наблюдений, 
определяемой из соотношения:

тк
Пі

X

(34)

где /*у — число опытов в /-й серии 
наблюдений; тк — коэффициент,
учитывающий детерминистический ме
тод прочностного расчета (к-ю тео
рию прочности); Рр — среднее теоре
тическое значение разрушающей 
нагрузки, равное сгвЛ//?; (^ р 11)/ —
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среднее опытное значение разруша
ющей нагрузки в /-и выборке,

пІ
^  ( ^ р и  ~  N",
і= 1
N  — число выборок),

Цилиндрическая оболочка рассчи
тывается по безмоментной теории 
(рис. 8). При этом Оу — рЯІк=- а тах, 
ох =  рЯ/2Л, ох — 0.

Условия неразрушения изделия 
в соответствии с четырьмя различ
ными теориями прочности для плоского 
напряженно-деформированного со
стояния оболочки определяются из 
следующих соотношений:

1) для теории наибольших нор
мальных напряжений
а у = р /? /Л < с т в ; (35)

2) для теории наибольшего отно
сительного удлинения
Оу — рох =  [р# (1 — ц/2)]/А <  ств ;

(36)
3) для теории наибольших каса

тельных напряжений
Оу =  р Я /Л < а в; (37)

4) для энергетической теории проч
ности

V  Оу +  ох — 2\юхоу =

=  - Щ -  Г"5/4— | і <  о„. (38)

Условия прочности для всех четы
рех теорий в общем виде можно пред
ставить так:

т Л - ^ - < а в . (39)

4. Значения коэффициента
ПРОЧНОСТИ Г П к

№
теории
прочно

сти
тк

№
теории
прочно

сти
«Л

1 1 3 1
2 0,75 4 УЗІ2

Рис- 8. К расчету цилиндрической 
оболочки по безмоментной теории

Значения коэффициентов тк для
четырех теорий прочности при 
(р 0,5) представлены в табл. 4.

Анализу были подвергнуты во
семь аналогичных изделий, пред
ставляющие собой цилиндрические 
оболочки сосудов высокого давле
ния, изготовленные в одних условиях 
из сталей типа ЗОХГСА. Результаты 
расчетов по соотношениям (35)—(38) 
систематических погрешностей де
терминистических методов расчета 
разрушающих нагрузок с использова
нием упомянутых четырех теорий 
прочности представлены в табл. 5.

Анализируя результаты табл. 5, 
можно заметить, что наилучшее соот
ветствие опытным данным дают первая 
и третья теории прочности при расчете 
гладких осесимметричных стальных 
изделий вращения, нагруженных
5. Результаты расчетов 
систематических погрешностей

№ испытуе-
Теории прочности

мого изделия
1 2 3 4

1 1,05 0,787 1,05 0,908
2 1,08 0,810 1,08 0,934
3 1,07 0,803 1,07 0,926
4 1,06 0,795 1,06 0,917
5 1,02 0,765 1,02 0,882
6 1,02 0,765 1,02 0,882
7 1,04 0,780 1,04 0,900
8 1,01 0,758 1,01 0,873

1,04 (У,780 1,04 0,901
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внутренним статистическим избыточ
ным давлением. Это обстоятельство 
следует учитывать при анализе их 
надежности расчетными методами.

9. АЛГОРИТМЫ ФОРМИРОВАНИЯ 
КРИТЕРИЕВ СТОХАСТИЧЕСКОГО 
ПОДОБИЯ И ПОЛУЧЕНИЯ 
ОБОБЩЕННОЙ СТАТИСТИЧЕСКИ 
ОДНОРОДНОЙ ИНФОРМАЦИИ 
ПО ОДНОТИПНЫМ и з д е л и я м

Описание общей процедурной схемы.
Общая процедурная схема для 
формализации процесса получения 
я-критериев стохастического подобия 
и, формирования обобщенной стати
стической однородной информации 
по однотипным техническим устрой
ствам представляется на основе мето
дов теории распознавания образов и 
стохастического подобия. Целесооб
разно формировать критерий в два 
этапа. На первом этапе по параметри
ческому описанию I (£>) некоторого 
множества N  технических устройств 
данного класса, состоящего из под
множеств пѵ  п2, ..., п г (/ — число 
подмножеств), осуществляется иден
тификация изделий с помощью ин
формационной матрицы вида

*11 *12 • • ■ *1 п
*21 *22 • *2П

XNÍ Хи г Х N— п

(40)

Каждая строка » матрицы (40) пред
ставляет собой параметрическое, опи
сание конкретного технического
устройства данного класса (» =  1, л; 
л — число параметров, определя
ющих их признаковое пространство), 
а каждый столбец /  определяет набор 
значений определенного признака 
в исследуемой совокупности техни
ческих устройств этого класса (/ —
=  I, N\ N  — число однотипных изде
лий). На втором этапе осуществляется 
дальнейшая идентификация отобран
ных на первом этапе однотипных 
технических устройств на уровне про
цессов, происходящих при функци
онировании изделий, что необходимо

при исследовании их качества и на
дежности с ориентацией на конкрет
ные модели отказов. При этом в ка
честве теоретической основы ис
пользуется понятие стохастического 
подобия технических устройств в от
ношении надежности протекания 
конкретных физических процессов.

При получении обобщенной коли
чественной информации формируются 
однородные статистические выборки 
количественных признаков, характе
ризующих физические модели от
казов технических устройств при их 
функционировании. На базе этих вы
борок устанавливаются обобщенные 
выборки, для которых подбираются 
подходящие законы распределения. 
При получении обобщенной каче
ственной информации выявляются 
определяющие параметры, характе
ризующие надежность протекания 
конкретных физических процессов, 
происходящих при функционирова
нии составных частей технических уст
ройств; затем определяются совокуп
ности критериев стохастического 
подобия, характеризующих эти про
цессы. После этого рассматриваются 
результаты испытаний некоторой 
совокупности технических устройств, 
которые предполагаются принадле
жащими к одной генеральной совокуп
ности при наличии статистической од
нородности всех одноименных крите
риев стохастического подобия, характе
ризующих надежность протекания 
определяющих физических процессов.

Полученная таким образом обо
бщенная статистически однородная 
информация используется для рас
чета показателей надежности вновь 
создаваемых модификаций однотип
ных технических устройств, для кото
рых имеется недостаточная информа
ция для принятия решения об их 
уровне достигнутой надежности. 
Формирование обобщенной статисти
чески однородной информации по 
некоторой совокупности созданных 
или параллельно создаваемых одно
типных технических устройств осу
ществляется по следующему укруп
ненному алгоритму, представленному 
в операторной форме:

и ц ; 2и 3и Аи 6, (41)
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где и  у — блок определения класса 
(типа, вида, конструктивного ряда) 
аналогичных технических устройств; 
ІІ2 — блок выявления определяющих 
физических процессов при постро
ении данного вида отказа в ходе функ
ционирования изделия; і/3 — блок 
выявления совокупности количе
ственных признаков, характеризу
ющих данный вид отказа; и 4 — блок 
получения критериев стохастического 
подобия, характеризующих надеж
ность протекания рассматриваемых 
физических процессов в данной отка- 
зовой ситуации; Ѵь блок анализа 
статистической однородности сово
купностей одноименных критериев 
стохастического подобия однотипных 
технических устройств по отношению 
к данным физическим процессам и 
формирования совокупностей изде
лий-аналогов.

Реализация процедур в блоке Ѵг
Определение класса однотипных 
технических устройств в одномерном 
случае осуществляется с помощью раз
деляющей функции следующего вида 
(случай двух классов А г и Л2):

- т г) +  ~  І п - 2 і - * 0 ,  (42)

где х — количественный признак, 
по которому ведется распознавание 
класса (типа, вида, конструктивного 
ряда) изделий; т ь  т 2, сгі, сг2 — соот
ветственно математические ожидания 
и средние квадратические отклонения 
признака х в классах А г и Д 2.

Операторная блок-схема разделя
ющей функции (42) имеет вид:

^8^9 і 10^10 ̂  ^^11

І0,11Д І2. (43)

где А і — оператор вычисления вели
чины и = х  — гпу\ А 2 — оператор 
вычисления и |  — и * и; Л3 — опе
ратор вычисления Вг (Ѵ ^ )  иг\ Л4 — 
оператор вычисления V =  х  — тг\ 
Л5 — оператор вычисления Ѵг — 
=  V * V; Л6 — оператор вычисле
ния В2 (1/26г) Ѵі, А 7 — оператор

и = х ~ т 1 1 7

------------- 1------- -----
и * = и * и 2 Л(х)=б;-Й2^б5 8

-------- — I— ♦

Вг Ь , т(Лі 3
7,

Г Ь ( х ) < 0 з )

л ----------1
х - т г — Ѵ Ч

ІІ л “Печать „х еЛг 10

------------- 1 ______ і .---------
ѵ ^ ѵ  * -Ѵ 5 Печать „х б >4* 11

-------------1— і ______

В2~ 2б 6 к о н е ц 12 **

Рис. 9. Блок-схема алгоритма вычи
сления разделяющей функции в одно
мерном случае (случай двух классов 
А] и А 2); 1— І 2 — номера блоков

присвоения В3 =  Л в —
оператор вычисления Л (х) =  Вг — 
— В2-± В$\ Р $ і \0 — оператор про
верки условия /г(х) <  0, если условие 
выполняется, то переход к следующему
оператору, а если нет, то к 9Л Л^012—
оператор печати «х принадлежит 
к классу Л2» и переход к оператору 
Яі2’ 9А ц  — оператор печати «х при
надлежит к классу Лі»; Я 12 — опера
тор окончания счета.

Блок-схема алгоритма (43) пред
ставлена на рис. 9. (На рис. 9—17 
в операторах сравнения обозначено: 
О — нет, 1 — да).

Определение класса однотипных 
изделий в многомерном случае осу
ществляется с помощью следующего 
вида (случай двух классов Ау и Л2):

л т = * г ( х  ~  ж 1,т  2 г * (Х  ~

- Л Я )  Л42)т X

X {Х -  М2) +

-* 4 - , п < 1 2 . 1 / 1 2 г | ) - о .  т

где X  — многомерный вектор количе
ственных признаков хг, х2, . . . ,  хм ,
по которому ведется распознавание 
класса изделий-аналогов; М1, М2 — 
математические ожидания вектора X
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Рис. 10. Блок-схема алгоритма вычисления разделяющей функции в много
мерном случае (случай двух классов А г—Л 2): 1— 19— номера блоков

в классах А х и Л2; 2 і»  2 *  — кова
риационные матрицы вектора X
в классах Л | и А 2; J j /"* — матрицы,
обратные ковариационным матрицам
2.7 І І — Ь 2); Т  — индекс транспо
нирования.

Операторная блок-схема вычисле
ния функции (44) имеет вид:

А 1А 2 ^ і ЗА4Р 5 ^ 3АЬА 7А % 1 К (9 ^ 1 0 ^ іѴ^9

^ 12^ 13^ 14^ ]5^ іѴ /і8^ 17^ 18 17ЛЧ э .

(45)
где Ах — оператор ввода исходных 
данных; Л2 — оператор присвоения 
і =  0; ьК із — оператор-счетчик по І, 
і dh 1 ; Л4 — оператор вычисления
А і =  х і — (M i f  > р ь \ з  ~~ оператор 
проверки условия І <  я, если оно 
выполняется, то переход к оператору 
К а,  а если нет, то переход к следу
ющему оператору; Лв — оператор вы
числения Dx =  0ц а 22 ... опп; А 7 — 
оператор вычисления В г — А\!ал - f
+  Al / Ü2  +  •■■ +  А пІап> А 8 ~  опера
тор присвоения і — 0; 11К  і» —  опе

ратор-счетчик по і , г +  1; А 10 — 
оператор вычисления А \ — Х і —
— (М^)2; Р ^ 12д — проверка условия 
і <С я, если оно выполняется, то пере
ход к оператору /С*», а если не выпол
няется, то переход к следующему 
оператору; Л12 — оператор вычисле
ния Э 2 =  о'п о^ . . .  <тлл; Л 13 — опера
тор вычисления =  (Л 02/аЬ +
+  (л 2)2/ а22 +  +  Й п ) 2/ апп» ^ 1 4 -
оператор вычисления В, =

1
2 Ц ° п ^ о пп) , ( а п а ^ . .  0ЛЛ)]; 

ЛіБ — оператор вычисления А (х) =  
=  В { — В2 +  В3\ Р ^ Ч  18 — оператор 
проверки условия А (х) <  0, если это 
условие выполняется, то переход к опе
ратору Л і8, а если не выполняется, 
то переход к оператору Лі7; Л17 — 
оператор печати «Л принадлежит клас
су Ах*, переход к оператору # 18; 
Ліб — оператор печати «X принадле
жит классу Л2»; Яхя — оператор окон
чания счета.

Блок-схема алгоритма (45) пред
ставлена на рис. 10.

Определение конкретного класса 
однотипных технических устройств
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из некоторого множества классов из
делий может быть определено по пра
вилу К  ближайших соседей с помощью 
непараметрического метода рас
познавания. Операторная блок-схема 
алгоритма этого метода имеет вид

^ И 2 16̂ і3^4^514̂ /6^7^813̂ /9  Х

Х ^10^ іИ і2^ іУ 416Р 146Н5^/П5^1б\73 Х
у  л л 22ь" р|22 л 20, 21 р|23 гг 
X  -«17^18 ^¿19^20^21^*21 ^22|19^23»

(46)

где А\ —  оператор ввода исходных 
данных; А2 —  оператор присвоения 
і =  0; і 6К із —  оператор-счетчик по £, 
£ +  1; и К т  —  оператор присвоения 
по /, I +  Г, Л4 —  оператор присво
ения К і =  0; Л5 —  оператор при
своения /? =  0; Л 7 —  оператор при
своения К  =  0; Л8 —  оператор при
своения / =  0; /С/9 —  оператор- 
счетчик по /, / +  1; Л10 —  оператор 
вычисления Я1 =  (Х щ  —  х.£\ Л и  —
оператор вычисления /?2 —  ^1 * 
* £?1; Л12 —  к текущему значе
нию К  добавляется значение К 2 К —

=  /? +  /?2’ ^іѴ/іб —  оператор про
верки условия / <  п, если такое усло
вие выполняется, то переход к опера
тору Ау9, а если не выполняется, то 
переход к следующему оператору;

|  0
М 4 Ц 5 “  оператор проверки усло
вия Гц <  г, если это условие вы
полняется, то переход к следующему 
оператору, а если не выполняется, 
то переход к оператору К и; К ц и  ~  
оператор-счетчик по К { /С(-=  /С,- +
+  1; ^ іѴ /із  “  оператор проверки 
условия £ <  N.  если это условие вы
полняется, то осуществляется переход 
к оператору /Сіз. а если не выполняет
ся, то к следующему оператору; Л17 — 
оператор нахождения К  =  шах (Кі, ..., 
Км); Л18 — оператор присвоения 
і =  0; К і і9 — оператор-счетчик по
і і ~  £ +  1; Р20121 — оператор про
верки условия К =  К і , если это 
условие выполняется, то переход к сле
дующему оператору, а если нет, то 
осуществляется переход к оператору
Р2 2 \̂ 19’ ^21 — оператор печати зна
чения £, при котором достигается ра
венство к =  Кі\ Я222319 — оператор 
проверки условия £ <  N, если оно 
выполняется, то переход к К ш ,  а если 
нет, то переход к следующему опера
тору; Я%а — оператор окончания 
счета.

Блок-схема алгоритма (46) пред
ставлена на рис. 11.

Реализация процедур в блоках 
и 2 и 1/а. Выявление определяющих

Рис. 11. Блок-схема алгоритма распознавания изделий данного класса в неко
торой совокупности классов: і —г з — номера блоков
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процессов, а также основных факто
ров, их характеризующих, для реали
зации алгоритма (41) достаточно эф
фективно осуществляется с использо
ванием эвристических процедур, 
т. е. процесса принятия решений на 
основе обобщенного опыта экспертов- 
специалистов в данной области. Каж
дому из л экспертов предлагается 
перечислить основополагающую со
вокупность процессов и возможных 
отказовых ситуаций при формирова
нии конкретных моделей надежности 
составных частей технических уст
ройств. При этом каждому определя
ющему процессу ставится в соответ
ствие определенный количественный 
признак х или совокупность призна
ков, т. е. некоторый вектор X =
— х(хх, ..., х^), где N  — размерность 
вектора х.  Далее для всех определя
ющих процессов соответствующими 
специалистами выявляются основные 
факторы, влияющие на надежность 
их протекания. Обработку мнений экс
пертов принято осуществлять с по
мощью формальных критериев. Од
ним из таких достаточно общих крите
риев может служить коэффициент 
конкордации. Алгоритмы его вычисле
ния в операторной форме имеют вид

^  іА И з 3>6̂ » 4 ^ 5 ^ Н ^ 7 ^ 8  8’ П^1'9^10 Х

V  р |І 2  л а 13,17«  ̂ Я А р  \  18 ѵ  

х  М Ч Э 'Ч г^ ІЗ  А /І4Л 15Л 16*17 114х

у  А 1 8 , 2 5 А А 21,24 к- л р \ 25 ч.
х  л 18 А 1'19Л 20Л 21 А /22л 23 ■ 24 122 х

у  26 А л 27,30 к  А У  
х  *25 119л 26л 27 Л 128Л 29 Х

Х  28^31 -^32^33 > (^)

где А х — оператор ввода исходных 
данных х.^, А 2 .— оператор при
своения ( ¿ = 0 ) ;  А 3 — оператор при
своения Ху =  0; 3.6 / ( и  — оператор 
суммирования: к текущему значению £ 
прибавляем единицу (£ =  £ +  1); 
Аб — оператор вычисления текущего
значения Ху — Ху +  Х Су\ —
оператор проверки условия £ <  л; 
А 7 — оператор присвоения (/ =  0);
А в — оператор присвоения (X =  0);

8 11’ Кг» — оператор суммирования: 
к текущему значению / прибавляем 
единицу (/ — / +  1); А 10 — оператор 
вычисления текущего значения X  =
=  X  +  Ху ; — оператор про
верки условия /  <  т\ А 12 — оператор 
присвоения (/ — 0);' А 13 — оператор
присвоения ( 5 = 0 ) ;  13,17Кд 4 — опе- 
ратор суммирования: к текущему
значению / прибавляем единицу (/ =  
=  / +  1); А 1б — оператор вычисле
ния Уу =  Х у ----X; А и  — опера

тор вычисления 5 = 5 +  Vу ; Р ^ 18̂ .— 
оператор проверки условия /  <  т ; 
А Хц — оператор присвоения (£ =  0);
18,25 /(*19 — оператор суммирования: 
к текущему значению £ прибавляем 
единицу (£ =  £ +  1); А 20 — оператор 
присвоения (Т( =  0); А 21 — оператор
присвоения (] — 0); ’ Кугг — опе-
ратор суммирования: к текущему
значению / прибавляем единицу (у =  
=  /  +  1); А 23 — оператор вычисле
ния Т 1 =  Т 1 +  (£+ У/); Р242422
оператор проверки условия у<С т ;  
Р 252̂  19 — оператор проверки условия
£ С  л; А 26 — оператор присвоения 
(£ =  0); А г 7 — оператор присвоения
(Т =  0); 23,30 К *28 — оператор сум
мирования: к текущему значению £ 
прибавляем единицу (£ =  £ +  1); А 29— 
оператор суммирования: к текущему 
значению Т  прибавляем Тг- Т =  Т  +
+  7+, Рэо3|28 — оператор проверки
условия £ <  л; А зх — оператор 
вычисления коэффициента конкор

дации: =  5 ^  ̂  утт”2 (т3  — т ) — J;
А 32 —- оператор вычисления 2-крите- 

рия: ¿  =  1п. [ ( » -  1) Г / ( 1 - Г ) 1 ;
Язз — оператор окончания счета, 
печать I .

Блок-схема алгоритма (47) пред
ставлена на рис. 12.

Далее оценивается различие су
щественности влияния исследуемых 
количественных признаков (определя
ющих процессов и факторов) путем 
сравнения оценок дисперсий 5 | между 
признаками с остаточной дисперсией



Алгоритмы формирования критериев стохастического подобия 77

Рис. 12. Блок-схема алгоритма проведения оценки степени согласия экспертов 
при определении определяющих процессов и параметров, влияющих на надеж
ность составных частей изделий:
1 — 33 — номера блоков

5ост, которые определяются по следу
ющим формулам: X

п т п

і= 1Ь =1 /=1
т

- » £  (X,)* +  гт (Х „ У  |,
/=1 ■}

где
п т

Х и  ~  ш  2  ̂ ~~ °бщий сред'
і= і / = і
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ний ранг;
т

Х і  =  т 2  средний ранг у
/'=1

/-го эксперта;
п

Х і — — ^  X i j  — средний ранг у і-го
і=і

признака.

Значимость различия, дисперсий 
и 5ост проверяется по 2-критерию

[ 2  =  4 " ІП ( 5 і / 5 ост) ] ПР И числе

степеней свободы ѵх — т — 1 и 
ѵ2 =  (т — 1) (л — 1). Если I  >  Іа. 
(где Za. — табличное значение), то 
с вероятностью Р ^  1 — а  можно 
утверждать, что различие в оценках 
дисперсий статистически значимо,
т. е. различие во влиянии исследуемых 
признаков статистически значимо
и влияние выбранных признаков на 
исследуемые процессы и факторы су
щественно.

Операторная блок-схема алгоритма 
вычисления величины I  имеет следу
ющий вид:

л ,  ‘-9 ѵ м ч
ѵ  Л 10, 18 ь- А А 13.16 д- Л у  
х  л 10 Л Ш /112Л 13 л /14л 15 х
ѵ р И 7  а  р Н  9 а А 20,28 ѵ  
х  Мб 4 14М7М8 4 11*19*20 Л »21 х
V А А 23.26к  А Р ^ 27 А У X Л2 2 23 л /24/125^26|24/127 х
ѵ  р  129 л а  А 31,34 К" л ѵ х  ^28 ігі^гэ^зо^зі л /з2л з з х
у  р  135 л а А 37.45^ А А ѵ 
х  *34 і 32/135 л 36/137 л  £38 л 39л 40 х
у  4 0 , 4 3 л р  144 а р і  46 а ѵ 
х  Л /‘41Л42МЗИ1Л44М5|38 л 46х

X ■^4747’5°^і48^49^>505|48^5И 52 Х

Х ^53 53’56^/54^55^565/54^57^58^59Х

Х ^60^61^62* (^®)

В операторном соотношении (48) 
обозначено: А х — оператор при
своения (у =  0); 1,9Ху2 — оператор

счетчик по у у =  у - j -  1; А 3 — опе
ратор присвоения (і = 0 ) ;  А 4 — опе
ратор присвоения (Ху =  О); 4,7/( і5 — 
оператор-счетчик по і і =  t - f  1; 
Л6 — оператор суммирования: к те
кущему значению X j  прибавляем 
Х ц  X ,  -- X ,  +  x t i ; Р7\ 85 -  one- 
ратор проверки условия і <. л; Л8 — 
оператор вычисления X,-=  Х«/лі; 
Я 9  ̂2 — оператор проверки условия 
у <  т ;  Л10 — оператор присвоения
(і -  0); 10,18/<'гіі — оператор-счетчик 
по t і =  і +  1; Ліг — оператор при
своения (у =  0); Л13 — оператор
присвоения (Х і =  0); 13,16 КjXX —
оператор-счетчик по у / =  у +  1; 
А хъ ~  оператор суммирования: к те
кущему значению Х і прибавляем 
X cj Xt=  Х і +  X tJ\ P!6ll H — опера
тор проверки условия у <С т\ Л17 — 
оператор вычисления Х і — X*/m; 
РіУ 9ц — оператор проверки условия
і <С л; Л і9 — оператор присвоения 
(t =  0); Л2о — оператор присвоения
(V =  0); 20,28/(г2і — оператор сум
мирования: к текущему значению і 
прибавляем единицу: і =  і -J- 1;
Л 22 — оператор присвоения (у =  0); 
Л2з — оператор присвоения (Ѵ* -— 0);
ро Р6

Kjzi — оператор-счетчик по у у =  
=  у +  1; Л25 — оператор суммирова
ния: к текущему значению Ѵі при
бавляем Х ц  Vt =  Vt +  Х і7; Р262І 24-  
оператор проверки условия у <: nr, 
Л27 — оператор суммирования: к те
кущему значению V прибавляем
Уі У =  У +  Ур Р282\2 і ~  оператор 
проверки условия і <Z л; Ло9 — опера
тор вычисления Х^у — Ѵ1тп\ Л30 — 
оператор присвоения (у 0); Л31 — 
оператор присвоения (и — 0);
31,34 Kj32 — оператор-счетчик по у у =  
=  у +  1; Лзз — оператор суммирова
ния: к текущему значению и при
бавляем X2; и =  и +  X2; Я^Д532 — 
оператор проверки условия у <С т ;  
Л 35 — оператор вычисления вели

чины: S \ =  [ли — т л  (X t/ )2];
Л36 — оператор присвоения (і =  0);



79Алгоритмы формирования критериев стохастического подобия

А 37 4- оператор присвоения (V 0); 
87 '4о/С/зв — оператор-счетчик по / / — 
=  I 1; А зэ — оператор присвоения 
(/ ~  0); Л40 — оператор присвоения
(V/ =  0); 40,43Л’;41 -  оператор-счетчик 
п0 / } ~  / +  1; Л42 — оператор
суммирования: к текущему значению
V,- прибавляем X 2;- 1̂ - =  Х2у-;
рД 4441 — оператор проверки условия
I <  т\ Л44 — оператор суммирова
ния: к текущему значению V прибав-
ляе* V, V ~  V +  V Р / « 38 -  
опёратор проверки условия I <  л; . 
Л4в — оператор присвоения (£ =  0); 
Л47 — оператор присвоения (ы =  0);
47,50/(¿48 “  оператор-счетчик по I / =  
== ( -|- 1; Л49 — оператор суммирова
ния: к текущему значению ы при
бавляем X] и =  ы +  X2; Р 5̂ 4 8  — 
оператор проверки условия I <  л; 
Л51 — оператор вычисления и =  ты; 
Л 52 — оператор присвоения / =  0 ; 
Л63 — оператор присвоения № 0;
53,56К]м — оператор-счетчик по / /  =  
=  / Н- 1; Л55 — оператор суммирова
ния: к текущему значению при
бавляем Х }- =  № +  Ху ; Р5У>754 —
оператор проверки условия / <  т ;  
Л57 — оператор вычисления V? — л X 
X В7; Л&8 — оператор вычисления
с2 У - и - У Г  +  т п (хЬ ) . , _
ост ( т  — 1) (л — 1) ’ 59

оператор вычисления 1 —
=  ^  1п (5 ^ /5 ^ ст); Л«, — оператор

вычисления т — 1; Лв1 — опе
ратор вычисления \ 2 =  -(/л — 1) X 
X (л — 1); Яв2 — оператор оконча
ния счета.

Блок-схема алгоритма (48) пред
ставлена на рис. 13.

После того, как оценено влияние 
исследуемых признаков, следует 
определить структуру, т. е. влияние 
каждого фактбра на исследуемый про
цесс. Это можно осуществить с по
мощью стандартных процедур дис
персионного анализа, но так как экс
пертные методы являются доста
точно приближенными, то можно 
ограничиться оценками различия 
в средних рангах между параметрами.

Операторная блок-схема алгоритма 
такой оценки имеет вид
а МОі/ л л 4,7К Д Р ^ Д Д Р ^ ѵ  /і] л ^ 3^4 А(5Л6̂ 7 ^5Л8Л9/^10 | 2Х

х  А  д і ъ л т ѵ  а а  х
х  Л И л Аг12/113 Л /14Л 15Л 16 Х

Х  ?  17 |814 ?  18V 22^ 19у (^9 )

где Л1 — оператор присвоения (/ =
0); 1,10/Су2 — оператор-счетчик по 

/ / “  / Ь 1; Л3 — оператор при
своения / -- 0; Л4 — оператор при
своения Uj =  0 ; 4,7/(¿5 — оператор- 
счетчик по I / -- / +  1; Л8 — опе
ратор вычисления Uj — и}- +  —
— А'с)2; Р 7 35 — оператор проверки 
условия / <  л; Л8 — оператор вы
числения -= [ыу/(п — 1)]1/2; Л 9 —
оператор вычисления

1 V п
Р 1У 12 — оператор проверки условия 
/ <  т ;  Ли  — оператор присвоения
К ~  0 ; 11,18/(й12 — оператор-счетчик 
по К К  ■- /С +  1; Л13 — оператор
присвоения I — АГ; 13,17/(/14 — опе- 
ратор-счетчик по / : / = / +  1; Л15 — 
оператор вычисления — —

= (Х и -  Х { ) і 8 х ^ _ х ^  Л ,6 -  опера

тор вычисления 5 -  — ~  +
х ь ~ х і ѵ '  А

+  5 :1 -ѵ /2- р!18
М 7  114 оператор про- 

Ч  19верки условия I <  т; 12 — опера
тор проверки условия /С <  т ;
Я 19 — оператор окончания счета.

Блок-схема алгоритма (49) пред
ставлена на рис. 14.

Финишной операцией алгоритма 
(49) является проверка условия
/— — ;> (где іп — табличное зна-
* к ~ х і Ѵ а

чение квантили распределения і Стью-
дента). Если это условие выпол
няется, то с вероятностью Р ^  1 — а  
можно утверждать, что различие 
в средних значениях исследуемых при
знаков статистически значимо, т. е. 
их следует отнести к различным груп
пам.

Реализация процедур в блоке.
и Наиболее часто используемый на
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Рис- 13. Блок-схема алгоритма оценки существенности влияния исследуемых 
признаков:
1—62 — номера блоков

практике способ получения я-крите- 
риев подобия основан на применении 
метода нулевых размерностей. Пусть 
имеется т величин определяющих па
раметров %і (і =  1, т). Для кон
кретности рассмотрим физические 
явления механического типа, основ
ные единицы которых [М\, [Ь], \Т \ ,  
т. е. масса, длина, время. Принци

пиальная блок-схема алгоритма ре
шения этой задачи представлена на 
рис. 15, где пг =  9/т — число факто
ров, определяющих надежность про
текания некоторого физического 
процесса.

В качестве исходных данных ис
пользуется полная матрица размер
ностей || А  || вида т X <7. Счет начи-
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Рис. 14. Блок-схема алгоритма оценки структуры влияния исследуемых при 
знаков:
1 — 19 — номера блоков

нается с вычисления определителей 
<7-го порядка в блоке I (рис. 16). Воз
можны два случая: в первом случае 
существует хотя бы один определитель
Dq Ф  0 (k =  q) и во втором случае все
определители DQ =  0 (£ < < 7). В пер
вом случае осуществляется переход 
к блоку / / ,  в котором вычисляются 
определители Dqis для всех D4 Ф  0.
Затем вычисляются зйачения пока
зателей степеней о^, |^ , у., 6  ̂ (і —
=  1,4) в блоке 111 для всех возмож
ных форм записей. Во втором случае 
осуществляется переход к блоку IV,  
в котором вычисляются все равные 
нулю определители (q — 1)-го порядка
Dq~ l в отличие от блока 1, где вы
числяются определители, составлен
ные из столбцов частичной матрицы 
IIИ ||. Перебор столбцов каждой ча- 
стйчной матрицы ||£  || ведется до тех 
пор, пока не встретится определитель, 
не равный нулю. Если такой определи
тель Dq~ 1 найден, то k < Z q — 1.
Если же все определители Dq~ 1 =  О, 
то k < q  — 1. При k — q — 1 в бло
ке V вычисляются определители
для случая, когда Dq~ 1 Ф  0. Даль
нейший расчет осуществляется по 
процедурам блока 111. При k < q  — 1 
последовательность расчета остается 
той же самой, что и ранее, с той лишь 
разницей, что в последующих блоках

должны вычисляться определители 
каждый раз на порядок ниже преды
дущего с учетом размеров частичной 
матрицы ||/?||. В предельном случае 
расчет по правой ветви (см. рис. 16) 
заканчивается вычислением определи-
телей D и Dis второго порядка, после 
чего следует снова расчет nô процеду
рам блока 111.

Реализация процедур в блоке Р 5.
После того, как получена некоторая 
совокупность одноименных групп 
критериев подобия, необходимо 
осуществить проверку их статистиче
ской однородности. Практически 
такую проверку можно осуществить 
попарно по критерию t Стьюдента. 
Расчетная формула для /-критерия 
имеет вид:

X

X Піпг (пх ч- Я2 — 2)
П1 +  Л2

(50)

где щ,  лу, 5 Я. — оценки средних
Значений и средних квадратических 
отклонений і-го и /-го критериев по
добия из одноименной группы; л*, 
л2 — числа наблюдений при формиро
вании і'-го и /-го критериев подобия 
соответственно.
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4г 0 = 0 Е>

З а п о м и н а н и е  н ом ер о в ,п р и  кот оры х  [Z 
D4=0, K ,L ,M ,N

X
і - 0  — Г~

l = l+ 1
X ZJ

-ÇL4K,L,M,N \8)
1  à -------------- r-,

Р еш ен и е  си с т е м ы  у р а в н е н и й  о т н о си — LZ 
т е л ь н о  o c i,P i, j ¿ ,á ¿

а і= а Иа і+ а 1(Ьінам ^ і+ а ы5і 

Ві~ Ok&i+Bi bMf¿
с ^ с ^ + с ф - ^  cmji + cnS-l 
d-L=dkai+ dLfii+ dMji+ dNói

Значения a i , 10

t
—»__

i & 9 11)

____ ІО____
L к о н е ц ш

Рис. 15. Блок-схема получения кри
териев подобия:
1 — 12 — номера блоков

Операторная блок-схема вычисле
ния /-критерия имеет вид:

А А А 3,6Л” А p t 7 А А А уЛ1Л2Л3 Л*4/ |57 6 |4 / |7Л8/19 л /10 Х

у  A p i  13 А а а 15,18к  a Y 
Л ЛИГ 12410Л13Л14Л15 ЛП6/117 л

Х 16^ 19^20^21 2,’24̂ /22^23 Х

Х Р2\\  22^25^26^27^28^29» (^ 0

где А х — оператор ввода исходных 
данных (л,-,яу, пху ла); Л2 — оператор 
присвоения i = 0 ;  А & — оператор

Рис. 16. Схема анализа определите 
лей при определении критериев по
добия

присвоения и — 0; 3,6/Ci4 — оператор 
суммирования: к текущему значению i 
прибавляем единицу: (t t +  1);
Л5 — оператор вычисления и =  
=  и +  л.;  P g |4  — оператор проверки
условия i <С «i; Л 7 — оператор вы
числения Й!- =  ц/лх; Л g — оператор 
присвоения j  =  0; Л9 — оператор
присвоения У — 0; 9,*2Кдо — опера
тор суммирования: к текущему значе
нию / прибавляем единицу (/ =  / +  
+  О; Лц  — оператор вычисления
V — V +  Яу‘, P j2 |3io — оператор про
верки условия j  <  Л2; Лхз — оператор 
вычисления я  j  — vln2\ Л14 —  оператор 
присвоения S nix =  0 ; Л15 — оператор
присвоения i =  0 ; 15, 18/С(-1б —опера
тор суммирования: к текущему зна
чению i прибавляем единицу (í =  i +  
+  1); Л17 — оператор вычисления
■^яг.1 =  +  (n i ~ ^ i)2; ^iVfie
оператор проверки условия i <С Лх*, 
Л19 — оператор вычисления величины 

Sxi/(«i — í) ; Л20 — оператор
присвоения Sji-x — 0; Лах — оператор 
присвоения / — 0 ; 21,24 Kj 22 — опера-
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Рис. 17. Блок-схема алгоритма для критериев подобия:
1 — 29 — номера блоков

тор присвоения: к текущему зна
чению / прибавляем единицу (/ /
+  1); ^23 — оператор вычисления

(я * Я1'У ’ 22 —
оператор проверки условия /  <; л 2; 
Л25 — оператор вычисления

=  1 +  (я £ — я ,)2. ^26 -  оператор
вычисления /С ^  я . — яу.; —
оператор вычисления Ч-

+  п25 л .) 1/Г2'* ^2 8 — оператор вычисле-

ния /-критерия как / 1«іл2 X

X (лі Н- л2 — 2)/(л1 +  л2)],/2 ; Ягэ — 
оператор печати / окончания счета.

Блок-схема алгоритма (51) пред
ставлена на рис. 17 .—

При 1 /| ^  /а (/а — табличное зна
чение / при уровне значимости а) 
считаем, что критерии я* и я 7- при
надлежат одной генеральной совокуп
ности, а при | / |  >  іа — не принадле
жат, т. е. критерии подобия статисти
чески неоднородны.



Глава 5. Обеспечение надежности 
радиоэлектронных систем

1. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И ОЦЕНКА НАДЕЖНОСТИ 
ПРОГРАММНЫХ СРЕДСТВ 
РАД ИОЭЛ Е КТРОН Н Ы X 
УСТРОЙСТВ

Структурная сложность больших 
программ, огромная трудоемкость 
процесса их разработки, трудности 
отладки приводят к тому, что практи
чески всегда существует вероятность 
наличия ошибки в программе. Хотя 
процессы, происходящие в аппаратуре 
и приводящие к отказу системы, су
щественно отличаются от процессов, 
приводящих к отказу из-за наличия 
ошибок в программном обеспечении 
(ПО), при оценке надежности про
граммного обеспечения пользуются 
основными положениями теории 
надежности, заимствуя из нее не только 
сам подход, но и отдельные понятия 
и терминологию.

Программное обеспечение можно 
рассматривать как подсистему не
которой, системы, надежность которой 
может бііть определена как надежность 
системы, состоящей из двух последова
тельно соединенных подсистем. Отказ 
программного обеспечения опреде
ляется как отклонение от правильного 
хода выполнения программы вслед
ствие ошибок, допущенных в процессе 
преобразования исходного алгоритма 
в действующую программу, либо при 
таких воздействиях внешней среды, 
на которые программное обеспечение 
не было рассчитано. Понятие отказа 
поз вол яет опр еде л ять н а деж н ость
программного обеспечения (ПО) как 
вероятность того, что его отказ, вы
зывающий отклонение получаемого 
выхода от требуемого за допустимые 
пределы, не произойдет при опре

деленных условиях внешней среды 
в течение заданного периода наблюде
ния (под определенными условиями 
внешней среды следует понимать поток 
входных данных и состояние управля
ющей системы в процессе выполнения 
программы, а под заданным периодом 
наблюдения — время, необходимое 
для выполнения поставленной за
дачи).

Типовые модели надежности ПО, 
наиболее часто применяемые на 
практике, приведены ниже.

Определение надежности ПО мож
но уточнить в статистическом смысле, 
приняв следующие допущения:

машинная программа Пр может быть 
определена как описание некоторой 
вычисляемой функции F на множестве 
всех значений наборов входных дан
ных, таких, что каждый элемент Е і £ 
£ Е представляет собой набор значе
ний данных, необходимый для вы
полнения прогона программы:

Е =  (Е і , і =  1, 2 , ..., АО;

выполнение программы Пр приводит 
к получению для каждого Е і опре
деленного значения Р (Еі);

множество Е определяет все воз
можные вычисления в программе Пр, 
т. е. каждому набору входных данных 
Е і соответствует некоторый прогон 
программы Пр и, наоборот, каждому 
прогону соответствует некоторый 
набор входных данных Е

наличие ошибок к программе Пр 
приводит к тому, что ей на самом деле 
соответствует функция F ', отличная 
от заданной функции F;

для некоторого Е і отклонение вы
хода Р' (Еі), полученного в результате 
выполнения программы, от заданного
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значения У7 (£,) находится в допусти
мых пределах Д

для всех остальных £*, образующих 
подмножество Еі £ Е, выполнение 
программы Пр не обеспечивает прием
лемого результата, т. е.
| Г  <Ег) - Е  (ЕО |> Л ,- .
Все такие случаи называются рабо
чими отказами.

Каждое £ г- представляет возможную 
комбинацию значений, которые мо
гут быть приписаны входным данным 
программы Пр. Число N возможных Е 
очень велико, но конечно. Совокуп
ность действий, включающая ввод Е і , 
выполнение программы Пр, которая 
оканчивается получением результата 
Е' (Е() или рабочим отказом, назы
вается прогоном программы Пр. 
Таким образом, вероятность Р того, 
что прогон программы Пр приведет 
к рабочему отказу, равна вероятности, 
что набор входных данных Е і , исполь
зованный в данном прогоне, принад
лежит множеству Е г. Пусть п г — число 
различных наборов значений входных 
данных, содержащихся в Еі,  тогда 
ф =  л ?/М есть вероятность того, что
прогон программы на наборе входных 
данных Е і , случайно выбранном из Е 
среди равновероятных, закончится 
рабочим отказом. При этом Р ~  1 — 
— <2 =  1 — я г/УѴ есть вероятность,
что прогон программы Пр на наборе 
входных данных Е і , случайно выбран
ном из Е, приведет к получению 
приемлемого результата.

Однако в процессе реального функ
ционирования программы выбор 
входных данных из Е обычно осуще
ствляется не с одинаковыми априор
ными вероятностями, а диктуется опре
деленными условиями работы. Эти 
условия могут быть охарактеризо
ваны распределением вероятностей Я* 
того, что будет сделан выбор именно 
входных данных Е і .

Распределение ф можно определить 
через Р і с помощью динамической 
переменной у ѵ которая принимает ну
левое значение, если прогон программы 
на наборе Е і заканчивается вычисле
нием приемлемого значения функ

ции, и единичное значение, если этот 
прогон заканчивается рабочим от-

N

казом. Тогда (? =  ^  Р іУі есть ве-

роятность того, что прогон про
граммы Пр на входных данных Е і , 
выбранных в соответствии с распре
делением вероятностей Р і , закон
чится отказом и

N

р  =  ! - < ? =  Е  Рі ( \ - У і )
і =  1

есть вероятность того, что прогон 
программы с входными данными Е і , 
выбранными в соответствии с распре
делением Р і , приведет к правильному 
выполнению программы.

Так как Р — вероятность того, что 
единичный прогон программы не 
закончится отказом на наборе входных 
данных, выбранных в соответствии 
с распределением Р і , т о  вероятность 
успешного выполнения п независимых 
прогонов этой программы

Р ( п ) =  Р" =  (1 — (?)".

Таким образом, можно дать мате
матическое определение надежности 
ПО: надежность программы — это
вероятность безотказного выполне
ния п прогонов программы.

На практике обычно выбор входных 
данных для каждого прогона нельзя 
считать независимым. Условия вы
бора набора данных определяются 
в терминах вероятностей выбора Еі 
входных данных при у'-м прогоне из 
некоторой последовательности про
гонов. Тогда вероятность того, что 
у-й прогон закончится отказом,

N

0.] ~  РііУі ■
»■=1

Надежность Р (л) программы Пр равна 
вероятности того, что в последова
тельности из п прогонов ни один из 
них не закончится отказом:

Р(п) =  ( 1 - с и ) ( 1 - ( 1 2)

(і — «г,,) =  П  
/=1
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Эту формулу можно представить в сле
дующем виде: '

Р (п) =  exp 1 53 In (1 — Qj)
W=l

С помощью соответствующих за
мен переменных и подстановок функ
цию Р (п) можно выразить через 
время функционирования t. Обозна
чив через Дtj время выполнения /-го

і
прогона программы, через tj — 2  Д/,• —

і=і
суммарное время выполнения первыіх / 
прогонов программы, примем, что

л (< « )= — [in (1 — <гд> д т -  -

Тогда

Р (п) =  exp I — 2  M jh (tj)

Если Дtj стремится к нулю с ро
стом п , то сумма в показателе экспо
ненты становится интегралом и фор
мула принимает вид

Р (t) =  exp j  h (S) dS

При Qi <  1 функция h (tj) может быть 
интерпретирована как интенсивность 
отказов, которая, будучи умноженной 
на &tj, дает условную вероятность 
появления отказов в интервале (tj, 
tj -f- Д/г) при отсутствии отказов до 
момента tj. Надежность программы 
может быть оценена прогоном про-

граммы на п наборах входных данных 
и расчетом оценки по формуле

где А{ — число наборов входных дан
ных, при которых произошли отказы.

В качестве типового примера в 
табл. 1 приведены результаты коррек
ций при отладке и испытаниях ПО 
конкретной системы.

Оценка надежности этой программы 
к моменту окончания отладки и испы
таний на основе собранных данных:

1 — 206
4109 ~  0,95,

где =  206 — число ошибок про
граммы из общего количества (УѴ — 
=  4109) проведенных коррекций ПО.

В процессе создания высоконадеж
ной ПО необходимо анализировать 
ряд показателей, удобных для сравни
тельной оценки качества вариантов 
ПО, оценки оптимальной длительности 
отладки, испытаний и др.

Для оценки надежности рассмотрим 
модель без допущения о постоянстве 
интенсивности обнаружения ошибок. 
Предположим, что обнаружение оши
бок неоднородно, а его интенсивность 
меняется во времени.

Пусть {Пр (/), У >= 0} — дискрет
ный процесс (поток событий), озна
чающий накопленное число обнару
женных ошибок к моменту времени Ь 
на этапе испытаний программы, содер
жащей ошибки двух типов: легко

1. Экспериментальные данные коррекций при отладке и испытаний ПО

Ошибка
Число коррекций (по неделям) Общее число 

коррекций 
за весь 
период 

испытаний1—2 3—4 5—6 7 — 8 9 -
10

11 — 
12

13 — 
14

1 5 -
16

Алгоритмическая 192 121 99 167 211 196 90 53 1129
Программная 289 176 139 213 244 287 94 51 1490
Технологическая 247 145 122 200 233 181 84 51 1263
Структурная 27 20 14 13 11 103 10 -- . 198
Семантическая 5 3 1 — --„ --- — ■_ 9
Синтаксическая 10 8 2 — *-- — ■-- 20
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обнаруживаемые (1-й тип) и трудно 
обнаруживаемые (2-й тип).

Пусть к моменту начала испытаний 
программа содержит начальное число 
ошибок 1-го и 2-го типов с долей оши
бок первого типа Рх и второго типа 
Р2 <Рг +  Рг -  I).

Допустим, что число ошибок, обна
руживаемых в единицу времени, к мо
менту времени і >• 0 подчиняется мо
нотонно убывающей функции и про
порционально зависит от начального 
количества ошибок программы. В этом 
случае плотность функции распреде
ления /  (і) обнаруживаемых ошибок 
(среднее число обнаруживаемых оши
бок в единицу времени к моменту вре
мени і) подчиняется экспоненциаль
ному закону:

Ъ і
/  (0  =  аріЬів~ і

где арі — начальное число ошибок 1-го
типа; Ьі — положительная постоян
ная.

Пусть Пр (¿) — случайное событие, 
состоящее в обнаружении ошибки за 
время і и принимающее дискретные 
значения:
{Пр (0  =  п, ¿ > 0 ) .

Допустим, что вероятность Р (Л 
* -1- Ш) . наступления события Пр (¿) 
в промежутке времени (/, і -+- Ш) рав
на ЬШ (Ь — положительная постоян
ная, Ш — бесконечно Малый интервал 
времени).

Пусть Р (/) — вероятность появле
ния рассматриваемого события л раз 
за промежуток времени (0, (). Тогда 
вероятность того, что событие Пр (І) 
ни разу не произойдет на интервале 
(О, / +  Ш):

Рп  =0 =  =о (О хг ж*
X (1 — Ь(И) =  Р0 ( і ) - Ь Р 0 (і )й і

и, следовательно,

Р Л іЛ -  ¿р 0 (*). (і)
и»

Дифференциальное уравнение [при 
йі -*■ 0 из (1) [
¿Ро (О 

<іі =  ~  ЬР0 (О

имеет решение

Ро (0  =  -  е-  Ьі.

Вероятность того, что событие Пр (/) 
появится хотя бы один раз на интер
вале (0 , і),

Яр (0 =  \ — еГ~Ы

с плотностью появления

/ (¿) =  ы г ь*.

Тогда функция плотности распреде
ления X (/) для ошибок ПО

X (0  =  аР1Ь1е~ь^  +  аР2Ь # - ь** =

а 2  Р&іе ЬіІ 
і= 1

(2)

На основе функции X (¿) получим 
функцию распределения числа обна
руживаемых ошибок на интервале 
(О, /):

т (і) =  |  X (і) <1і =

а ± Р , (  1 - < Г 6| 0 - (3)
і= і

Таким образом, поток событий 
{Пр (0 =  л, * 0} представляет со
бой нестационарный пуассоновский 
процесс с функцией среднего значения 
т (О» т - е - вероятность

р  {Пр (0  =  п} =  { т  (?>)Л Xл!

X ехр [— т (/)}

(л =  0 , 1, 2, ...)

(4)

есть вероятность того, что событие 
Пр (і) за время (0, і) появится л раз.

Из (2) и (4) можно получить выра
жение для интенсивности обнаружения
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ошибок в ПО в единицу времени на 
одну обнаруживаемую ошибку:

М О _і  </) = а — т (і)
4

2 Рів—Ь.і

/ _■ I п —ъл п —М1 V Р1е 1 + Р2е 2
Ьі,

где й (0) =  Р±ЬХ +  Р2Ь2 =  2  Р ф і’,
І=1

й (сю) -  0.
Дополнительные количественные ха

рактеристики представляют практи
ческий интерес при обеспечении и 
оценке надежности ПО;

На основании выражения (4) оце
нивается среднее значение ожидае
мого прогнозируемого количества оши
бок программного обеспечения (или 
текущее число оставшихся ошибок):

Г (0  =  а  2  Р іе ~ Ьі*'
¿=1

новской модели с функцией среднего 
значения т (/) имеет выражение

п
1 п 1 =  2  (ук- у л.1) 1па +

Й =  1

п
+ Е ( У ц -  «К.1>1п X

Л=1

X 2  Рі
(=1

_  < гѴ л ) 1 _

— л 2  (і — —
1 =  1

1п 1(»й - » л- і ) !].

Вероятность того, что ошибка в про
грамме не появится на интервале (5, 
5  +  х) при условии, что последняя 
ошибка появилась в момент 5  (можно 
трактовать как условную функцию 
надежности), равна

Для оценки введенных неизвестных 
параметров а и і =  1,2 программно
го обеспечения, используемых для то
чечного и интервального, оценивания 
введенных показателей, целесообразно 
Использовать метод максимального 
правдоподобия.

Предположим, что данные накоплен
ного числа обнаруженных ошибок у  ̂
представлены в интервалах времени 
(0 , ¿ь)> гДе 1» 2 , ..., п по резуль
татам наблюдения. Тогда логарифми
ческая функция максимального правдо
подобия для нестационарной пуассо-

при ¿о =  0» Уо ~  0.

Учитывая, что 0 -< 62 <  полу
чим оценку & и Ьі (і =  1,2) неизвест
ных параметров а и Ь (і =  1,2) рас
смотренной модели из уравнений:

2

2  (Рц ~  ̂ - і )  х
*=1

1 =  1, 2.
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Методом численного решения урав
нений (5) и (6) для исходных данных 
ПО (см. табл. 1) получены следующие 
оценки параметров а, Ьі (і =  1,2): 
& =  4120,8; Ъг =  0,0797; 62 =  0,0229.

При значениях Рг =  0,9 и Р2 =  0,1 
оценка функции распределения числа 
обнаруженных ошибок на интервале 
(0 , (в неделях)

тк (і) =  4120,8 [(9,9) (1 — е0,0797*) +

(0 , 1) (1 — е°’О2290 ].

На рис. 1 приведены эксперимен
тальные данные процесса отладки и ис
пытаний ПО конкретной системы и 
оценка параметра гп (¿) в соответствии 
с рассмотренной моделью. Границы 
соответствуют 90 %-ному доверитель
ному интервалу для оценки текущего 
числа іН (/) ошибок в программе.

Рассмотренную модель удобно при
менить для решения задач обеспече
ния надежности за счет оптимального 
времени их доработки и испытаний. 
Оптимизация ведется на основе учета 
затрат, связанных с появлением отка
зов на различных фазах жизненного 
цикла программы.

Полные затраты на доработку про
граммы, ее испытания и эксплуата
цию, которые определяются надеж
ностью программы, могут быть выра
жены следующей формулой:

с ( т - )  =  С і т  « , )  +  С, <т (Гц) -

--  т  (¿д )} +  CЛtq,

где Сі — затраты на устранение оши
бок во время испытаний; С2 — затраты 
на устранение ошибок во время экс
плуатации; Сз — удельные затраты на 
проведение испытаний; ¿д — длитель
ность доработки и испытаний програм
мы; Тц — продолжительность жизнен
ного цикла программы в изделии.

Обеспечение надежности программ
ных средств, как и самой аппаратуры, 
планируется, в видеопрограммы работ, 
включающей как организационные, так 
и технические мероприятия.

iîîjt)

Рис. 1. Оценка параметра т  (О про
граммного обеспечения с 90 %-ной 
доверительной вероятностью (рг ~  0,9, 
Р2 =  0, 1):
1 ,3  — границы значений параметра іп (і)\ 
2 — экспериментальные значения параме
тра т (/)

2. АЛГОРИТМИЗАЦИЯ 
ПРОЦЕССА ОБЕСПЕЧЕНИЯ 
НАДЕЖНОСТИ РАДИО
ЭЛЕКТРОННОЙ АППАРАТУРЫ 
(РЭА)

В идеальном случае решение всей 
совокупности задач обеспечения на
дежности должно выполняться в про
цессе разработки РЭА автоматизиро
ванными системами проектирования 
САПР. При этом возникает необхо
димость алгоритмизации решения задач 
надежности на основе универсальных 
моделей, обобщающих свойства мно
гих отказоустойчивых систем. Такая 
задача решается на основе описания 
работоспособности систем на языке 
пространств состояний, соответствую
щих определенным уровням качества 
функционирования (когда надежность 
системы удобно характеризовать мно
гокритериальными показателями, что 
свойственно многим реальным систе
мам) или топологическим описанием 
работоспособности систем с различны
ми видами резервирования (геометри
ческим изображением) надежностной 
структуры [структурной схемой на
дежности (ССН)].
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Метод алгоритмизации составления 
систем марковских уравнений. Любую 
отказоустойчивую систему 5 можно 
представить в виде последовательности 
стохастически независимых подсистем, 
надежность которых полностью может 
быть охарактеризована совокупностью 
параметров Н  (5), называемую векто
ром состояния системы. Вектор состоя
ний Н  (5) должен содержать все пара
метры, достаточные для описания на
дежности системы (в общем случае 
состоящей из аппаратно-программных 
компонентов) с учетом функциональ
ных зависимостей от показателей ка
чества среды проектирования, режимов 
и условий функционирования, уров
ней внешних воздействующих факто
ров.

Вектор состояний Н  (5) опреде
ляется следующими параметрами: 
{И, Я , Я, Р0, Р /, Рш, Рк , К, СУ, 
Аа , Яг, Яц), где N  — начальное число 
активных модулей; Я — число дегра
даций, допустимых в активной конфи
гурации; Я — число резервных моду
лей; Р0 — условная вероятность обна
ружения неисправностей подсистемой 
контроля при появлении отказов, оши
бок, дефектов и т. д. в системе; Р/ — 
условная вероятность локализации 
места неисправности подсистемой диаг
ностики при обнаружении отказа в си
стеме; Рц, — условная вероятность 
восстановления работоспособности си
стемы при локализации места неис
правности в системе; Р^ — условная 
вероятность классификации вида отка
за при условии его обнаружения 
[катастрофического (полного) и пере
межающегося (сбоя)]; У — вектор по
следовательности возможных дегра
даций конфигураций {У [1], V [2 ] ,..., 
У [Я]} (У [і] — число активных мо
дулей после і-й деградации); СУ — 
вектор степени восстановления при 
деградации активной конфигура
ции, {СУ =  (СУ [1], ..., СУ [Р])> 
(СУ [1] ассоциируется с переходом 
к конфигурации, описываемой У [і]. 
и характеризует уровень качества 
функционирования); Яа — интенсив
ность отказов активного модуля; Яг — 
интенсивность отказов резервного 
модуля; Яр, — интенсивность отказов 
из-за ошибок программного обеспе
чения.

В такой системе в каждый мо
мент времени ^  можно выделить 
следующие возможные состоя 
ния:

выявление отказа 5 !’, в функциони
рующей системе появился отказ 
(ошибка) и подсистема контроля осу
ществляет поиск с целью его выявле
ния в течение заданного интервала 
времени;

установление вида отказа 5 2; сред
ства контроля и диагностики при обна
ружении (локализовании отказа) осу
ществляют выявление вида отказа 
(полный катастрофический или пере
межающийся отказ);

восстановления 5 3 работоспособ
ности системы за счет резервных моду
лей, реконфигурации или повторного 
запуска с обновлением информа
ции;

локализации отказа в системе 
средствами диагностики до уровня 
модуля замены.

Тогда процесс перехода системы из 
одного работоспособного состояния 
в другое можно представить в виде 
диаграммы (рис. 2), построенной по 
следующему правилу: узловым вер
шинам диаграммы соответствуют воз
можные состояния, а дугам — пере
ходы между состояниями с известными 
вероятностями рассмотренных пере
ходных процессов.

При допущении, что все состояния, 
определенные как узловые вершины 
диаграммы, являются независимыми 
событиями, можно вычислить переход
ные вероятности Р ц  между двумя 
работоспособными состояниями и со
стоянием отказа системы. Правило 
вычисления вероятностей Р іі  состоит 
в том, что для их вычисления в диа
грамме состояний (направленный 
граф б) определяются всевозможные 
пути перехода из исходной вершины 
(начальной), соответствующей работо
способному состоянию, в вершину, 
соответствующую следующему состоя
нию работоспособности или отказа 
(конечная вершина графа). Тогда пере
ходная вероятность Р ^  между і-й 
и /-й вершинами:

р ц =  5  <7>



Алгоритмизация процесса обеспечения надежности 91

Рис. 2. Диаграмма возможных переходов между работоспособными состоя
ниями отказоустойчивой системы

где
г(яп)= П <7(/ь);

* £ кп
Ыи  — множество всех путей между 
вершинами і и /; г (яп) — переходная 
вероятность по л-му пути между вер
шинами і и /  [£Л — множество всех 
дуг л-го пути между і-й и /-й верши
нами; <7 (іь) — переходная вероят
ность к-й дуги направленного графа С 
(диаграммы состояний)].

В соответствии с выражением (7) для 
системы, представленной на рис. 3, пере
ходные вероятности (0; 5 (0;
И (0; Л/), 5 (Г) между исходным 
и последующим работоспособными
состояниями 5(0. и 5^0. дг_і) и со
стоянием отказа равны соответственно:
^  (0: N), 5  (0; N—1) =
=  ^аРаР¡РтуМ ~Ь оРіРЪ.Ри> ~
— РоРіРоу (Мка +  Р
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Рис. 4. Диаграмма состояний отказоустойчивой системы

В соответствии с выражением (7) 
исходная диаграмма состояний пре
образуется в эквивалентную укруп
ненную диаграмму, состоящую из ис
ходной вершины 5  (0 ; іѴ) и двух ко
нечных вершин 5 (0; N —1) и 5  (Т7) 
(см. рис. 3).

Марковская модель системы, опи
сываемая вектором состояний Н  (5) 
с полным набором параметров, имеет 
диаграмму состояний, представленную 
на рис. 4, где каждая вершина харак
теризуется тремя параметрами N , Я, 
£> (уѴ — число активных модулей ис
ходной конфигурации, #  — число ре
зервных модулей, О — число уровней 
деградации). Состояния {(№, # , 0), 
()Ѵ, # —1,0), ..., (!/Ѵ, 0 , 0)} соответ
ствуют постепенной исчерпанности ко
личества (запаса) резервных модулей, 
т. е. переходы между элементами этого 
подмножества состояний происходят 
при восстановлении работоспособности 
за счет подключения резервных 
модулей. Подмножество состояний
{ (К Ш , 0, 1), (К [2], 0, 2).......
(У [£)], 0 , О)} соответствует посте
пенной деградации системы, т. е. 
когда полностью исчерпаны резервные 
модули, система восстанавливает свою 
работоспособность меньшим числом ак
тивных модулей за счет реконфигура

ции структуры. В каждом реконфигу- 
рационном состоянии {У [»], 0, і) (і =  
=  1, 2, О) число активных модулей 
определяется величиной У [/1, а ка
чество функционирования системы оп
ределяется величиной СУ [¿1 (і =  1, 
2, ..., О). Наличие состояний этого 
подмножества характерно не только 
для систем с постепенной деградацией, 
но и для статических, гибридных си
стем, а также динамических систем 
с параллельной работой модулей (на
пример, дублированные системы), 
имеющих избыточный набор активных 
модулей. В последнем случае (для пере
численных систем с резервированием) 
функционирование таких систем не 
сопровождается понижением качества 
или уровня работоспособности и век
тор СУ является единичным вектором 
для всех состояний (У {»], 0, і) с мень
шим числом активных модулей. Под
множество состояний {(УѴ, И— 1, 0),

0), .... (Л̂ , 0 , 0)} соответ
ствует появлению отказов в резервных 
модулях. Эти состояния являются 
обобщенными в смысле равенства нуме
раций отказавшего модуля среди Л 
резервных модулей, так как функцио
нирование системы не зависит от номера 
отказавшего модуля. Переходные ве



Алгоритмизация процесса обеспечения надежности 93

роятности Р і], обозначенные на диа
грамме как весовые параметры дуг 
между вершинами, являются обобщен
ными и определяются через параметры 
вектора состояний Н  (5). Для их 
вычисления рассмотрим переходные 
процессы между состояниями подмно
жеств:

{(ЛГ, Я, 0), {Ы, Я  — 1. 0),
(ЛГ, 0, 0)}; {(К [11, 0, 1),

(У [21, 0 , 2), (У [О], 0 , Я)},

{СЛГ, Я "^ 1 , 0), (ЛГ, Я ^ 2 ,  0),

(ЛГ, 0, 0)}

и состоянием отказа (ОТК) (см. рис. 4).
Воспользуясь диаграммой состояний 

(рис. 4 и 5) получим переходные ве
роятности: между работоспособными
состояниями

Р {Ы.  я .  0 ) . (¿ѵ, Я— і ,  0)  =

(Ы. 0), (Ы, / Р 2, 0)
= ¿і =  РоРіРи) [ М а -|- (Я О V  -|-

+  Я& V I ,
где ¿ =  1, 2, 1..., Я;

между работоспособными состояния
ми подмножеств
т ,  Я, 0)........(ЛГ, 0, 0)}; {(ЛГ, Я - 1 ,
0), ..., (# , 0 , 0)} и состоянием отка
за {(ОТК)}

V .  я ,  0). (ОТК) =
=  Р ^  =

Я - 1 ,  0). (ОТК)

=  =  (1 — Ро) {Мка +  ЯѴ +  V*) “Ь
+  Ро (1 -  РіРхѵ) [К Н  +  (Я -  і) VI +  
+  (і — РіР„)  ѵ* 
где ¿ =  1 , 2 , .  Я;

между деградационными состояния
ми подмножества {(К [1], 0, 1),
(У [2], 0 , 2), .... (К [Я ], 0, £>)} со
стоянием {Л/, 0, 0)}

Р {У [¿], о, О. (К [1+ 1], о, (+ 1) =
=  Яі =  РоРіРа) (У [¿] К  +  ^ьѴ ), где 
і =  1, 2, ., О;

между состояниями подмножеств
{(У [1], 0 , 1)........ (У (О), 0, О)} и
состоянием {(ОТК)}

Р (Г [і]. О, су. (ОТК) =

=  П =  К У  М (1 -  РоРіРш) +

Ч" (1 — РоРк РоРкРіРс«)»
где ¿ = 1, 2, О; 

между состояниями подмножеств
{(ЛГ, я ,  0), (ЛГ, я — 1, 0),

^ ( Л Г ,  1, 0)}, { ( Л ^ Я ^ І ,  0), (ЛГ,
Я — 2, 0), (ЛГ, 1, 0)} и первым 
деградационным состоянием (К [11, 
0 , 1)
P^N. Я. 0), (К [1]. 0. 1) =

=  Р (Ы. ¿ Р і, 0). (У [11. 0, 1) =
=  4 = М Я  — 0 . ¿ = і ,  2, о .

Аналогично найдем переходные ве
роятности
Р ^  =

(IV, Я. 0), (1Ѵ„, Я -1 .  0)

=  аг. =  (Я — ¿)Ѵ, ¿ = 1 ,  2,
Я — 1.

На основе диаграммы состояний 
с учетом переходных вероятностей 
составляется марковская модель, пред
ставляющая систему дифференциаль
ных уравнений вида

~ і г ~  =  2  Рі> р >{і) (8)
/

с начальными условиями Р9 (Г =  0) =  
=  1; Р і (0) — 0 ; ¿ =  1, 2, ..., I ,  где 
£ — множество работоспособных со
стояний.

Вероятность безотказной работы си
стемы определяется как сумма вероят
ностей пребывания ее в состояниях 
работоспособности:

Р ( Я ) =  £  Р і (О

Процесс составления системы диф
ференциальных уравнений — проце
дура довольно трудоемкая и не фор
мализована для использования ЭВМ.
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Для составления системы уравне
ний (8) с помощью ЭВМ и ее численного 
решения может быть эффективно ис
пользован алгоритм составления си* 
стем марковких уравнений.

Будем считать, что модель системы 
задана диаграммой состояний (т. е. 
направленным графом б) с известными 
переходными вероятностями Pij между 
соответствующими вершинами.

Первым шагом алгоритма является 
представление графа й  (ѴУ X) (V — 
множество вершин, X — множество 
дуг) матрицей связности ЛІс, являю
щейся матрицей п X п (п — число 
вершин графа). При переходе от диа
граммы состояний к направленному 
графу б  (V, X) осуществляется про
извольная нумерация вершин и дуг. 
Тогда элементы матрицы связности 
определяются следующим образом:

т ц  =
хк (і, /), если 
О в противном случае,

где — ориентированная сеть
между вершинами графа. Диаграмма 
состояний (рис. 5) имеет вид

5 і 5 2 5* ¿5 5*
" 0 2 К 2Х 0 0 Хс

^2 Иі 0 0 К X 0
М с = Иг 0 0 К X 0

$4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Я« _ 0 0 0 0 0 0 _

Процедура В. Выбирается і- й
столбец матрицы и для всех т ..  Ф  О,
і =  1, 2, ..., п формируются допол
нительные слагаемые вида

2  Щ /РвіУ),  (10)
і £ к

где і £ Іі — индексы ненулевых эле
ментов ¿-го столбца матрицы.

Процедура С. Складывая правую 
часть уравнения (9) с (10), получим
ЛРаг (0

СІІ ~

=  -  ( . Е / т н ) р в|<*> +

+  2  « ¿ /Р $ ,(0 - 
1 с *

Для диаграммы состояний (рис. 6) 
в соответствии с рассмотренным алго
ритмом получим следующую систему 
дифференциальных уравнений:
¿Рб. (0

-а1 -  +  (2*.„ +  2к +  V ) (0  =

=  И Л 2 (0  +  ^2РвЗ (*); 
йр3 (О

— Ъ Г -  +  ( ъ + К - + * )  P s . i t )  =

=  ^ « Р з ,  (0 ;

¿Ро (5)
— % — +  (1*2 +  *„ +  *) Рз,1*) =

Второй шаг алгоритма состоит в фор
мировании системы дифференциальных 
уравнений в соответствии со следую
щими процедурами.

Процедура А. В матрице М с для 
выбранной і-й строки, соответствую
щей 5 г* вершине графа, определяются 
все элементы т ^ ,  / =  1, п, не 
равные нулю, и составляется уравне
ние

— =  — ^ р 8і (0> (9)

где і  £ J — индексы ненулевых эле
ментов ¿-й строки матрицы.

=  2*р 5і (0 ;

<*р з 4 <0
сП

<іР3ь (0  
сП

Ѵ Ч  (0  4 “ Л-яРв. (0 :

=  Ч Р$, (0  +  Р 5і (0 ];

<і р 3 (0
- а —

где Р 5і (0) =  I, Р3і (0) =  0 , і =  2,
3, ..., 6 — начальные условия си
стемы.
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Рис. 5. Диаграмма переходов между элементами основных подмножеств со
стояний

Решение полученной системы диффе
ренциальных уравнений получим пре
образованием Лапласа:

£Р
Р =  ЕРв ^ -2 \& пР — 2 ^ Е  ’ 
где
Е =  +  Я +  Яп +  щ);
Р =  («5 +  Я +  Яп Р2)*
</ =  (5 +  2ЯП +  2Я + Яс);

Р8, (5) =
а д ,  (5) .

средней наработки на отказ, используя 
последнее выражение, получим

Т НІ  ѵ
0 УЯ/ +  2^Х я/  — 2раЯЯ

где Я  =  X +  Яп +  Ці; /  =  Я +  Яп +  
+  р2; ./ =  2Я^ +  2а +  V  Однако
при использовании ЭВМ более удоб
ными являются численные методы ре
шения марковских уравнений.

Тогда надежность системы Р (5) =  рИс. 6. Диаграмма состояний дубли-
— Р$г (5) +  Рз, ( )̂ +  Рвш №)• Для рованной системы с восстановлением



96 Обеспечение надежности радиоэлектронных систем

Рассмотрим решение следующей си
стемы уравнений:

аР80 (О
Л  ~

=  - ( \ і + Ч 2) />50<0 4 - рЛ 1 <0 ; 

^  (О
Л

=  — Рю^ і (0  ^01РБ0 (*) +

+  Р г і^ *  (0 ;

ЛР8 (О
= - Р і Л . ( 0  +

+ Л )2Р50 (О-

В операторной форме получим следую
щую систему алгебраических уравне
ний:

(р ) ( р  +  К і + ы -  

~  ^ 5 , (р ) Рш =  ^ 0

*5 , <*>(* +  Р і 0 ) - Р80(Р ) ^ 1 -  

— (Р) Р21 ~  ^ 5 , (0)*

^5 , (Р) (Р +  Р2і) — Р80 Ьл2 ~
=  ( 0 ) .

Характеристическая матрица послед
ней системы

Р +  ^01 4" ^02 —Ріо О
\Т\  = —^01 Р 4~ Рю —р21 • 

—Л»02 О P+ Р 21

Система уравнений в матричной 
форме

Т \ \ Р 8 (РУ\ =  \Р* (0 ) |.

Надежность системы получим обрат
ным преобразованием выражения

р 0 / пч (Р 4~ Ріо) (Р +  Р21) 
у }~  Р(Р + а)(Р +  Ь) '

где
а Ъ - ^ 10 ^21 4~ ^оі 4~ ^ог) х

X J—ІгЬ

4(РіоР21+Р2іЛоі+ _ 1 
4~РкЯо24~Р21^02) I 

(Рі0+Р21+ [ *
+^оі+^ог)2 _ J

Метод алгоритмизации синтеза ана
литической модели надежности резер
вированной системы. Метод заклю
чается в описании произвольной 
структурной схемы надежности (ССН) 
системы с различными видами резер
вирования рекурсивно вычисляемым 
операторным выражением вида

F =  | f a  t“ v  U €  h )  X
X I F» (P,„ -2 € I2) X

X І М Ѵ  гз € ^ з ) {•••}••■) \Fv x

x (Vik , h  € /*)}...}. ( U )

где F a, F$, Fy, ..., Fv — оператор
ное описание элементарных типовых 
(ССН) резервированных структур (на
пример, последовательная, параллель
ная, мажоритарная и т. д.); а ^ ,  |і^ ,
ÿ t , ..., vs — совокупность пара-

з h
метров, необходимых для описания 
типовых структурных схем надеж
ности.

Операторное выражение (11) фак
тически представляет собой обобщен
ный алгоритм формирования матема
тической модели надежности системы 
на основе ее структурной схемы на
дежности с учетом действий операто
ров типовых ССН. Под действием опе
раторов Fai F$, Fy, ..., Fy пони
мается формирование однозначной ти
повой математической модели конкрет
ной надежностной схемы. Процедура 
формирования математической модели 
исследуемой ССН состоит в последова
тельном раскрытии скобок ее оператор
ного выражения и реализации дей
ствий элементарных операторов Fa» 
Fq, Fy. .... Fv.
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Рассмотрим операторы типовых ССН. 
Выражение вида
^ і =  ^1^2- ■ ■ =  Рі {А$./Ѵі} =

=  ^ і  {Ы, А і), і =  1 ,. • . ,  N і  (12)

называется оператором ССН после
довательного типа, где А і , і =  1, 

— число элементов ССН, струк
тура которых при анализе надежности 
не подлежит декомпозиции.

Оператор реализует алгоритм 
вычисления вероятности безотказной 
работы в соответствии с выражением

N і
Р (5 ,) =  Р (Г , {А-,, Л,}) =  П Р (Лі).

1 =  1
(13)

где Р (А{) — элементарный оператор, 
используемый для расчета надежности 
элемента А і .

Выражение вида

*̂2 — (^1 (А2* * * (^JV-l^iv))" • •) —
=  F* {Л,ЛУ

называется оператором F2 ССН парал
лельного типа (рис. 7, а). Оператор 
P (F2) определим в соответствии с вы-, 
ражением
P (5а) =  P (5 , {ЛГ„ Аі)) =

N
=  1 _ П ( 1 - Р ( Л , ) ) ! (14)

І= 1

где Р (Аі) — элементарный оператор, 
используемый для расчета надежности 
элемента А і .

В выражениях (12) и (13) в качестве 
элементов А і , в свою очередь, могут 
быть операторы типа Flt F2.

Например, для ССН, приведенной 
на рис. 7, б, операторное выражение 
имеет следующий вид:

F =  F ,  {NzFJ  =  F2 { а д  { а д » .

Введенные операторы Fx и F2 позво
ляют просто описывать произвольные 
ССН параллельно-последовательного 
типа. Для примера рассмотрим про
цедуру. описания ССН для расчета 
надежности системы, показанной на 
рис. 7.

а)

О'
Рис. 7. Структурная схема надежно
сти:
а — система с последовательно-параллель
ным соединением; б — смешанная струк
тура

Аналитическое выражение оператора 
имеет вид:
г  =  5 , {25,} =  р 2 {25, (М г).
(Г.), (Р*П =  Р* (25, {(Аі), (5 , {25,}). 
(Ра {2Лі»}> =  Ра {25, {(Аі),
(Ра {25, (Аі), (52), (АО))),
(Ра (2А і))) =  5 2 {25, {(Л;),
(5 , {25, {(Л,). (5 , {2Л,}). (Л,)}}).
(Ра {2ЛіШ - <15>

Последовательным раскрытием опе
раторных скобок в соответствии с (15) 
получим следующее выражение:
5  (5) =  Р (5 , {25,|) =  Р  (5 , (Р25,}) =
=  Р (Р2 {Р25, {Лі}, РРа {Р25, {Л,}. 
РР,{2Аі), Аі)}, РРа(2Аі)).
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Воспользуясь выражениями (13) и
(14) для элементарных операторов 
P (Ft) и P (F2), окончательно получим

2

р (р ) = 1 -  П =
t= l

І - П О - Р Л о Р ^ Р ^ )
¡=1

= 1 - П  , _ Р Л
4=1 \

i - ü d - p p l )
1=1

X

2 ■ ' 2

! - П  l - I I d - ™ . )£ =  1 \  1=1 ! "

X

=  1 - Д  ' - м « х
і‘= і V 

2

X 1— J J  (1 — PAqPF^PА0) 
і—1

X 1 — П  <! —
і= 1

= і - п (  1~ РА» [ і - Д с - р ^ о )
г=1 \ L і=1

[ ï —П о —i>>io)] ) .

X

X

Выражение вида

^3 =  [q={w}NМ \  — [q={w}M

называют оператором ССН с мажори
тарной структурой, где Ѳ =  {w} — 
условия, отражающие особенности та
ких структур. В зависимости от зна
чения Ѳ =  {до*} операторное выраже
ние F3 однозначно отображается в со
ответствии с заданным алгоритмом 
А (Ѳг) в оператор P (F3 (Ѳ* £ Ѳ)) вы
числения надежности мажоритарной 
структуры.

При Ѳ0 =  00 0 для Р3 ^ А \ \  име-
Ѳ=Ѳ0

ем следующее отображение Р (і7):

р (рз{в0 е ѳ | )  =  р ( р 3 ( ^ ) )  =

т  < * -»
= р м Т> С * Р " - ‘ ( Д 0 х

к= 0

Х [ 1 - Р ( Л { ) ] ‘ ,
где Рм — вероятность безотказной ра
боты мажоритарного элемента.

Аналогично, для каждого значения Ѳ*- 
введем соответствующие отображения 
Р (^/Ѳг) при Ѳ = 0 0  1:

я (-§-)  =  р ( ^ І ^ П )  =

4 -< N -4

= Е 4  И 4  р м Г ~ к у
й= О

х [ і - р ( 4 ) р * ]* ;

при Ѳг =  Ѳ2 =  00 10

р  ("5г ) =  р (рз 1 ^ Ш  =

4 - ( « - п

= ’ Е с % ,рЫ ~ кі ( М )  х
А,= О

X [1 — Я '(А {)]Лі X

X Е  с ІГРаГ * ’ С -  р м )* ' •
кг= 0

Для мажоритарных структур с па
раллельными входами и выходами опе
раторное выражение представим 
в следующей форме:

р4 =  р4е 1(*<. ЛМ 0} =

=  р4в ( ( * 4  Ві)Ь
Отображение Р (^4) можно получить 

на основе анализа возможных состоя
ний мажоритарных структур следую
щим образом:
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из множества работоспособных со
стояний М структур типа Р4 выделим 
такое подмножество М 0 £ М,  кото
рое определяется исправными состоя
ниями всех элементов типа В і , і — 
=  1, 3 при всевозможных состоя
ниях элементов типа А[, і =  1, 3;
/ =  1, ..., п, где элементы А\  по
индексу / =  1......... п объединены
в структуру В3 (Ѳ2) или В3 (Ѳ3); 

из множества М выделим такие
подмножества М г- £ М, і — 1..........3,
которые определяются отказом любого 
одного элемента В і , і =  1, 3 при
работоспособных состояниях элемен
тов А[, объединенных выражением
типа Ві с числом элементов Л̂ - =  2п 
(т. е. каждое выражение не содер
жит такие элементы, которые имеют 
одинаковые с элементом В і значения 
индекса і =  1, 2, 3).

Учитывая, что подмножества М і £ 
£ М,  ¿ = 0 ,  ..., 3 удовлетворяют ус
ловию и М і — ЛА, где М. — множество 
всех работоспособных состояний струк
тур с параллельными входами и вы
ходами, выражение типа Р4 можно 
преобразовать в эквивалентное выра
жение, построенное из операторов F1 
и /=■« (Ѳг) или (Ѳх). Считая, что Р4 
состоит из одинаковых элементов каж
дого типа, т. е. А\ — А и В £ =  В, 
из (12) получим операторное выра
жение F г■ каждой структуры эквива
лентной совокупности:

Рі =  Рі { (ЗВ) №  { ЗА })};
Ші Ѳ2 (или Ѳ*)

р і =  р ,  { (В) (2В) (пА)}, і =  2, 3, 4,

где В =  1 — В (В в своем составе 
содержит и мажоритарный элемент М3).

ТоѴда оператор Р (Р4) вычисления 
надежности при =  р 3 (Ѳ2) опреде
ляется выражением

4

Р (Ра) =  Ц  Р  (В (0) =
і= і

=  ^  {(ЗВ) №  {ЗЛ}») +
4 __

+  2 ] Рі ( ^  {(В) (2В) (пЛ)>).
і=2

Используя (12) и (13) для выраже
ний Р (^3) и Р (Р3 (02)), соответственно 
получим

з
Р (Р<) =  П р ‘ (В) X

1=1

х  2  ( £  <л> х
¿=1 \ й= о

X [1 - Р .  ( Л ) И  2  с къРьГ к ( м э )  X
/  й=0 

4
х  [1 -  />г (Л)Э)|* 2  Ру (В) Р,  (В) X

/=2

X Р,  (В) 2  Р „  (Л) />„ (Л4Э).
1 =  1

где Р (В) = 1  — Р (В).

Выражение вида

называют оператором ССН с ненагру- 
женным резервированием и аппаратно- 
программным средством восстановле
ния (АПСВ).

В общем случае оператор Р5 в ка
честве Л и А і (А и Аі  — соответствен
но основной и резервный элементы 
системы) может иметь введенные опе
раторы Рі =  1, 5. Например,
структура, приведенная на рис. 8, а , 
имеет следующее операторное выра
жение, полученное в соответствии 
с приведенными выше определениями 
операторов F1, F5:
Р  =  в  1 { А і ,  Рд, Р,} =

Ѳ ѵв В

М А *  А Л - Н -  * { - £ } ) •
4*
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а)

о
Рис. 8. Структурная схема надежно
сти (а) и диаграмма состояний си
стемы (б), описанная оператором

Диаграмма состояний системы, опи
санная оператором приведена на 
рис. 8, б. Состояния с номерами і =  
0, 1, N соответствуют работающей 
системе с исправным АПСВ после 
отказов элементов А і , і — 1, N. 
Переход из состояний ¿ = 0 ,  1, N 
в состояние В  (отказ системы) возможен 
при отказе АПСВ с интенсивностью Х2. 
В состоянии N  1 работает один 
из элементов А і , і =  0, N , но
ранее произошел отказ АПСВ с интен
сивностью Л*. Переход из каждого 
¿-го состояния в состояние N 4- 1 
возможен при отказе АПСВ с интен
сивностью Хі после і-й замены эле
ментов А і . Переход из состояния N  -(- 
+  1 в состояние В  возможен при от
казе АПСВ с интенсивностью к2 (запрет 
функционирования системы) и с ин
тенсивностью

N

2  Ь ( А і ) е ( А і ) ,
г = 0

где к  (А;) — интенсивность отказов 
соответствующего элемента А і , е (А*)— 
вероятность того, что до отказа АПСВ

с интенсивностью Л* была ¿-я замена, 
т. е. А,-й элемент в состоянии N  +  1 
работает с вероятностью е (А*).

В соответствии с этой диаграммой 
вероятности вышеуказанных состоя
ний можно определить из системы 
уравнений:

<ІРр со

¿Рх (/)
бі

—а 0Р0 (/);

- « Л  (0 +  Р Л : < 0 ;

=  -<чРі (0 +  Р Л - 1  (0.
¿ =  1 , . . . ,  М;

— ' (<) =  -<*№+Л ѵ +1 («  =

N

— Ріѵ+і 2  
1 = 0

где
р о (0) =  1; Р і (0) =  0; ¿ =  1,

1;

а0 = +  ІАі 4~ 4"  ̂Ио)1; аі =
= 4" 1̂ 1 4-̂ 2 4-^
Рі =  к{Аі_  і); і =  1, N,

<*N+1 =  4"
N

І 2 + ' Е і ^ ( А і ) г ( А іі)
х==0 і -

Рл̂ +1 ~^2» /' — 0 .

Отображение Р (Р5) можно получить 
в результате решения системы урав
нений:

Р<^>=Р(Ч л Щ ’ ....")=
в

ЛГ+1
=  £  Р1 (0 .

1=1

где Р* (¿) — вероятности ¿-го состоя
ния исследуемой системы, определяе
мые множеством состояний элементов 
А,  А* (£ =  1, .... ЛО и АПСВ.
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Выражение

F. =  Fé і  п А ‘ \ ■ і -
\  N A ,  ) ’

л ,
Ѳ={ьу}

называют оператором ССН с ненагру- 
женным скользящим Af-кратным резер
вированием с ненадежным переключа
телем. Оператор F6 отличается от опе
ратора F5 только параметром п, и ото
бражение P (F6) можно получить ана
логично:
h (Ai) =  nk(A i) .  

Выражение

называют оператором ССН системы 
с мажоритарной структурой с заменой 
отказавших элементов (смешанное ре
зервирование). Диаграмма состояний 
такой структуры приведена на рис. 9, б. 
Отображение оператора P ( f 7) можно 
получить численным решением системы 
уравнений (16), отличающихся значе
ниями коэффициентов а . ,  а Л+1,
Рлг+і-

Для операторов /75.......  соответ
ствующие системы уравнений можно 
представить в общем виде:
dPо (0

dt
dPi (t) -- 1

dt —

i =  1, 2,.

d.PN+1 (t)

— (0;

dt
N

=  Pw+i 2  Fi  (0 алг+i Pn +і  (0>
t=0

dPNü (t) =  p w v  (0  -

aN+zFдг+2 (t);

( 0 _о., о /*\ і----- ^ ----------$ N + ^ N + 2  (*) +

’ѴлЧЗ^>Лг+1 a N + З ^ N + 3  М*

Ро(0) =  1; Р і (0) =  0;
і =  1, 2 ,...,Л Г  +  3,
где значения коэффициентов для опе
ратора і =  5, 6, 7 определены
множеством параметров Ѳ — {дог-}.

Рис. 9. Структурная схема надежности (а) и диаграмма состояний системы (б) 
с мажоритарным резервированием и заменой отказавших элементов:
1 — 3 — основные элементы; К =  I, УѴ—резервные элементы
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Операторы Fi типовых ССН позво
ляют формально описать произволь
ные структурные схемы надежности 
систем с различными видами резерви
рования.

Данный подход к алгоритмизации 
синтеза и моделирования надежности 
с использованием математического ап
парата марковских процессов и языка 
операторных выражений надежных 
структур является удобной теорети
ческой основой для автоматизации 
расчета надежности и оптимизации их 
структуры.

3. АНАЛИЗ И РАСЧЕТ 
НАДЕЖНОСТИ РЭА С УЧЕТОМ 
АНАЛОГОВОСТИ И РАЗЛИЧНЫХ 
ВИДОВ РЕЗЕРВИРОВАНИЯ

В теоретическую оценку надежности 
отказоустойчивых РЭА с различными 
видами резервирования входит расчет 
надежности стр у кту р но-фу н кци она л ь- 
ных единиц. Такие структурно-функ
циональные единицы РЭА представ
ляют собой или конструктивно за
конченную сборочную единицу (на
пример, микросборку, модуль, ячейку 
и т. д.), или часть сборочной единицы, 
или совокупность частей сборочных 
единиц.

Основными нормируемыми показа
телями надежности сборочных еди
ниц нулевого и первого уровня иерар
хии РЭА являются: интенсивность
отказов А, (в нормальных условиях при 
номинальных электрических режи
мах Яо, в условиях испытаний Яи, 
в условиях эксплуатации и примене
ния Яр, в условиях хранегіия Яхр); 
средняя наработка на отказ Г0; гамма
процентный ресурс ty, минимальная 
наработка ¿min-

Эти показатели используются как 
исходные данные при оценке и расчете 
надежности резервированной аппа
ратуры.

Методы расчета надежности ИС и 
микросборок базируются на вероят
ностно-статистическом (далее стати
стическом) и физико-статистическом 
подходах. Первый подход базируется 
на статистической обработке информа
ции по отказам и наработкам; второй — 
на изучении физики и механизмов отка

зов, физическом или имитационном 
моделировании отказов и количествен
ном прогнозировании надежности ин
тегральных схем на основе данных 
о свойствах материалов и процессах, 
происходящих в них.

Для описания общих закономерно
стей, связанных с развитием дегра- 
дационных физико-химических про
цессов под воздействием температуры, 
используется показательный закон
Арениуса К — А е ~ е^ т, где К — 
константа скорости химической реак
ции; Т  — абсолютная температура; А,  
е — постоянные для данного вида реак
ции.

В первоначальной форме закон спра
ведлив для процессов определенного 
вида (диффузии, адсорбции, распада 
твердых растворов, химических реак
ций, происходящих в структуре одно
родного тела и т. д.). Однако для слож
ных процессов и неоднородных струк
тур закономерности и правила расче
тов коэффициентов ускорения оказы
ваются более сложными. Только в том 
случае, когда скорость старения опре
деляется каким-либо одним процессом, 
а относительным влиянием остальных 
процессов можно пренебречь, закон 
ускорения старения изделия от тем
пературы сравнительно прост. На
пример, при увеличении окружающей 
температуры от 20 до 30 °С скорость 
многих химических реакций, вызываю
щих эффект старения, возрастает при
мерно в 2 раза.

Кроме того, повышению надежности 
способствует также и энергетическая 
разгрузка. В этом случае для количе
ственной оценки эффективности повы
шения надежности используются ста
тистические данные (в табличной, гра
фической или аналитической форме) 
зависимости относительной интенсив
ности отказов различных типов ЭРИ 
Ар. =  ( \ - 0 — интенсивность от
казов при нормальной температуре и 
коэффициенте электрической нагрузки
Кн =  0  от температуры окружающей 
среды Тощ, и коэффициента электри
ческой нагрузки Кн =  П і іП і (П і — 
определяющий параметр режима). При 
этом относительная интенсивность от
казов, соответствующая номинальной 
(максимально допустимой по ТУ) элек
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трической нагрузке элементов данного 
вида при температуре окружающей 
среды Т  °С =  + 2 0  °С, принята за еди
ницу.

На рис. 10 приведены зависимости 
относительной интенсивности отка
зов /Ср для нескольких типов электро
радиоизделий (ЭРИ) ^Ар . — коэффи

циент режима ЭРИ).
На основе экспериментальных дан

ных для вычисления значений Ап
для различных типов ЭРИ обычно 
строят математические модели в ана
литической форме.

Математическая модель для расчета 
коэффициента режима при различных 
электрических нагрузках и температу
ре окружающей среды для полупровод
никовых приборов (кроме светодиодов 
и индикаторов) имеет вид:

где t — температура по шкале Цель
сия; А , В, а  — постоянные коэффи
циенты (например, для кремниевых 
транзисторов А — 95 405, В ~  —4823, 
а  =  1227).

Приведенная модель верна в диапа
зоне изменения отношений І0ІІo m ax. 
PjPomax от 0,1 до 1,0 и температуры 
окружающей среды от 25 °С до макси
мальной для каждой группы изделий. 
Мощность рассеяния (рабочий ток) не 
должна превышать предельно допусти
мых значений, оговоренных в ТУ. 
Аналогичные модели строятся и для 
других видов ЭРИ. Значения Ар при
ведены в табл. 2 для кремниевых по
лупроводниковых приборов.

Понижение или стабилизация тем
пературы внутри сборочных единиц 
целесообразны до тех пор, пока суще
ственно уменьшается интенсивность 
отказов элементов.

В табл. 3 приведены данные по уве
личению относительной интенсивности 
отказов ЭРИ при повышении темпера
туры окружающей среды на каждые

Рис. 10. Зависимость относительной 
интенсивности отказов Ар:
а — от температуры окружающей среды 
^окр Для конденсаторов с бумажной изо
ляцией при различных Ки по напряже
нию; б — от отношения Тсжр/Тдред для 
транзисторов при различных Кн  по мощ
ности рассеяния на переходах (предель
ная температура равна 85 °С для
германиевых транзисторов и 150 °С для 
кремниевых)

10 °С при номинальной электрической 
нагрузке, т. е. при А н = 1 *  Ѵю=  
=  а2/яі> где аі  — относительная интен
сивность отказов при Тц а2 — относи
тельная интенсивность отказов при 
Т і  =  +  10 °С.

Проанализировав данные табл. 3, 
можно сделать следующие выводы:

любое снижение температуры среды, 
окружающей элементы, уменьшает ин
тенсивность отказов, при этом в диапа
зоне 20—60 °С темп роста интенсив
ности отказов практически постоянен;

относительное изменение средней ин
тенсивности отказов на каждые 10 °С 
приращения температуры окружающей
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2. Значения коэффициентов режимов /Гр

К Р п р и  - р ,
Р0 /о
0 ШІП О ШІПт. °с4 » ^

о.і 0.2 0,3 0.4 0.5 0.6 0,7 0.8 0.9 1.0

25 0,02 0,03 0,05 0,08 0,13 0,20 0,32 0,47 0,73 1,0
30 0,02 0,04 0,07 0,09 .0,16 0,24 0,39 0,57 0,80
35 0,03 0,05 0,08 0,11 0,18 0,28 0,45 0,67 0,87
40 0,03 0,06 0,10 0,14 0,22 0,34 0,53 0,77
45 0,04 0,07 0,11 0,17 а ,26 0,40 0,60 0,87
50 0,05 0,09 0,12 0,20 0,32 0,49 0,74 1,00
55 0,06 0,11 0,17 0,23 0,37 0,57 0,87
60 0,08 0,13 0,21 0,30 0,44 0,69 0,93
65 0,10 0,15 0,25 0,36 0,50 0,80
70 0,12 0,19 0,33 0,43 0,62 0,90
75 0,15 0,23 0,40 0,50 0,77 1,0
80 0,18 0,23 0,47 0,59 0,83
85 0,21 0,30 0,55 0,67 0,93
90 0,25 0,35 0,63 0,77
95 0,27 0,40 0,75 0,87

100 0,32 0,50 0,87 1,00
105 0,37 0,60 0,93
110 0,45 0,70
115 0,53 0,80
120 0,63 0,90
125 0,73 1,00

3. Зависимость роста относительной интенсивности ѵю отказов ЭРИ 
от температуры

Ую при интервале температур, °С
ЭРИ

20— 30 30— 40 40— 50 50— 60 60— 70

Резисторы пленочные 
Конденсаторы слюдяные:

1,25 1,35 1,45 1,6 2,5

с обкладками из фольги 1,2 1,25 1,25 1,25 1,4посеребренные 1,1 1,3 1,5 1,5 1,5керамические U 1,1 1,15 1,2 1.4бумажные 
Диоды: *

1,3 1,5 1,3 1,25 1,3
германиевые 1,15 1,2 1,1 1,2 1,4кремниевые 1,1 1,1 1,1 U 1,1
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среды постоянно в диапазоне 30—50°С 
и равно 1,5 для резисторов и 1,1 — 
для кремниевых диодов, следовательно, 
изменение Л* от Т  близко к показатель
ному закону. Это несомненно повышает 
достоверность полученных зависимо
стей, так как они согласуются с более 
общими физико-химическими предста
влениями и закономерностями;

повышение окружающей темпера
туры выше 60 °С заметно увеличивает 
темп роста интенсивности катастрофи
ческих отказов большинства ЭРИ; это 
объясняется тем, что указанные огра
ничения скорости протекания процес
сов старения справедливы до тех пор, 
пока температура элементов не дости
гает некоторого критического зна
чения.

Однако интенсивность отказов эле
ментов схемы зависит и от вещества 
элемента, на которое влияет не только 
температура окружающей среды, но 
и энергетический режим элемента. 
Так, для пленочного резистора — это 
температура на его поверхности, для 
конденсатора — температура изоля
ции, для полупроводникового диода 
или транзистора — температура пере
хода, для реле или трансформатора — 
распределение температуры внутри об
моток. В общем случае относительная 
интенсивность отказе® большинства 
ЭРИ является нелинейной функцией 
окружающей температуры и коэффи
циента нагрузки /Сн, т. е. /Ср =  
=  /  (Токр» * н). Поэтому регламенти
рованный предельный коэффициент на
грузки целесообразно устанавливать 
в той области, где кривая относитель
ной интенсивности отказов Ар при 
максимально возможной для данной 
РЭА окружающей температуре начи
нает круто возрастать. Эта область со
ответствует условию

& К Р. \  <РКр.
— г -  ; — г - — 0&Кн /max dKm

при Т'окр. max-

Принцип регламентации /Си max пле
ночных резисторов осуществляется на 
основе опытных статистических зави
симостей (рис. 11). Указанный диапа
зон средних температур внутри бло
ков. РЭА типичен для многих видов

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 Кн

Рис. 11. Зависимость относительной 
интенсивности отказов Ар пленочных 
резисторов от коэффициента нагруз
ки по мощности Кн и Т’окр

аппаратуры, предназначенной для ра
боты в различных климатических усло
виях. Для резисторов Ан =  Ршах/Рдоп» 
где Ртах — максимальная мощность, 
рассеиваемая на резисторе в режиме 
активной эксплуатации РЭА; Рдоп — 
допустимая (максимальная) мощность 
рассеяния для резисторов данного 
типа, указанная в соответствующих ТУ 
или стандартах. На графике рис. 11 
видно, что при средней температуре 
внутри блока РЭА порядка 50—70 °С 
наблюдается резкое увеличение вероят
ности отказа резистора при /Сн =  
=  0,4ч-0,6. Описанный принцип вы
бора предельных нагрузок применяется 
для всех элементов РЭА, по которым 
имеются' соответствующие статистиче
ские данные. Для проверки выполне
ния ограничительных требований и 
прогнозирования показателей безот
казности РЭА на этапах эскизного 
и технического проектирования оформ
ляется разработчиком сводный доку
мент по электрическим (температур
ным) параметрам в виде карт рабочих 
режимов для всех элементов проекти
руемой РЭА.

Максимальный коэффициент на
грузки элемента по выбранному пара
метру определяется из условия наиме
нее выгодной комбинации возможных 
(допустимых) отклонений от номинала 
параметра элементов и источников
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питания блока (узла), т. е. в экстре
мальных режимах работы элемента. 
В сложных случаях для определения 
Кп шах используется ЭВМ. Контро
лируемые параметры режимов основ
ных типов комплектующих изделий 
и рекомендуемые значения (облегчен
ные) коэффициентов облегчения режи
мов для проектируемой РЭА приве
дены в табл. 4.

Для защиты от влаги и других агрес
сивных сред должна быть предусмо
трена герметизация сборочных единиц 
на уровне блока или устройства.

На этапах эскизного и технического 
проектирования проводится расчет 
суммарной интенсивности отказов Л£
сборочной единицы (СЕ) — микросбо
рок, ячеек, блоков и т. д. При этом 
определяется перспективность приня
тых схемно-конструктивных решений 
с точки зрения выполнения требований 
к надежности соответствующих уст
ройств.

При ориентировочной (предвари
тельной) оценке надежности предпо
лагается, что отказы элементов СЕ 
подчиняются экспоненциальному за
кону, физические параметры струк
туры элементов устройства, влияющие 
на их надежность, не коррелированы. 
Так как отказы элементов независи
мы, то отказы СЕ наступают в момент 
отказа слабейшего элемента в схеме. 
Вероятность одновременного отказа 
нескольких элементов практически 
равна нулю. Вероятность безотказной 
работы СЕ за время *

N ( N \
Р £ (0  =  П Р і ( 0  =  елр - <  £ Ы  =

1 =  1 I 1 =  1 )

=  ехр {— ¿Ле} , (16)

где
N

Ле =  £  Пі^ і .
і= і

Интенсивности отказов Яр элемен
тов СЕ при различных видах расчета 
надежности (на ранних стадиях проек
тирования, окончательный расчет на
дежности на этапе технического проек
тирования) определяются по следую
щим выражениям:

ориентировочный расчет: 

Яр =  ЯОСі ГК Э]

Яр =  Янс> гАэі (17)

если известна номенклатура изде
лий:

Яр =  Ян/С э і (18)
л р — 2

і
піК . .I >

окончательный расчет надежности:

^р =  ^оАрАэ!
Яр =  Яд/СрКэ!

^р. тэ т  =  ^рТСтэт ; (1 9 )

^ р .  О С  = =  ^ р / ( о .  с »

Лр =■ у , «¿Яр ,
і  1

где Ян — интенсивности отказов от
дельных типов ЭРИ при испытании 
в режиме номинальной электрической 
нагрузки й нормальной или повышен
ной температуры соответственно; 
Яне. г — средние значения интенсив
ности отказов групп ЭРИ; Лр — сум
марная интенсивность отказа всего 
анализируемого изделия; пі — коли
чество ЭРИ ¿-го типа; /Ср — коэффи
циент электрического режима; Кэ — 
коэффициент эксплуатации; /СТЭт — 
коэффициент улучшения показателей 
надежности ЭРИ после проведения 
электротермотренировки; Ко. с — ко- 
эффициент улучшения показателей на
дежности при применении ЭРЙ опре
деленной серии.

Если не уточнены электрические 
режимы работы ЭРИ, то применяются 
формулы (18), если нет данных о на
дежности отдельных типов ЭРИ, то 
показатели надежности рассчитывают
ся по формулам (17).

Для случая сеансной работы изде
лия, а также при определении ЗИП
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4. Рекомендуемые значения коэффициентов облегчения режимов 
для различных типов комплектующих изделий

Комплектующие
изделия

Контролируемый
параметр Коэффициент облегчения режима

Цифровые функцио
нальные устройства:

КМОП БИС

ТТЛ БИС

Входные устройства

Выходные устройства

Вторичные источники 
питания

Лентопротяжные ме
ханизмы

Транзисторы НЧ, 
УВЧ
Транзисторы СВЧ
Тиристоры
Резисторы
Фоторезисторы, боло
метры
Стабилитроны, тун
нельные диоды 
СВЧ-диоды, фотодио
ды

Разброс номинально
го напряжения пита
ния

Емкость нагрузки

Ток нагрузки

Емкость нагрузки

Амплитуда входного 
сигнала

Длительность фронта 
сигнала

Емкость нагрузки

Ток нагрузки

Температура 
в блоке

среды

Разброс номинально
го напряжения пита
ния

Рассеиваемая 
ность 
То же

»
»
»

мощ-

±  А£/п. ф
і  АII п. д

К С, =

Кі =

^н. ф 
Сн. д 
^н. ф 
^н. д

=  0,7

0,8

0,7

КС =  - £ ? Л  =  0.8
С Н. д

при Т ср ~  25° ±  15 °С

^ вх . ф
и

Кт =

вх. д
Д тф

ДТтт

=  0,9ч-1

=  0,94-1

Кс =  - £ ± ±  =  0,в
ь н. д
^н. ф ^

К і  — , =  0,9

Кт =

'Н. Д

ТФ
=  0,8

±  п. ф
К п =  . А-„  =  0,7

при Т ср

±  д и Пш д
- 25° -I- 15 °С

р- ф 
>Р- Д

< 0 ,5

0,94-1
< 0 ,5
< 0 ,5
< 0 ,9

< 0 ,5

0 ,9 -і-1
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Продолжение табл. 4

Комплектующие
изделия

Контрол ируемыГі 
параметр Коэффициент облегчения режима

Разброс номинально-
± . А 1/ п. ф

Кварцевые резонато-
Кі1~  ± А І / П.д  ^ ° ’7ры, пьезоэлектриче- го напряжения пита-

ские фильтры ния

Фазовращатели, атте- Мощность на входе Кр =  ~ ^ ВХ' Ф < 0 ,8
нюаторы, ферритовые 
циркуляторы и т. п.

*вх, д

А в т о м а т и ч е с к и е  вы- Ток главной цепи К і  =  < 0 ,8
ключатели

Пф
К п ер — гг < 0 ,8  

п д
Реле Количество переклю-

чений

Кнопки, переключате- Ток коммутации =  < 0 ,7
ли уд

Соединители, провода, Передаваемая мощ- К р  =  -1 Г -  ^ ° ' 8кабели ность

Предохранители Ток нагрузки
^ном. ф

Ки =  7-------- <  0,5 -ь 0,6
*ном. д

Силовые, импульсные Ток обмотки Коб =  - ^ - < 0 , 8 - 5 - 1
трансформаторы, дрос- / н. д
сели при Тср <  ± 7 0  °С

Оптопары Средний ток входа
I  ср

Ко ^  —т~— <  0,9 -  1 
7д

П р и м е ч а н и е .  Принятые в индексах сокращения: н — нагрузка,
ф — фактическое, д — допустймое.

интенсивность отказов при хранении 
в составе аппаратуры

і
Для восстанавливаемой аппаратуры 

интенсивность замен:

Я3 =  Х-о/Сз/Сэ!

Яз =  А,н/Сз/Сэ!
Лз =  ^

где Къ — коэффициент замен.

Используя полученные значения ин
тенсивностей отказов, рассчитывают 
другие показатели надежности:

вероятность безотказной работы за 
время эксплуатации

Р (Т) =  <ГЛРГ
вероятность безотказной работы с 

учетом хранения в составе аппаратуры

Р (Т X Т х) =  е~ (АѴТ+Ахтх); 
гамма-процентный ресурс
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среднюю наработку до отказа

Результаты расчета сводятся в таб
лицы определенной фо'рмы, удобной 
для анализа и использования в про
цессе разработки РЭА. При этом прак
тически одинаково нагруженные одно
типные элементы схемы устройства 
объединяются в группы, так как имеют 
одинаковую расчетную интенсивность 
отказов.

Данные о номинальной интенсив
ности отказов А,0. (при Т окр =  20 °С
и К н =  0  могут быть взяты из ТУ 
на элементы или литературных источ
ников.

При достаточном объеме статисти
ческой выборки в расчетах следует 
отдавать предпочтение данным (Я0і.,
Т окр и т - Д-). получаемым на основа
нии опыта проектирования, производ
ства и эксплуатации аналогичной ап
паратуры, разработанной ранее. Такие 
данные отражают конкретные условия 
разработки и производства, характер
ные для проектирующей организации, 
и поэтому сохраняют относительно 
высокую достоверность при их исполь
зовании для прогнозирования надеж
ности РЭА, вновь проектируемой. 
В этом случае одним из основных видов 
исходной информации являются экспе
риментальные оценки показателей на
дежности составных частей изделия, 
полученные на этапе производства, 
при автономных испытаниях или при 
испытаниях в составе изделия, а также 
результаты предшествующих испыта
ний и данные эксплуатации изделия и 
изделий-аналогов. Оценка показателей 
надежности осуществляется на основе 
объединения рассмотренной исходной 
информации.

В качестве составных частей изде
лия, для .которых делается экспери
ментальная оценка показателя, выби
раются элементы нулевого и первого 
уровня иерархии РЭА (транзисторы, 
диоды, микросхемы, конденсаторы, ре
зисторы, трансформаторы и др.). В ка
честве изделий-аналогов выбираются 
изделия, единые по элементной базе 
и конструктивно-технологическим 
принципам построения.

Результаты испытаний и эксплуата
ции основного изделия и изделий-ана
логов представляют собой разнород
ную статистическую информацию о на
работке и отказах однотипных элемен
тов, работающих в разных частях 
(блоках) изделий и на разных этапах. 
Оценка интенсивности отказов элемен
тов на основе объединения разнород
ной статистической информации о на
работке и отказах однотипных эле
ментов осуществляется с использова
нием теоретико-экспериментальных за
висимостей интенсивности отказов эле
ментов от режимов и условий их ис
пользования в РЭА. Оценка надеж
ности РЭА (например, вероятности 
безотказной работы Р (ф  в течение 
наработки  ̂ осуществляется на основе 
полученных значений интенсивностей 
отказов элементов и математической 
модели надежности отказоустойчи
вой РЭА, выражаемой аналитической 
или алгоритмической зависимостью 
Р (¿) от интенсивностей отказов эле
ментов и реальных наработок эле
ментов.

Для РЭА может быть использована 
методика оценки интенсивности отка
зов элементов на основе объединения 
разнородной информации. С этой 
целью выбирают набор типов РЭА, 
единых по элементной базе и конструк
тивно-технологическим принципам по
строения (Іъ / 2, ..., /дг). Для каждого 
изделия іі  (1 ^  і ^  Л0 выбирается на
бор идентичных комплектов {Кі , \\  
К і , 2; К ім) этого изделия и сово
купность последовательных этапов 
(Эі , і; Эг-,2; Э і , в) жизненного цик
ла изделия, с которых будет собираться 
информация о наработке и отказах 
всех блоков каждого комплекта изде
лия.

Для каждого 1 і <; N и каждого 
1 <1 5 задается число ¿/¿, в —
тип условий использования изделия іі  
на этапе Эі , в- Тип условий исполь
зования изделия может принимать 
одно из значений 1 £.
Пусть Б =  {/>!, Б 2, .... £д} — мно
жество типов блоков, из которых по
строены все изделия набора (І1г / 2, ..., 
/лг), тогда каждое изделие /* (1 ^  
^  і Л0 задается функцией коли
чества Ф ^ :  Б -+• \ Ѵ  (0, 1, 2 ...},
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где (Б;) — количество блоков ти
па Бу в изделие /у (в частности, может 
быть Ф ^  (Бу) — 0).

Если (Бу) ф  0, то пронумеруем
от 1 до (Бу) все блоки типа Бу, 
входящие в изделие /у, единым обра
зом для всех комплектов изделия /у. 
Множество
//= { ( / , /, /, т): 1 <  /' <  Я; 1 <  / ^  ДО; 

Ф{і) (Бу) ф  0; 1 <  I <  Ф(‘> (Бу);
1 <; т <  Му}
называют множеством экземпляров, 
т. е. экземпляр Л (у, і, I, т) £ Н со
ответствует I-му блоку типа Бу в ком
плекте АТ*, т  изделия /у и называют 
/-м экземпляром блока типа Бу в ком
плекте Кі,т  изделия / г-.

Для удобства множество
В =  {(Л, Б): К =  (у. і, Л т) С Н,
1 < Б < Б у }
называют множеством экземпляр-эта
пов, т. е. экземпляр -этап р ~  (Н, Б) 
соответствует нахождению экземпля
ра Л на этапе Зу, $.

Рабочей температурой экземпляр- 
этапа Р (Л, Б) £ б  называется любая 
зарегистрированная с определенной 
дискретностью средняя температура 
внутри экземпляра Н =  (у, і, /, т) на 
этапе Зу, б -

Спектром рабочих температур эк
земпляр-этапа называется набор

'/10 =  ( ( 7 рІ)' “ в " ) '

где — рабочая температура
Р (1 Ь ^  а); ^  — доля времени на
хождения экземпляра Л =  (у, і, /, пг) 
на этапе 3,-, $ при рабочей темпера
туре (1 6 ^  а);

аэ < 0 ;  2  а рЬ) =  1:
Ь—\

т( М ф ф >  (при Ь^Ф Ьг).

Наработкой экземпляр-этапа р =  
=  (Л, Б) £ В называют зарегистри
рованную длительность нахождения 
экземпляра Л (у, £, I, пг) на этапе Зу,в-

Рассмотрим множество

т =  I р  е в, 1 < 6 < а р)
всех зарегистрированных рабочих тем
ператур для всех экземпляр-этапов.

Через

D (у\ U, П  =  {Р =  (Л. Б);
Л =  (у, /, /, /я); w =  wy, 5 ;

(‘5ь)(1<ь<ар)7,рЬ) =  т)

обозначим множество всех экземпляр- 
этапов р ~  {h, Б), у которых h — 
=  (у, i, I, m) является экземпляром 
блока типа Ру; тип условий использо
вания изделия / і на этапе Зу, m совпа
дает с U  ( Т  была зарегистрирована 
в качестве рабочей температуры).

Из определения спектра рабочих 
температур и определения D  (у, U,  Т)  
следует, что для любого Р С Пу, U (Т ) 
однозначно определяется:

1 ^  6р, т ^  а(іі
'rib*,  |5, Т)  __<г>
'Р  - У

Суммарная наработка ¿у, (/ (Г) всех 
экземпляров блоков типа Бу при рабо
чей температуре в условиях исполь
зования типа U определяется следую
щим образом:

і , - и ( т 2  <#” ’ р , 1 % ;
Э Э £ > /\  і /  (Г )

(¿<у</?; ТЭТ).
t.

Пусть Е =  {£і, б 2. • ••> £ d} —мно
жество типов элементов для всех типов 
блоков из множества Б . Пусть Кн — 
дискретное множество коэффициентов 
нагрузок, охватывающее все возмож
ные значения коэффициентов нагрузок 
для всех элементов во всех типах бло
ков из Б .

Если А?ну С то 0 ^  -Кн ^  11
к н =  о означает неопределенное зна
чение коэффициента нагрузки.

Состав блока типа Бу задается 
функцией состава:

С(/>: Е х  Кн —»■. ДО =  {0, 1, 2 ,...} ;

С(/) (Б(/, /Сн) для 1 и £н € Ян.
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где Си) (Еа, Кн) — число элементов 
типа Ей с коэффициентом нагрузок Кн 
в блоке типа Б у (допускается (£^, 
Кн) = 0 ) .  Для удобства множество
б = к х к н =  { ( а д н), 1

Кн* £ Кн} называют множе
ством типов элементов с нагрузкой.

Для £ — (Ей, Кн) £ (/ и Р ~  (Л,
5) £ В отказом типа (£, Р) назван 
отказ элемента типа Ей с коэффициен
том нагрузки Кн в экземпляре Л (/, і, 
I, т) на этапе 3/, я. Число отказов 
типа (#, Р) обозначим через Отка
зом типа ц  £ <3 назовем отказ типа 
(£, Р) для некоторого Р £ В. Число 
отказов типа £

Суммарная наработка (Т) всех эле
ментов с нагрузкой типа § при темпе
ратуре Т  и ііри условиях использова
ния типа и  вычисляется следующим 
образом:

Я
Ч <г > =  I!

/=  1
( / ( Г ) С ^  (*).

Значения (Т ) для различ
ных К Ні  С К н , V  С О .  2. 3, 4, 5,
6}, 71 ^  Г и значения ^ н  ̂ для
различных Кні С Кн составляют раз
нородную статистическую информацию 
о наработке и отказах элементов типа 
Ей.

Суммирование всех наработок 
(Ц, /Сн» Т) Л7111 нахождения =  

=  2  і Е<1( и ,  К н »  Т )  и  в с е х  о т ’
и, /сн. т

к а з о в  г  ( Е й ,  /Си) д л я  о п р е д е л е н и я

г  (Ей)  —  2  г  ( Ей ,  К н )  п р и в е д е т  к  п о - 

*н
лучению средней эксплуатационной ин
тенсивности отказов элементов типа Ей• 
Для оценки интенсивности отказов при 
нормальных условиях Т  =  25 °С, Кн=  
=  1, Кэ (Ей, Ц°)=  1 1*э {Ел, Ц°) -  
коэффициент Эксплуатации ] вместо
суммарной наработки і ( Е й)  берется

нормализованная суммарная нара
ботка

6
‘н (£<!) =  2  Кэ (Е„, и )  2  і Еі х  

и =' к И£ к И
х ( и ,  К И, Т ) К » ( Е а , Г ,  к „ ) ,

где Кр (Ей, Т, Кн) — коэффициент 
режима элемента типа Ей с коэффи
циентом нагрузки Кн при темпера
туре Т ; Кэ (Ей, V) — коэффициент 
эксплуатации элемента типа Ей при 
условиях использования типа V.

Формула получена из условия, что 
среднее число отказов элементов ти
па Ей при нормальных условиях с сум
марной наработкой ін (Ей) равно сред
нему числу отказов элементов типа Ей 
при распределении наработок:

и  € {1........6>;

\ іЕ і (Ѵ ,Ц « .  Т ) ) Т £ Т ;
К„ € *„■

Проверка гипотезы о совпадении 
среднего количества отказов элемен-
тов типа Ей за время і а (£/, Кн> Т) 
при условиях (Г, Кн, и)  со средним 
количеством отказов элементов этого
же типа за время і а (V, Кн» Т) Кэ X 
X (Ей, V) К р (Ей, Т,  Кн) при нор
мальных условиях осуществляется 
с применением критерия Колмогоро
ва—Смирнова.

Интенсивность отказов Х0° при
нормальных условиях определяется 
выражениями

0 ^ , Е  -  Хі-Ѵ <2>
0 < *° <  2іИ Ш

при г.(Ей) =  0;

Х2і4у №

(20)

А  <"> -Ло — 2*„ (Ел)

■/.У у <2г (£<,) +  2)
2___________ _____

2/н  ( Е й )
=  ^ №>, (21)

гд е  у  —  д о с т о в е р н о с т ь  р е з у л ь т а т а .
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Если нормализованная суммарная 
наработка /н (Е^) для элементов ти
па Ей мала, то ія (Ей) дополняем 
суммарной нормализованной наработ
кой для элементов типа Ей', тогда 
и количество отказов г (Ей) дополняет
ся количеством отказов элементов ти
па Ей-

В формулах (20) и (21) %р ~  (2т) 
уровень значимости хи-квадрат рас
пределения для вероятности Р •< 
<  2 т  со степенями свободы у =  1 — 
— (а +  Р), где а  — риск изготовителя 
(а ^  0,5); р — риск заказчика (р ^  
< 0 ,5 ) .

Для значений (1 — у) и

(1 +  у) получим

Р {^оа{Ъ)^ о а > ^ о а(Н)\ =

=  Р (В)> Х ^ |  Р \Коа> ^ {Н)\ =  
=  (і — р (в) ) я н =  

у для г (Ей) =  0;

( і — 1 - ( 1 - и ) - і - ( 1 + Т )  =

=  =  1 (1 - ѵ )  + 4 - ( • - ? ) '  =

для г (£д) >  0, 1 < 0 ,  1.

Для случая у =  0,8 [т. е. а  — Р =  
=  0,1 при гЕй >  0 и а  =  0,2 и р =  0 
при г (Ей) =  0] вероятность

Для сборочных единиц нулевого и 
первого уровня (ИС, БИС, ГБИС и 
микросборки) иерархии современной 
РЭА характерным является наличие 
достаточно высокой степени коррели- 
рованности физических параметров 
структуры компонентов (элементов), 
т. е. допущение о независимости отка
зов не выполняется, и математическая 
модель надежности РЭА при независи
мости отказов элементов становится 
слишком упрощенной (приближенной) 
и не обеспечивает достоверную оценку 
показателей надежности сборочных еди
ниц (ИМС, БГИС, МКСБ и т. д.). 
В этом случае любая сборочная еди
ница представляет собой некоторую 
совокупность элементов, состоящую 
из полностью некоррелированных 
групп элементов, где элементы внутри 
каждой группы являются коррелиро
ванными в той или иной степени. 
Структура такой сборочной единицы 
может быть представлена как последо
вательная цепочка из некоторого числа 
некоррелированных групп элементов 
с вероятностями безотказной работы 

1, ...» к ( Р ёі — вероятность 
безотказной работы і-й группы с кор
релированными элементами).

Если коррелированная группа со
стоит из п элементов с вероятностями 
безотказной работы

Рі (і) =  ехр У

(і — 1, • •» я)

и представляет последовательную це
почку элементов, то согласно теореме 
умножения событий вероятность без- 
бтказной работы последовательной 
схемы

(»>1 = 0 ,  8. р<£, 1)= р  (/,; о  р  ( / Л ;  0  X

Величина наработок считается

малой, если (в) >  (с) при

г ( Е ^  =  0 (*>£*(С) — значение интен
сивности отказов элементов типа Ей «•> 
при нормальных условиях).

X Р (Ѵ М а; О Р М А - и  0,
где Р (Іх\ І) — безусловная вероят
ность безотказной работы элемента /* 
группы Р (Іг11х\ /), Р  (/8//і /а; 0 . — » 
Р (ІкІІі*а. •*» Ік-1. 0  — условные ве
роятности безотказной работы, эле
ментов /8........группы #.
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При идентичности всех элементов lk , 
к =  1, k и наличии полной кор- 
релированности их отказов

Р (ft; I) =  Р (*2; <) =  -••
=  О;

P (hH i ,  t ) = P ( W * ;  <) =  • ■• = <22)

. —Р ИкЧi^2* • О'
Из (22) следует, что при абсолютно 

стабильном технологическом процессе 
производства элементов g сборочной 
единицы вероятность безотказной ра
боты Pg (t) любой коррелированной 
группы элементов определяется на
дежностью (безотказностью) одного 
элемента, т. е.
'Р(8, *)=*P(h, 0  =
=  Р{ІІ, і =  1........k ; 0;

. kg =  Xj, i — 1, / ( ,
где A, — интенсивность отказов.

Тогда для сборочной единицы
к

. е =  A,g; 
g=\

k mi
- t  £  £  h i

i=I /=1
где — составляющая интенсивно
сти отказов, определяемая отказами 
/-го типа компонентов ¿-го элемента 
сборочной единицы; ті — номенкла
тура компонентов в составе сборочной 
единицы, которые характеризуются 
коррелированностью физических пара
метров; k — номенклатура компонен
тов в составе сборочной единицы, 
отказы которых являются независи
мыми (практически полная некорре
лированность параметров различных 
элементов). Например, если в качестве 
сборочной единицы рассматривается 
микросборка, то отказы таких эле
ментов микросборки, как МППМ, (мно
гослойная плата) и ИС (БИС), можно 
считать практически независимыми, так 
как технологические процессы их из
готовления полностью разделены и са
мостоятельны.

Так как в структуре сборочной еди
ницы имеются полностью или частично 
коррелированные элементы и полно

те. е (0 =  ехр

стью некоррелированные элементы, ин
тенсивность отказов сборочной еди
ницы удобнее представить в виде

к ті
Лс. е =  ^  " і̂і =

і=1 /=1
т.‘ft ml

=  2  N ikl ik +  E  M
j=\

mk
= E

/= i
m,

+  2
/= 1

Ч + Ц Ч І *
1=1

где тк, т1 — число элементов к-го и 
¿-го типа; к ^ ,  к j l — интенсивность
отказов элементов (компонентов) ¿-го 
и /-го типа; — число элементов
(компонентов) 1-г о типа; /(,- — число
элементов /-го типа; т1 — количество 
типов элементов; фі — функция
степени коррелированное™ определяю
щих параметров элементов ¿-го типа.

Рассмотрим примеры анализа на
дежности типовых устройств РЭА. 
На рис. 12 показана структура микро
процессорной ЭВМ на БИС с трехкрат
ным мажоритарным резервированием 
состоящей из магистрали данных 1 
магистрали адреса и управления 2; 
микропроцессора МП; запоминающего 
устройства З У  и восстанавливающего 
устройства ВУ

Рис. 12. Структура микропроцессор
ной ЭВМ на БИС с трехкратным мажо
ритарным резервированием
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Рис. 13. Структурная схема матрицы 
памяти

При анализе надежности данной 
системы рассмотрим два случая:

1) модули М П  и ЗУ  являются од
новыходными устройствами, т. е. £ — 
=  1;

2) модули М П  и ЗУ  являются мно
говыходными устройствами, т. е. £  =  
=  К.

Второй случай более реален для 
систем с мажоритарным резервирова
нием. Модули с параметром £ =  К 
при мажоритарном резервировании вы
ходят из строя только тогда, когда 
неисправности имеются в каждом мо
дуле и они воздействуют на одни и те 
же выходные функции ^  £ Рг- каж
дого модуля.

Надежность микропроцессорной 
ЭВМ будем оценивать вероятностью 
безотказной работы в течение времени
(О, О-

В случае 1)

р  (о  =  2  с ‘к (р мр ву)*- 1 х  
1=0

х  (1 —  Ѵ вуУ ’
где Рм — вероятность безотказной ра
боты модуля М П —ЗУ; Рв у — вероят
ность безотказной работы В У ; к, 
Р  — параметры систем с мажоритар
ным резервированием (к — число ка
налов; Р  — порог голосования вос
станавливающего устройства).

В случае 2) на каждом поразрядном 
выходе модуля памяти ЗУ  имеется ВУ, 
обеспечивающее правильное функцио
нирование модуля, за исключением 
случая, когда ошибка возникает одно
временно в одном одинаковом разряде 
разных модулей.

Пусть модуль памяти представляет 
матрицу размером п Х т , где п — 
число разрядов модуля памяти; т — 
число кристаллов (БИС), приходя
щихся на один разряд, которое опре
деляется информационной емкостью 
ЗУ  при заданной степени интеграции 
БИС. Структурная схема матрицы 
памяти, состоящей из цепи модуля 
управления МУ,  кристаллов памяти 
Б И С , шин управления и входных 
данных Л, шин выходных данных В 
и выходного регистра Рг, приведена 
на рис. 13.

Если надежность кристалла памяти 
Р б и с > а  надежность цепей модуля 
управления Р м у і  то надежность мо
дуля ЗУ  с трехкратным мажоритарным 
резервированием (без учета надежности 
ВУ)

Р ЗУ  ( 0  =  ^ М У  [ ^ Б И С  +

+  З Р БИС 0  —  Р Б И с ) ] ” т  +

+  3 ^ М У  (1  —  Р м у )  ^ Б И С -

С учетом надежности ВУ  на каждом 
поразрядном выходе модуля памяти

Р З У  ( 0  =  Р м [ р 1 у  [ ^ Б И С  +

+  3f>БИС 0  —  ^ Б И с ) ] т  +

+  3f>B y  (1  —  Р в у )  ^ Б И С І ”  +

+  З р т 0  —  Р т) ( Р В У Р В И с ) 2П-

Рассмотрим общую методику по
строения ССН сложных систем со мно
гими выходами с мажоритарным резер
вированием.

Пусть задана некоторая система S,  
характеризуемая структурным пара
метром L ~ К ,  где К  — число выхо
дов 5, на каждом из которых распо
ложен мажоритарный элемент. При 
анализе работоспособности системы с 
учетом состояний каждого из выходов 
(выходных функций fi С F) обнару
живается, что мощность 11 (U) I мно
жества работоспособных состояний 
{/¿} £ Е+ значительно больше, чем 
для системы с одним обобщенным вы
ходом (первый случай). Следова
тельно, и ССН системы должна быть 
значительно сложнее ССН системы



Анализ и расчет надежности 115

с одним выходом (рис. 14). Такая мо
дель более точно отражает влияние 
отказа каждого элемента щ  системы 
на выходную функцию С /ч

Рассмотрим модуль. памяти микро
процессорной системы (см. рис. 13). 
Отказ одного кристалла БИС не при
водит к искажению всей выходной 
информации, в то же время отказ эле
ментов общих цепей памяти искажает 
всю выходную информацию для всех 
т X К слов, где К  — информацион
ная емкость одной БИС. Из этого 
примера следует, что множество эле
ментов А системы 5  с точки зрения 
влияния отказов элементов щ  С А 
на выходную функцию С Р может 
быть разбито на ряд подмножеств
А і [а[\, удовлетворяющих условию:

и  а і М =А>
где N — число подмножеств А і .

Мощность | А і | каждого подмно
жества А і и число N  подмножеств 
А і £ А определяются конкретной 
структурой исследуемой системы 5.

На первом этапе построения ЭНС 
проводится предварительный анализ 
структурно-функциональной и прин
ципиальной электрических схем и ми
нимального (нерезервированного) ва
рианта системы. Целью анализа яв
ляется установление четкого уровня 
детализации структуры и определение
элементного состава А .  — {¿¡¿} си
стемы. Уровень детализации и состав 
элементов {а^} определяются этапом
проектирования. Наименьшим уровнем 
детализации при определении состава
А является уровень элементной 
базы (дискретных компонентов ИС, 
БИС), для которой существуют (или 
могут быть определены) статистиче
ские данные показателей надежности.
В общем случае в качестве элементов по
могут быть рассмотрены типовые функ
циональные или конструктивно за
конченные узлы, устройства и под
системы.

Результатом выполнения данного 
этапа являются составление четкого

Рис. 14. ССН модуля памяти на БИС

списка элементов множества А {&{] и 
определение надежности (интенсив
ности отказов А каждого эле
мента аі £Л $) системы. В любом слу
чае в качестве элементов А \а І} си
стемы желательно рассматривать 
элементы одного порядка слож
ности.

На втором этапе проводится под
робный анализ структурно-функцио
нальной схемы и алгоритмов функцио
нирования исследуемой системы. Цель 
анализа:

1) установление множества выход
ных функций {/*} £ системы, отно
сительно которых формируются 
условия сохранения работоспособ
ности;

2) определение подмножества Л,- £  
£ А элементов системы, отказ которых 
приводит к отказу всех функций {/Ц £ 
€ / \  некоторой части функций из
и т. д. наконец, отдельно взятой 
функции

3) установление связей между эле
ментами подмножеств {Л,-}, опреде
ляющих подчиненность элементов а.,
т. е. отказ а% проявляется на выходе 
элемента а у

построение ЭНС по результатам 
пп. 1—3.

Для системы (см. рис. 13) в качестве 
выходных функций /,■ можно рассма
тривать выходную функцию ¿-го раз
ряда всех К слов, приходящихся на 
один кристалл (БИС). Тогда для мо
дуля памяти с размером п X т имеем
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я X т функций где ¿ = 1 ,  т\ 
І =  1, п, т. е.

1, если /-й разряд из t -й 

исправен;

, 0 в противном случае.

БИС

Подмножества Л г- элементов системы 
определяются по формулам:

1) Л0 =  (а®), где (aj) — мно
жество элементов микропроцессора и 
общих цепей модуля памяти, так как 
отказ любого элемента at микропро
цессора или общих цепей ЗУ приводит 
к отказу всех функций {f \ };

2) А х =  {а}-}Л где {а}} — мно
жество элементов восстанавливающего 
устройства, приходящихся на один 
разряд т кристаллов, т. е. влияющих 
сразу на т выходных функций 
і — 1, .... m, для каждого /;

3) А 2 — {о?}, где {а^}— множество
элементов, состоящее из одного кри
сталла (БИС), т. е. влияющих на одну
выходную функцию

Для описания связей между эле
ментами подмножеств А і воспользуем
ся отношением связности т следующего 
вида:

(Ѵаіак € А і ) {(аітак)

~  (f М  V (ak) Ф  0)},

где

( 1, если аі >  ак ;
Г («к) -  ______

I 0, если аі >  ак;

а* С ^  С *> ^ С 1 у! ■
множество индексов Л,-.

Отношение а. >  ак означает, что
выходная функция /  подчинена 
элементу а-, т. е. отказ аі проявляется 
на выходе элемента а 

Для рассматриваемой системы мож
но записать следующие отношения

связности между элементами подмно
жеств Л0 и Аі, А і  и Л2:

(о? 6Л. € \ )  {о?то}|«
—/К) ѵ/(«') = 0); <23)
( ѵ “ і € А 1 V«?, € л г , /  =  1....... т ) х

X К«!™?/) — (/(“!) V /(о?/) = О)-
Соотношения (23) характеризуют 

взаимосвязь элементов в ССН.
Произвольная ССН может быть со 

сложным подчинением элементов. Та
кая структура характеризуется сле
дующим условием:
(1щак 6  А) (щтак <—

- " [ / ( / (< * і) ) \/( /(а*)) ¥ -0 ]).

где 11 (/ (а .))| — мощность множества
выходных функций /  элементов си
стемы, поражаемых при отказе эле
мента аѵ '

Взаимосвязь элементов подмножеств 
А і и А], заданная соотношением (23), 
может быть более наглядно описана 
булевой матрицей инциденцйй:
М  =  || т а  I ,

где і — число элементов подмножеств 
А і и Л7-, определенных отношением 
связности т; / — число выходных функ
ций элементов а. С А .  и а- £ Л . 
с отношением связности т.

Из соотношения (23) для элементов 
подмножеств Л0 и А х имеем следую
щую булеву матрицу инциденций:

а1 а! а21 • • • а\
" 0 0 0 . . .  0 ~ / К )

1 0 0 . . .  0 Ж )

м  = 1 0 0 . . .  0 Ж )
■

1 0 0 . . .  0
•

і ( ак)
Аналогичные матрицы инциденций 

можно написать для остальных эле
ментов системы.-

На основе матрицы (24) строим ССН 
следующим образом:
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Рис. 15. ССН системы с восстановлением выходной информации

1) последовательно выбираем эле
менты матрицы М  такие, что тf . — 1 ;

2) для всех т. ■ =  1 последовательно 
соединяем а.-й элемент с а̂ .-м эле
ментом;

3) операцию соединения элементов 
выполняем последовательно для каж
дой матрицыМ і , і =  1, N  системы.

На рис. 15 приведена ССН системы, 
где на четвертом ярусе ветвящейся 
структуры показаны элементы восста
новления выходной информации на вы
ходе мажорированной системы. Элемен
ты четвертого яруса являются идеаль
ными элементами восстановления, так 
как физически они учтены в подмно
жестве элементов А 2 второго яруса.

На основе ССН построим математи
ческую модель надежности любой си
стемы с мажоритарным резервирова
нием. Задачу построения математичес
кой модели [в данном случае .анали
тического выражения, описывающего 
P (t) системы] сформулируем следую
щим образом. Пусть заданы парамет
ры N, R мажоритарного резервирова
ния, где N  — кратность резервирова
ния, R  — порог нечувствительности 
элементов восстановления; ССН мини
мального варианта системы S; пока
затели надежности Р . элементов а. £ А,
полученные на этапе построения ССН. 
Необходимо определить функцию P (t) 
системы, считая критерием отказа си
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стемы отказ хотя бы одного из ее 
выходов.

Выберем в ССН (обозначим ССН 
для краткости Н) произвольный эле
мент А і из множества элементов А\  
первого яруса. Разделим все работо
способные состояния системы на груп
пы, отличающиеся состоянием эле
ментов аг £ А і \ элемент а исправен 
во всех N  каналах, в N — 1 каналах 
и т. д., до R  каналов. Тогда по фор
муле полной вероятности получим 
функцию надежности Р (И) системы, 
определяемой на основе CGH:

R- 1
р  (Н) =  2  рЛ,“ °Ѵ* х

а=0

Р ^Н/а, а , . . . ,  a j j  , (25)

где Р /Н /а , а , . . . , а \ — функция на-
( — г— ')

дежности в пределах ССН при усло
вии наличия отказов элементов а в а  
каналах.

Выделим некоторый элемент сле
дующего яруса в Н и, используя
формулу (25) для функций 
Р  (Н/а, а, ..., а) 

а
и последующих функций, придем к ре
куррентной процедуре разложения 
структуры Н, причем каждая функ
ция надежности на любом первом шаге 
получается как условная в зависи
мости от определенной комбинации 
отказов элементов, исключенных на 
предыдущих шагах.

Если в каком-либо канале отказами 
элементов поражены все выходные
функции {/{•} Ç F, то'параметры ма
жоритарного резервирования N/R  из
меняются от N/R  до (N —!)/(/?—1). 
В общем случае необходимо рассмат
ривать следующий ряд изменений па
раметров: N/R> (N —1 )/(R—1), ...,
(N—a)/(R—a), ..., (N— RA- l) / l .

Получающаяся на первом шаге раз
ложения структура. Ni  =  N i^Ja  при 
последовательном исключении элемен
тов а из рассмотрения в ‘ a  каналах 
распадается на не связанные между

собой структуры H*, k =  1 ,2 , Ког
да структура Hj сводится к одному 
элементу,

р  (н  =  «,) =  % '  c aN P ? ~ a ,  i f .
a=0

С учетом распада структуры Н{ 
на не связанные между собой k струк
тур Н*, Л =  1,2, и эквивалент
ности ССН при отказе элементов в раз
личных каналах на основе (25) можно 
написать рекуррентное выражение, свя
зывающее функции надежности на 
(I—1) и I шагах:

Р  (Я ,_ ,)А,/Л =  S *  с л.р /"“ а  X
а=0

х  9? П  [ р  (Н ? )](Л'““а)/(* - а ) , 
н ‘ е н ,

где параметры N/R  в виде степеней
у выражений P (H i)N^  указывают 
на их изменение при каждом шаге 
рекурренции.

Для системы в случае N =  3, R =  2, 
7 = 1

Р (Но)3'2 =  Р3, П  [P  Ю 3/2 +  
н ? е н ,

+ з р » ( і — р ,) ]  п  р  К ) 2/І.
и ‘ е н ,

где

р ( н *)2' ‘ =  р 2 П  Р ( н | ) 2/ '.  
н * е н 2

Исключим из рассмотрения второй 
элемент, т. е. Ь. Тогда структура Н* 
разлагается на т независимых струк
тур Н* с вероятностью

P ( H f f ‘ =  Р2 п  ^ к г ,
н * е н 2

где число разложения структуры H* £ 
£  Н, равно k , т. е. I H* | =  k.



Г лава 6. Применение методов подобия
при экспериментальной отработке 
и испытаниях

* I
"Тч

І. ОСОБЕННОСТИ ПРИМЕНЕНИЯ 
МЕТОДОВ ПОДОБИЯ 
В ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ 
ОТРАБОТКЕ

Для решения вопросов планирования 
отработки разработчик обращается 
к накопленному опыту создания и 
применения аналогичных изделий.

При экспериментальной отработке 
осуществляются:

изучение процессов, протекающих 
в изделиях, и прогнозирование их 
поведения в эксплуатации для разра- 
ботки защитных и предупредительных 
мер по предотвращению снижения тех
нических характеристик и показате
лей надежности ниже требуемого 
уровня;

приближение объекта отработки по 
его свойствам к создаваемому изделию 
с требуемыми характеристиками;

подтверждение заданных на конец 
отработочных испытаний технических 
характеристик и показателей надеж
ности в заданные сроки.

Сложность и многофакторность зада
чи планирования отработки опреде
ляют необходимость разделения про
цесса отработки на частные задачи, 
к которым следует отнести: 

выбор аналога из ранее созданных 
и лучших зарубежных образцов и об
основание основных параметров изде
лия на основе анализа его подобия 
базовому образцу с целью оптимиза
ции стратегий отработки;

оптимизацию стратегий отработки 
в зависимости от уровня сложности 
отрабатываемых составных частей и 
характеристик существующей или по
требной экспериментальной базы;

определение объемов отработочных 
испытаний с учетом анализа подобия

динамики роста уровня отработанно
сти ранее созданных систем;

обоснование запасов работоспособ
ности исходя из подтверждения тре
буемой. надежности при испытаниях 
на внешние воздействия;

планирование многофакторных испы
таний с оценкой подобия реальным 
условиям применения систем, в том 
числе испытаний для подтверждения 
показателя надежности.

В программах испытаний, регламен
тирующих порядок проведения испы
таний, объемы, режимы испытаний, 
устанавливают требования к точности 
результатов испытаний, правила сопо
ставления полученных оценок с ре
зультатами эксплуатации этих же си
стем.

Рассмотрим в общем виде упрощен
ную математическую модель объекта 
испытаний:

2  =  ф (*і, .... хп \ Ух, .... ут), (1)

где г — техническая характеристика 
изделия, которая оценивается в про
цессе испытаний; х1г ..., хп — функ
циональные и конструктивно-техноло
гические параметры изделия, влияю-, 
щие на характеристику г\ уг, ..., Ут "  
параметры режима работы изделия и 
параметры его нагружения.

Так как параметры хІ5 . . . ,х п и 
Уі> Ут являются случайными вели
чинами, то и характеристика г также 
случайная величина. В процессе испы
таний реализуются конкретные1 зна
чения параметров Хр ..., х* и у \ ,  ...,
..., соответствующие, значению
характеристики г* Чем точнее вос
производятся в процессе .испытаний 
параметры этой модели, тем точнее 
будет результат испытаний.
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Рис. 1. Плотности распределения / ( ¿ )  
и /  (г*) характеристик г  и г* системы 
в различных условиях испытаний

При организации испытаний в прак
тике разработки и производстве изде
лий возникает ряд факторов, которые 
существенно влияют на результат испы
таний. В процессе проведения испы
таний, как правило, не представляется 
возможным моделировать весь спектр 
нагрузок и режимов во всем диапа
зоне. Например, автомобиль должен 
обеспечить эффективное торможение на 
дорогах со всеми возможными покры
тиями, на наклонах дороги различных 
углов, встречном и попутном ветре 
различной силы, при различных усло
виях погоды, при различных аэроди
намических характеристиках автомо
биля, наконец, торможение должно 
быть эффективно независимо от того, 
какой водитель сидит за рулем. Есте
ственно, оценить тормозной путь ав
томобиля во всех возможных условиях 
не представляется возможным. Эта 
трудность может быть преодолена, 
если предложить такой метод испыта
ний, который бы позволял, испыты
вая автомобиль в одном режиме, де
лать выводы относительно его пове
дения во всем диапазоне режимов и 
условий.

Таким образом, в практике испыта
ний, как правило, воспроизводится 
более узкий спектр нагрузок, поэтому 
естественно при равных других усло
виях разброс результатов испытаний 
будет существенно меньше разброса 
этого же параметра в условиях реаль
ной эксплуатации. *>

Кроме того, экспериментальная оцен
ка исследуемого параметра, получен
ная по результатам испытаний, яв- 

'ляется смещенной по физической при
роде, поскольку в процессе испыта
ний воспроизводится не весь спектр 
нагрузок, а те нагрузки, которые зада

ются и имеют ту или иную степень 
приближенности. Это объясняется тем, 
что точное моделирование всего спектра 
нагрузок практически неосуществимо, 
да и экономически нецелесообразно.

Возникает проблема сравнения раз
ных методов испытаний и пересчета 
их результатов.

С учетом особенностей процесса ис
пытаний результат испытания объекта 
может быть выражен с помощью мате
матической модели самого объекта:

2 ~~ ф (^] і ■ • •; У\ »* • ■ > Ут—л) "Ь ®і
(2)

• где 2* — реализация технической ха
рактеристики системы, полученная 
в результате испытаний; х х* —
функциональные и конструктивно-тех
нологические параметры испытывав-, 
мого изделия или выборки; у*, ..., 
Ут—к — моделируемые параметры ре
жима работы испытываемых изделий 
и параметры нагружений (п — число 
немоделируемых параметров); в — 
суммарная погрешность измерения па
раметров.

На рис. 1 представлены плотности 
распределения характеристик г* и г.

Анализ математических моделей (1) 
.и  (2), а также методических особен

ностей процесса испытаний показы
вает, что отличие законов распреде
ления характеристик 2* и 2 в основ
ном зависит от техники воспроизве
дения параметров ух, Ут—іі в ПР°~ 
цессе испытаний. Случайность пара
метров х\, ѵ., хп влияет на характе
ристику г в меньшей степени, так как 
испытываются непосредственно сами 
изделия, а разброс, самих параметров 
сравнительно незначителен, ибо точ
ность изготовления изделий в совре
менном производстве достаточно вы
сокая.

Отличие же моделируемых пара
метров. у \ у Ут—к от фактических 
Уъ • ••» Ущ—к. может быть существенным 
как по числу параметров, так и по 
точности моделирования уровня пара
метров и диапазонов разброса. Сле
довательно, одним из основных фак
торов, определяющих эффективность 
методов испытаний, следует считать 
воспроизводимость испытаний. Харак-
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теристика воспроизводимости методов 
испытаний является интегральным по
нятием, включающим в себя харак
теристику самого метода испытаний, 
которую можно формализовать метро
логическим подходом (определение пов
торяемости — ошибки) результата 
испытаний г* и г, а также характери
стику сопоставимости, обеспечиваю
щую пересчет результатов испытаний 
к условиям реальной эксплуата
ции.

Учитывая, что смещенность резуль
татов испытаний (отличие в диапа
зоне случайных отклонений) г* и г 
имеет физическую природу, зависящую 
от выбранных методов обработки, наи
более целесообразно для разработки 
алгоритмов сопоставления и пере
счета использовать методы теории по
добия, которые позволяют на основе 
анализа подобия физических процес
сов, происходящих в испытываемой и 
эксплуатируемой системе, пересчиты
вать результаты испытаний с одних 
условий на другие по соответствующим 
разработанным критериям подобия. 
Кроме того, методы теории подобия 
позволяют сравнивать результаты ис
пытаний систем.

Таким образом, обеспечение воспро
изводимости методов испытаний со
стоит из двух этапов.

1-й э т а  п. Оценка повторяемости 
результатов испытаний, заключаю
щаяся в определении среднего значе
ния и диапазона случайных откло
нений результатов испытаний.

Пусть испытаниям были подверг
нуты N  изделий; при этом получены 
следующие значения характеристики:

| ?2 »• • •» »• • • *

Тогда оценить среднее значение г* 
и погрешность метода испытаний можно 
по формулам:

N

дг_1 ^  ^  ~~ 2ср) 2’ ^
/=1

Так как характеристика г* есть 
функция от ряда аргументов, значе
ния и о2„ соответственно зависят 
от этих аргументов. Используя выра
жение (2), запишем результаты испы
таний в векторной форме:

г* *
X

х \ у . . х* •• У ■ПІУ Упу • •
*

• у Ут—к
* * • • *

*1 і У - • • у хпІу У\ІУ • • уУщ—кі
* « * •

x lN> • • • у xnN> Уіл/>- ■• уУт—кЫ
(4)

Из выражения (4) видно, что ре
зультаты испытаний зависят от каче
ственного состояния испытываемых си
стем, которое определяется функцио
нальными и конструкторско-техноло
гическими параметрами дсь  ..., хп , 
а также от точности моделирования 
режимов и нагрузок У і , . . . , у т в про
цессе испытаний. При этом влияние 
первой группы параметров ..., х *)
на характеристику зависит от
объема выборки, а характеристика аг#

ср
зависит от уровня производства изго
товления изделий.

Влияние второй группы парамет
ров (уу, ..., Ут^к) на характеристики 
гср и ог обусловливается научно-техни
ческим уровнем системы испытаний, 
т. е. обоснованностью выбора модели
руемых режимов и-нагрузок, уровнем 
испытательного оборудования, квали
фикацией и интеллектом сцециалистов- 
испытателей.

Повторяемость результатов испыта
ний, которую можно характеризовать 
разбросом отдельных реализаций, за
висит от случайных отклонений обеих I групп характеристик, от их номиналъ-
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ных значений, а.ее оценка может быть 
представлена следующим образом:

(8)
Таким образом, повторяемость ре

зультатов испытаний характеризует 
внутреннюю погрешность всей системы 
испытаний.

2-й э т а п .  Кроме того, существует 
еще и внешняя погрешность, которая 
заложена в программу испытаний и 
которая обусловливает смещенность 
результатов испытаний по отношению 
к фактическому состоянию исследуе
мых систем.

В общем виде выражение критерия 
подобия имеет вид

п
я  =  га Пі

т—к

І К » -
<7=1

Так как параметры, входящие в со
став критерия подобия, являются слу
чайными величинами, то для их оценки 
можно использовать средние значения 
этих параметров.

Для условий испытаний

.  *я
п т—&

П * О)

Для условий эксплуатации 
п т

< 1 0 >
/= 1 <7=1

Значения показателей а , у д
определяются, например, методом ана
лиза размерностей. Оценки средних 
значений аргументов для условий испы

таний определяются по формулам (3), 
(8), а в качестве оценок средних зна
чений параметров для условий экс
плуатации можно в первом прибли
жении использовать номинальные зна
чения параметров, взятых из кон
структорской документации, техни
ческих заданий на изделия, в том числе 
и по условиям эксплуатации.

Для подобных процессов, л* =  л; 
приравняв выражение (9) и (10) и вы
делив оставшийся неизвестный парат 
метр 2Ср, получим

2 =  2Ср ср

п Л т —Л

П *і } П  С я
І = 1 <7=1

п 0 т

- І = 1 <7=1

]_
а

.(11)

Выражение (11) используется для 
пересчета смещенной оценки 2*р к
оценке 2ср, которая характеризует 
фактические состояния создаваемого 
и испытываемого изделия.

2. ОПТИМИЗАЦИЯ 
СТРАТЕГИЙ ОТРАБОТКИ 
С УСТАНОВЛЕНИЕМ 
ИНВАРИАНТОВ ПОДОБИЯ 
БАЗОВОМУ ОБРАЗЦУ

При формировании критерия эф
фективности отработки целесообразно 
исходить из необходимости учета сле
дующих основных факторов, влияю
щих на уровень отработанности изде
лия:

параметров изделия, условий и ре
жимов испытаний;

числа отказов, последствий их про
явления на различных этапах отра
ботки, прогноза надежности в виде 
вероятности выявления и устранения 
источников отказов, запасов работо
способности;

характеристик экспериментальной 
базы.

Поскольку существуют противоре
чивые тенденции влияния названных 
факторов на эффективность отработки, 
пользуются для обоснования стратегий 
процесса испытаний технико-экономи
ческим критерием в виде суммарных
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затрат на отработку и потерь из-за 
снижения технических характеристик 
и показателей надежности изделий:'

СІ< п) = Сотр(П) +  Си (Л)’ <12)

где п =  (пѵ  п2, п — вектор
объемов испытаний, включая число 
выделенных образцов, продолжитель
ность и число циклов испытаний.

Наряду с обобщенным критерием 
эффективности испытаний С2 (л) могут
быть использованы самостоятельно 
или учтены в (12) частные критерии 
эффективности, например, достовер
ность оценки технических параметров 
и показателей надежности изделия.

Составляющие в (12) определяются 
по следующим формулам.

Прогнозируемые потери из-за сни
жения качества и надежности изделий

Сп (л) =  [1 — Р (п) \ Спр, (13)

где Р (п) — достигнутый уровень
отработанности изделия в процессе 
экспериментальной отработки объемом 
л; Спр — затраты на испытание в на
турных условиях и на применение си
стемы в эксплуатации.

Затраты на экспериментальную отра
ботку изделия:

С0тр (л) — Сотк (л) 4 - С0бр (л) +

+  Сз (л) +  Сэб (л), (14)

где Сотк (л) — средние потери из-за 
отказов изделий в процессе отработки; 
С0бр (л) — стоимость образцов изде
лий, выделенных на эксперименталь
ную отработку;

Сэ (п) — стоимость доработки годо
вого задела;

СЭб (л) — суммарные затраты на 
амортизацию экспериментальной базы 
по всем видам испытаний.

Составляющая С0тк рассчитывается 
по формуле:

Сотк (л) =  с ; Тк (л) +  с ; тк (л),

где

с ; т к ( л ) =  2
/ = і

— средние потери из-за отказов изде
лия без восстановления его работо
способности;

С к  (») =  2  2  (> -  р і ) с оІр (
1 /= 1

— средние потери из-за отказов изде
лия с восстановлением его работоспо
собности.
Здесь л. — число испытаний ¿-го вида; 
N  — число видов испытаний; Р) — 
достигнутый уровень отработанности 
после /-го испытания; С£тр — стои
мость образца, выделенного для /-го 
испытания ¿-го вида; — стои
мость доработки образца после /-го 
испытания ¿-го вида.

Стоимость образцов изделий, выде
ленных на экспериментальную отра
ботку:

N
^отр (л) =  2  ^отр іПІ>

где Сптп — стоимость образца, вы- ѵі
деленного на испытания ¿-го вида:

Сэ (") =  2  2  (1 -  Р ;)
1=1 /= г
* * I »

Здесь Ы *— объем'задела; 6 1/ — коэф
фициент весомости отказа; Сд£р —
средние затраты на доработку задела.

Оптимальному варианту экспери
ментальной отработки соответствует 
точка экстремума л* =  (Л|*, л£,
. . . ,  л)^), которой является минимум
функции (12); она определяется из 
уравнения

а с ^  =  °; '  =  ! • * ■  <15>

В процессе отработки выявляются 
источники отказов и производятся до
работки, применяются новые конст
руктивные и технологические реше
ния, появляются новые материалы. 
Все это приводит к изменениям харак
теристик изделия и параметров про
цесса отработки. Дополнительно воз
никают трудности с применением тех-



124 Применение методой подобия при экспериментальной отработке

нико-экономического критерия (12) 
из-за колебаний экономических ве
личин, входящих в составляющие эко
номических затрат и потерь.

В связи с этим целесообразно ис
пользовать критериальную запись це
левой функции (12). Это позволяет 
учесть опыт создания аналогичных 
образцов изделий данного класса для 
формирования базовой программы.экс
периментальной отработки и проводить 
оптимизацию плана отработочных ис
пытаний относительно этой базовой 
программы с установлением при по
мощи критериев подобия инвариант
ных условий сохранения устойчивости 
оптимальных решений в течение про
цесса отработки. Можно осуществить 
включение параметров изделий и про
цесса отработки пѵ  л2, ..., nN, на
множестве которых ищется оптималь
ное решение, в я-критерии подобия 
реального и базового процессов отра
ботки. Тогда при изменении по тем 
или иным причинам величин, вхо
дящих в критерии подобия, сохраня
ются оптимальными ранее найденные 
варианты построения изделия и свя
занной с ними отработки, если будет 
выполняться условие я ѵ =  idem; v =
1 1. Ля .

Для установления оптимальных ре
шений при планировании отработки 
можно воспользоваться методом базо
вой точки.

Целевой функционал (12), соответ
ствующий оптимальной программе от
работки для базового изделия, можно 
записать в виде

т
с Б = £ с р ,

і=\
где C f  — составляющие затрат и по
терь при отработке и применении 
базового образца.

Для создаваемого изделия целевой 
функционал будет иметь вид 

т
С =  2  Сі- 

1=1

Составляющие C f  и Ct- зависят от
параметров x j \  x f , .... хБ и хр х2,
.. . ,  xh изделий и процесса их отработки.

В эти параметры входят к харак
теристики объемов испытаний п1ъ п ... 
. . . .  а также экономических вели
чин аг , а2, ..., аг. В зависимости от 
постановки конкретной задачи в под
множество величин аѵ  а2, .... аг могут
включаться также и технические па
раметры изделия и процесса отработки, 
наиболее подверженные колебаниям 
с течением времени.

Затраты на отработку и потери из-за 
снижения надежности можнб связать 
с соответствующими затратами и по
терями при отработке и применении 
базового образца с помощью зави
симости

Запишем (16) в виде:
т _

6С =  2  6С,С,Б, (17)
І=1

С .— С?
где бСі ~  —-—г--------- относительное

с?
отклонение »-го показателя от базо
вого значения Ср; Ср — относитель
ная доля вклада »-й составляющей 
затрат или потерь в обобщенный вы
ходной эффект СБ

Выбор оптимальных стратегий будет 
состоять в определении оптимальных
значений параметров х\ , х2 , . . .  
. . . .  х£пт при известных базовых вели
чинах хр, хБ, хр с целью дости
жения минимума относительного от
клонения ЬС по отношению к базовому 
образцу:

т
т іп  ЬС =  т іп  5 ] .

х £ Х
В рассматриваемом случае необхо

димо предварительно провести пре
образование исходных зависимостей 
для разделения параметров х1г х2, 

хк и величин а1, а2,
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Относительные отклонения ЬСі , і =
=  1, т составляющих экономических 
затрат с достаточной степенью точности 
аппроксимируются функциями вида

где гр =  2р (др, д:р, .... о,, а2,
..., а * *) — функция базовых значений 
параметров лер, хБ, .... хБ и экономи-

а,;величин а і» а 2>

( Х х *2 хк
~ б" „Б ’ * ’ ' ’' Б

*1 Х 2 Хк

ция коэффициентов подобия *і
ХБ 9 
. 1

Х 2 характеризующая со-

отношение параметров отработанного 
изделия и базового образца.

Для одномерного случая, когда оп
ределяется оптимальное значение од
ного параметра хх и соответственно
г 1 =  (*?•* аг  °2> а/)  и Н =

=  8і можно записать

6С(1> =  2  ( г ? С р )5;. (18)
¿=1

Выбрав в качестве наиболее харак
терного произведение 2? СБ, норма
лизуем зависимость. Получим

0 (1) = 6С“ >
2рСБ

т

где

дрс"
^  — 1, ЗІ2 —

,БСБггг'т
Лт  — —£"=БТ’Б 

1 С1

гр с р  ■

— критерии подобия, содержащие ба
зовое значение параметра гБ и пока
затели а2, аѵ

Искомое значение оптимального па
раметра х°пт найдем из условия

йХі

+

йхх
<к.

0*1

+  я „ ^ -  =  ° .

Решив уравнение (19), получим

(19)

^ ПТ= Р ( п , , л 2, ят).

В случае, когда обобщенный пока
затель является функцией ряда неза
висимых параметров хг , х2, .... хк,
оптимизируется совместно система без
размерных целевых функций:

дС(1)
дхх =  0: дС(2)

дх2 =  0, • >

В результате последовательных цик
лов расчетов оптимальные значения 
параметров определяются, например, 
пошагово-градиентным методом. Вна
чале отыскивается х°пт при задании 
х2, х3, хк в виде базовых значе
ний *2 , *зБ , . . . , х Б . Затем находится 
ХзПТ при х°пт и задании хБ, дсБ, ...»
*Б и так далее до определения дс̂ пт 
включительно.

Использование предварительных 
преобразований для последующего вы
ражения зависимости (12) в критери
альной форме оправдано в тех слу
чаях, когда не требуется точно аппрок
симировать с помощью сложных урав
нений зависимости между техническими 
и экономическими характеристиками 
изделия и процесса его отработки.

Для сравнения и отбора стратегий,
характеризуемых параметрами х \  ,
*2ПТ, ..., х°пт, в процессе управления 
отработкой может быть введена мера 
предпочтения в виде абсолютных зна
чений безразмерных критериев подо
бия л ., і ~  1, к. В этом случае вели
чина я-критерйя рассматривается как 
показатель влияния составляющих его 
параметров на аддитивный функционал
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связи выходного эффекта и парамет
ров изделия и процесса отработки.

Чем меньше по абсолютной вели
чине я-критерий, тем с меньшей точ
ностью может вычисляться функция 
связи ¡гь =  я .

В стохастической постановке задачи 
обоснования стратегий отработки, 
когда я-критерии рассматриваются как 
случайные величины, можно восполь
зоваться регрессионной зависимостью 
выходного эффекта от частных состав
ляющих с выражением факторов в кри
териальной форме. Анализ факторов, 
влияющих на целевую функцию, при 
выборе оптимальных уровней пара
метров с использованием критериев 
подобия, устанавливающих меру приб
лижения к базовому образцу, осуще
ствляется с помощью известных мето
дов факторного анализа.

Таким образом, при условии я  =
=■ idem, i =  1, т найденные опти
мальные решения в виде х°пт,

х%пг будут инвариантными при 
изменении величин аѵ  а2, .... аІ7 что
позволяет использовать п ѵ і =  \, m 
для контроля хода процесса отработки.
В стохастической постановке задачи 
подобие оценивается с учетом довери
тельной вероятности пребывания л- 
критерия как случайной величины 
в установленных пределах.

3. КРИТЕРИИ 
ПОДОБИЯ ПО ЗАПАСАМ 
РАБОТОСПОСОБНОСТИ 
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ 
СЛУЧАЙНОЙ НАГРУЗКИ

Для планирования испытаний на 
случайную нагрузку возникает необ
ходимость установления взаимосвязи 
показателей надежности через крите
рии стохастического подобия по запа
сам работоспособности эксперимен
тального образца и натурного изделия 
с их физическими, детерминированно 
определенными параметрами, харак
теризующими функциональное назна
чение, конструктивные свойства и дей
ствующие факторы в условиях экспе
риментальной отработки и в реаль
ных условиях применения изделия. I

Выражение для расчета показателей 
надежности при испытаниях на на
грузку может быть получено при рас
смотрении двух идентичных случаев, 
когда характеристика нагрузки ув  
остается меньше характеристики рабо
тоспособности уп и когда характери
стика работоспособности уи превы
шает нагрузку ув .

На рис. 2 изображены графики плот
ностей распределения / п (//) и /н (у) 
соответственно для характеристики ра
ботоспособности уц и нагрузки ув . 
Область пересечения А/ этих распре
делений соответствует превышению на
грузкой работоспособности и харак
теризуется определенной вероятностью 
отказа д.

Вероятность безотказной работы Р, 
исходя из того, что характеристика 
нагрузки Ун остается меньше харак
теристики работоспособности ув, на
ходится следующим образом.

Вероятность того, что характерис
тика, работоспособности уп находится 
в малом интервале dy :

Р (i/o — - ^ г < У п < У о  +  - у - )  =

=  fu (i/o) dy.
Вероятность того, что нагрузка 

меньше у0
I/o

Р(Ун<Уо)= J  fn(ÿ)dy.
--О0

Полагаем, что характеристики на- 
. грузки и работоспособности являются 
независимыми случайными величина
ми. Вероятность того, что значение 
характеристики работоспособности на
ходится в малом интервале dy, а зна
чение нагрузки не превышает у0, 

Уо
fn(ÿe)dy  j fn(y)dy.

—оо

Тогда вероятность безотказной ра
боты изделия при всех возможных 
значениях характеристики работоспо
собности уп:

® Г Уп 1
р  =  j  /п (у) j  /н (у) dy dy. (20)
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Таким же образом, можно получить 
выражение для вероятности безотказ
ной работы Р, исходя из того, что 
характеристика (работоспособность) уп 
превышает нагрузку ун.

Аналогично выражению (20) полу
чается формула

оо Г оо
^  [ /н (У) I |  /п (у)-¿у

О Ь н
Для вероятности отказа из (20) 

имеем выражение

д ~ 1 — Р = X

ОО

=  1 -  |  М » ) [ 1 - Р В( ! 0 ] ^  =

ОО

=  |  /=н (у) /п (у) 4у-
— ОО

Из (21) определим вероятность от
каза

Я = \ — Р = 1 — \  /н  ІУ) X

X /п (у) ¿У

X [1 — /*п {у)} ¿У =

и У =  і
00
J  Іъ (У) X

— оо

Ш  гн(У)

Рис. 2. Графики плотностей распре
делений характеристик работоспособ
ности / п (у)  ( / )  и нагрузки / н (у) (2) 
при построении критериев стохасти
ческого подобия по запасам работо
способности
или

ОО
Р =  [ Р п ( у ) ^ н (у). (23)

В случае нормального закона рас
пределения характеристик работоспо
собности Ри (у) и нагрузки (у) 
с математическими ожиданиями тД, тн 
и средними квадратическими отклоне
ниями ап, ан вероятность безотказной 
работы согласно (23)

Р [ ~  V— ехр [ап ]^2я  |_
(У—  т д)а1

ч  і

X

=  |  Рп (у) /н (у) Лу.
— ОО

Выражения для определения вероят
ности безотказной работы (20) и (21) 
можно записать« используя функции 
распределения Рн (у) и Рп (у):

ОО

|  (У) <ІРп (у)

ОО

=  1 - Ф ( и ) ,
(22)
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1. Критерии стохастического подобия 
по запасам работоспособности

Закон распределения Критерий
подобия

Нормальный

Р ІУ) =  Ф ( У  а * ) ,

где Ф — табулирован
ная функция Лапласа

D — ту

°У
=  idem

Показательный 
F(y)  =  1 -

е х р (  щ )

^  — idem
Щ

Вейбулла
Р(У) =

=  1 — exp (— Ху6)

XD6 =  idem

где

Фіи) =  7Ш с  І “ р Н г ] Л ^
—оо

табулированная функция Лапласа.
В случае нормального распределе

ния характеристик работоспособности 
и нагрузки критерий стохастического 
подобия имеет вид

тп — тнJífi — --- - :
Ѵ^а 1 +  ° і

=  idem. (24)

Как видно из выражения (24)» кри
терий определяет подобие по запасу 
работоспособности, характеризуемой 
параметрами ти, оп, при действующей 
нагрузке с параметрами т в , он.

В случае закона распределения Вей- 
булла характеристик работоспособно
сти |?п (у) и нагрузки Ри (у) с пара
метрами тд, к и т н> к, соответственно,

преобразованное выражение (20) будет 
иметь вид

ОО

г, Г к /  У \ k~ ] Г у 1*Р :— I ——( —  ) exp ----- —  XJ /й п \m n J r  I mn J
0

У
f k ( и \ * - i  г и 1*

х  -  ( —— ) exp ---------XJ «н  \ / L mH J
0

X dudy  = (mn/mH)A
(mJmH)k +  1

•

Отсюда критерий стохастического 
подобия запишется в виде

я б =  (  =  idem. (25)

Частными случаями полученного вы
ражения (25) являются показательный 
закон распределения (к =  1) и закон 
распределения Рэлея (к =  2) харак
теристик работоспособности Fn (у) и 
нагрузки F„ (у).

В табл. 1 приведены выражения для 
критериев стохастического подобия для 
некоторых законов распределения ха
рактеристик работоспособности и на
грузки.

Анализируя полученные критерии 
стохастического подобия, можно отме
тить, что при одном и том же значении 
параметра k в выражении (25) суще
ствует стохастическое подобие:

— idem. (26)

Отношение

1 "  *• (27)
mH

есть среднее значение коэффициента 
безопасности, используемого для ис
следования прочности конструкций.

В детерминированной постановке ис
пытаний на ' прочность коэффициент 
безопасности определяется как отно
шение ^

кв =  ^ - ,  (28)
»НОМ

где ушах — значение характеристики у, 
при котором нарушается работоспо
собность изделия; уНОм — номинальное 
значение характеристики у.
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Значение коэффициента безопасности 
используется при назначении норм 
прочности.

Для нормального распределения кри
терий стохастического подобия по за
пасам работоспособности будет иной, 
и условия (26) недостаточно для обес
печения подобия модели и натуры.

В практике обеспечения надежности 
изделий встречаются случаи, когда 
характеристики работоспособности. уп 
и нагрузки ун имеют отличающиеся 
друг от друга законы распределения. 
Метод построения критериев стоха
стического подобия остается неизмен
ным и в этих случаях. При различных 
распределениях характеристик рабо
тоспособности и нагрузки затруднено 
получение- аналитических выражений 
для критериев стохастического подо
бия и целесообразно применение чис
ленных методов расчета.

4. ПЛАНИРОВАНИЕ 
ИСПЫТАНИЙ НА НАГРУЗКУ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ

Критерий стохастического подобия 
по запасам работоспособности является 
безразмерной величиной, однозначно 
определяющей связь запаса работо
способности по параметрам и дей
ствующим случайным факторам с ве
роятностью безотказной работы.

Взаимосвязь критерия стохастичес
кого подобия по запасам работоспособ
ности с физическими параметрами, 
характеризующими функциональное 
назначение* конструкционные особен
ности изделия и действующие на него 
факторы, определяется следующим об
разом. Запас работоспособности при 
детерминированно измеряемых харак
теристиках работоспособности и на
грузки
А =  Утах ¿/ном- (29)

Величины у тах и уном соответствуют 
математическому ожиданию шп ха
рактеристики работоспособности уп и 
математическому ожиданию тп ха
рактеристики нагрузки ун в статисти
ческих моделях исследования надёж
ности.

Зависимости критериев стохастичес
кого подобия с учетом (24) и (25) и 
детерминированно определенного за
паса работоспособности имеют вид: 

для нормального распределения

Д =  я 6 j / o * + о | ;  (30)

для распределения Вейбулла (рас
пределения Рэлея при k — 2, пока
зательного распределения при к =  1)

А =  т н — 1) • (31)

Используя соотношения (30) и (31), 
можно установить связь между вероят
ностью безотказной работы Р изделия 
и физическими параметрами изделия.

Так, для случая распределения Вей
булла
р  _  (* б )к

(лб)* "Ь 1 
Отсюда

Я6 =  ] /  j ^ _ р  • (32)

Исходя из требуемого значения на
дежности Р тр, можно определить необ
ходимое значение стохастического за
паса работоспособности Яд Тт, и от него 
перейти к конкретным физическим 
параметрам, характеризующим детер
минированно определенный запас ра
ботоспособности Д.

Так, при k =  1 из (32) для показа
тельного распределения
_тп_=  Ру р
ІЛН 1 — Р тр

или, что то же самое,

¿/щах   Р тр
¿/ном 1 — ̂ тр

Таким образом, зная требуемый уро
вень надежности, можно осуществить 
планирование испытаний в виде вы
бора запаса работоспособности по па
раметрам или действующим, факторам, 
измеряемого в физических величинах.

Критерий стохастического подобия 
Яб =  idem можно использовать при 
планировании испытаний для уста
новления условий подобия вначале 
по стохастическим запасам работо
способности, а затем по запасам, выра-
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женным в детерминированном виде 
для испытуемого изделия и натурного 
образца.

Для исследования влияния на на
дежность изделия различных факто
ров схемного и конструктивного ха
рактера, внешних возмущений и ре
жимов работы проводят планирование 
'испытаний с использованием зависи
мостей, устанавливающих связь де- 
терминированно определенного запаса 
работоспособности А и параметров хг, 
хѵ ..., хк, хк+1, хп , характери
зующих действующие факторы.

При исследовании конкретного фи
зического явления (механического, теп
лового и т. п.) можно использовать 
исходную аналитическую зависимость

Д =  ф(*1, *2, хк , х к+1, хп).

С помощью известных методов теории 
подобия эта зависимость преобразуется 
в критериальный вид. В случае отсут
ствия исходной' аналитической зави
симости можно применить анализ раз
мерностей для получения критериаль
ного выражения, описывающего за
висимость запаса Д от учитываемых 
факторов.

Отыскав физические критерии подо
бия Яі, я 2, ..., я „ л, можно обосновать 
требования к параметрам и режима>г 
работы изделия, величинам воспроиз
водимых при испытаниях факторов, 
а также к запасам работоспособности 
по параметрам и действующим фак
торам, обеспечивающим заданный уро
вень надежности.

Рассмотрим случай, когда целевое 
назначение, конструктивные особен
ности изделия и действующие нагрузки 
определяются несколькими характе
ристиками у ь  у2, ..., у т.

Для каждой і-й характеристики 
соответствующие законы распределе
ния работоспособности и действующей 
нагрузки имеют вид (щ) и ^ Ні ІУі)> 
і ~  1, т соответственно.

Вероятность безотказной работы Р 
изделия по І-й характеристике у.,
і =  1, т оценивается согласно выра
жениям (22) или (23).

Величины у., і — \, т являются 
стохастически независимыми. Вероят-

ность безотказной работы Р изделия 
при сохранении его работоспособности 
по каждой і-й характеристике

т

р  = П р ‘ - <33>
і= і

Вероятность Р г\, і — 1, т может 
быть представлена для соответствую
щих законов распределения харак
теристик работоспособности и нагрузки 
как функция стохастического критерия 
подобия по запасам работоспособно
сти Jtgf . Вероятность безотказной ра
боты Р будет функцией т переменных, 
являющихся стохастическими крите
риями подобия по запасам работоспо
собности.

Условие стохастического подобия 
имеет вид
Р (* ѵ  я ѵ  я„т ) =  idem.

Метод подобия можно использовать 
для обоснования требований к испы
таниям в виде детерминированно оп
ределенных запасов работоспособно
сти, обеспечивающих заданный уро
вень надежности.

Пусть в результате анализа подобия 
ранее созданных изделий базовый ва
риант с известными стохастически оп
ределенными запасами работоспособ
ности я* , і — 1, т. Стохастическое 

і
подобие изделий будет иметь место 
при выполнении условия

Р ("о ,. * Ѵ  Я« т )  =

=  Р ( л гу  ------ ’ "«„)■ (34)

Так как на практике целесообразно 
рассматривать приближенное подобие, 
примем в качестве меры неподобия
величину разности | я б. — | крите

риев подобия (і =  1, m), характери
зующих стохастически определенные 
запасы работоспособности сравнивае
мых изделий.

При небольших значениях j я б —

— я® I для (34) можно записать приб
лиженное аналитическое выражение.
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Обозначим Р £ — Р { и

=  ёі (п6і).
С учетом (33) запишем

ЛР, _
¿ІЛі

Раскрывая произведение, получим

+  ( я б, — я 6і ) (лб* — Я6,)* * •

( я б - -  ) =  0. (35)

Используя уравнения связи стоха
стически и детерминированно опре
деленных запасов работоспособности,
от разностей ( я б< — ) можно пе

рейти к (Д,- — Др).
Если изделие определяется двумя 

характеристиками ( т  =  2), выраже
ние (35) имеет вид:

Рис. 3. Вид зависимости при выборе 
детерминированных запасов работо
способности относительно базовой 
точки Б

работоспособности осуществляется 
с помощью выражения

(^2 — ^2
( д 2 — Др) 4~ в

(36)

где

Вид зависимости Дх от Д2 в (36) 
представлен на рис. 3.

Зависимость (35) может быть ис
пользована в окрестностях некоторой 
базовой точки, в частном случае за
висимость Дх (Д2) в окрестностях точ
ки (А ?, д р ).

Задание требований к запасам рабо
тоспособности по параметрам изделий 
и действующим нагрузкам с учетом 
использования накопленного опыта по 
созданию изделий позволяет обосно
ванно сократить объемы эксперимен
тальных работ.
5. ПЛАНИРОВАНИЕ 
МНОГОФАКТОРНЫХ 
ИСПЫТАНИЙ
В КРИТЕРИАЛЬНОЙ ФОРМЕ 
ПОДОБИЯ

При нормальном распределении ха
рактеристик изделий переход к детер
минированно определенным запасам

Методы теории планирования экспе
римента при исследовании сложных 
многофакторных явлений позволяют:
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уменьшить число испытаний при обес
печении заданной точности экспери
мента; установить взаимосвязь между 
факторами; исследовать влияние от
дельных факторов на изменение опре
деляющей характеристики (отклика) 
и отсеять второстепенные факторы; 
получить функциональную математи
ческую зависимость между факторами, 
используемую для прогнозирования 
развития исследуемого процесса и 
оптимального планирования экспери
мента.

Методы теории подобия для плани
рования и анализа многофакторных 
испытаний позволяют полнее исполь
зовать преимущества теории плани
рования эксперимента.

Цели применения методов подобия 
в многофакторных испытаниях сле
дующие:

уменьшить число исследуемых фак
торов в планах испытаний путем по
строения обобщенных критериальных 
моделей;

получить зависимости для пересчета 
и анализа результатов испытаний, по
лученных в различных точках фак
торного пространства;

построить меру приближенного по
добия многофакторных моделей и пла
нов эксперимента.

Пусть по результатам испытаний N 
образцов изделий предыдущих разра
боток, аналогичных по конструктив
ным и функциональным свойствам, 
близких по условиям испытаний, полу
чена зависимость
у А (хА) --П (р, х А). (37)

Используя пбстроенную зависимость 
(37) с полученными оценками пара
метров ß =  (р!, ß2, ..., ßn). можно 
решать задачу планирования испыта
ний создаваемого изделия, исходя из 
критерия

min D[Q{x)\\ l ~  1, N. (38)
x l € Qx

Результатом оптимального планиро
вания в данном случае будет совокуп
ность параметров i ( ^  ß x , l ~  \ , N  
испытуемых объектов в условиях отра
ботки. Определенная, исходя из кри
терия (38), совокупность параметров, 
определяющих конструктивные, тех

нологические, временное факторы и 
действующие возмущения, должна 
обеспечить качество отработки, харак
теризуемое минимумом дисперсии оп
ределяющей характер дотики.

Рассмотрим случай установления 
меры и сравнения подобия плана X  
многофакторных испытаний при лабо
раторных испытаниях и плана Х н 
при натурных испытаниях.

Пусть при испытаниях может быть 
построена модель

0-=*1 (Р, JO-
Зависимость определяющей харак-г г г

теристики у  от действующих факто
ров X  при натурных испытаниях имеет 
вид

УН (*Н) ~ т ](Р , х)н .
Мера подобия планов и результатов 

испытаний в лабораторных и натурных 
условиях

Д (х) =  тін (рн , х) —  il (р, х) 
при х  £ Qx .

Поиск точек эксперимента X  осу
ществляется путем анализа функции 
Д (х), исходя из критерия
sup Д (х). 
x ç Q

Для анализа функции- Д (х) можно 
построить зависимость Д (х) «  
«  Д (а, х) =  ос0 4-  <Х\Х\ +  +  а пхп,
где а#, а і, а п — некоторые пара
метры, получаемые по результатам 
испытаний.

в. ПОСТРОЕНИЕ 
КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ 
ПРИ ОГРАНИЧЕННОМ 
ОБЪЕМЕ ИСПЫТАНИЙ

Испытания изделий обычно проводят 
на ограниченном числе образцов при 
различном сочетании действующих фак
торов. В случае ограниченных объемов 
испытаний и большом числе исследуе
мых факторов можно использовать 
метод оценки критериев стохастичес
кого подобия на основе рекуррентной 
процедуры с оценкой точности по
строения критериев.
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Вероятностные характеристики слу
чайных явлений и процессов, исследуе
мых в экспериментальной отработке 
изделий, показатели надежности, ко* 
личество дефектов и отказов, объемы 
испытаний не имеют размерностей, 
что исключает в таких случаях воз
можность использования анализа раз
мерностей для получения я-критериев.

При оценке критерия стохастичес
кого подобия желательным является 
получение достаточно стабильного я- 
критерия, который целесообразно ис
пользовать как инвариант подобия 
для обоснования принимаемых реше
ний с использованием устойчивых ре
зультатов.

Одним из эффективных методов, 
который позволяет учесть отмеченные 
особенности оценки критериев стоха
стического подобия, является метод 
группового учета аргументов (МГУА).

МГУА позволяет, например, в от
личие от регрессионного анализа с по
мощью метода наименьших квадратов 
находить оценки я-критериев в слу
чаях, когда число факторов превы
шает число экспериментальных точек, 
например, число аналогов изделия.

МГУА можно использовать одно
временно для построения я-критериев 
путем подбора состава параметров 
в критериальном комплексе, вид кото
рого устанавливает я-теорема, а также 
оценки величины я-критерия по ре
зультатам измерений величин, харак
теризующих исследуемое явление.

При этом наряду с построением и 
оценкой я-критериев осуществляется 
отбор инвариантов подобия по крите
рию их стабильности на предыдущих 
анализируемых результатах испыта
ний.

МГУА основан на принципе самоор
ганизации, когда осуществляется поиск 
глобального минимума установленных 
критериев, обладающих свойствами 
«внешнего дополнения» согласно теоре
ме Геделя. В результате путем посте
пенного усложнения модели отыски
вается единственная модель оптималь
ной сложности.

При описании явления путем обра
ботки информации полная модель у =
=  Ф (* г  Х2........хк' Хк+ѵ  • хп) Заме‘
няется набором более простых урав

нений — частных опйсаний. С увели
чением номера этапа построения опти
мальной модели увеличивается слож
ность частных описаний, учитываю
щих входные переменные.

Сопоставим частные описания сово
купности критериальных комплексов, 
описывающих сложное многофактор
ное явление.

На первом этапе используются Сп 
уравнений, каждое из которых яв
ляется функцией двух входных пере
менных :

Уи / =  Ф і =  ТГп; /  ~  1, п;

І Ф І -

Вёличины Сп определяются числом 
сочетаний из п по 2.

Точность каждого частного описа
ния оценивается величиной выбран
ного критерия отбора.

На следующий этап пропускается 
только тп частных описаний, удовлет
воряющих критерию отбора. Второй 
и следующий этапы отличаются от 
первого тем, что в качестве аргументов 
используются частные описания пре
дыдущего этапа.

В результате обеспечивается после
довательное приближение сложности 
промежуточных частных описаний 
к сложности исследуемого явления по 
сформулированному критерию адек
ватности.

В. соответствии с я-теоремой крите
рии подобия представляют собой без
размерные комплексы, в знаменателях 
которых стоят произведения к неза
висимых переменных в соответствую
щих степенях, являющихся коэффи
циентами размерности, а в числителе— 
зависимая переменная в первой сте
пени:

Я! =

я 2 =

хк+1

Х \ *2

х к + 2
уРіуР* уЭь ’Х1 Х2 ■' V

Яп-Л — х»іх Ѵ* . . .¿¡Ъ 
1 2 к
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где к  — число независимых перемен
ных (факторов); п — йбіцее число пере
менных.

В процессе построения и оценки 
я-критериев с помощью МГУ А ре
шается задача выбора наиболее харак
терных факторов, подбора состава 
факторов в критериальных комплек
сах, отбора я-критериев, обеспечи
вающих приближенное подобие сравни
ваемых явлений.

С учетом того, что из частных моде
лей исключаются зависимые и слабо- 
влияющие величины, процедуру по
строении я-критериев целесообразно 
организовывать, установив вначале 
максимально возможное число кри: 
териев (в дальнейшем число я-крите
риев будет сокращаться при объеди
нении переменных в критериальные 
комплексы). Минимальное число я-кри- 
териев определяется я-теоремой.

Вначале Возможное число крите
риев подобия расширяется до п. В каж
дый критерий входит п — 1 независи
мых переменных. После логарифми
рования и несложных преобразований 
исходную систему зависимостей, оп
ределяющих вид критериальных комп
лексов, можно записать в виде

п
1пхА+1 =  1пя1 +  2  а і \п х і \

п
ІП Хк+І =  1п Я2 +  2  Р» ,П Хі ;

і=1
*¥=*+2

п— 1
ІЙ хп =  1п я п_ь + 2  Уі 1п Хі ;

п —1
ІП Ху =  ІП Пу_с +  2  Щ ІП Хі.

¿=1
Данная система уравнения вклю

чает п критериальных комплексов, 
каждый из которых состоит из п — 1 
переменных. Логарифмы я-критериев 
в данных уравнениях являются сво
бодными числами.

В качестве критерия отбора я-комп- 
лексов (внешнего дополнения) выби
рается условие минимума дисперсии

5тгѵ критерия, которая находится из 
выражения:

2  ("V , -  Адѵ)2

А — 1

где я ѵ — /-е значение ѵ-го критерия,
полученное в результате подстановки 
значений параметров в у-й реализа
ции процесса построения ' критериев;
іНп — оценка математического ожи- 

Іѵ
дания ѵ-го критерия, полученная на 
проверочной последовательности; N  — 
число реализаций процесса, включен
ных в проверочную последователь
ность.

Первый ряд селекции включает 
уравнения вида:

Уі =  ао +  а'ігі +  °2г2»
Уч =  До +  ° 122 +  а22з‘>

Ут ~  ао Ч* аі2т - і  +  ^2гт ,

где Ук+1 =  ,п *к+ѵ к +  1 =  т ‘< гі =
— 1п хг  і =  1, п\ т — число соче

таний Сд из п по 2.
Из выражения (39) выбираются п 

функций, имеющих минимальные зна
чения дисперсий я-критериев. Из этих 
функций составляется второй ряд се
лекции:

Ь\У\ +  Ь^у2;
Р 2 =  Ь'о +  Ъ\ух +  Ь'2Уз\

Рз =  Ьо -\г ЬіУт-і +  Ь2ут .
Процесс усложнения выражений для 

я-критериев путем включения в них 
новых факторов продолжается до тех
пор, пока дисперсия 5 ^ ,  ѵ =  1, пл
критериев падает. Полученное в ре
зультате этих операций уравнение, 
описывающее явление, будет иметь 
оптимальную сложность.

Полученные выражения чбудут иметь 
вид я-критериев, состоящих из сово
купности независимых и значимых пе. 
ременных, что удовлетворяет я-тео-
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реме. При построении я-критериев 
необходимо, как ограничение для поис
ка оптимальной сложности выражений 
критериальных комплексов по мини
муму дисперсии, учитывать, что вто
рая теорема подобия устанавливает 
минимальное число критериев. Таким 
образом, условие построения я-кри- 
териев следует записать в виде
m inS« при ля < ;л* ,
X ѵ

где X — вектор переменных, харак
теризующих явление, описываемое со
вокупностью критериальных комплек
сов; п* =  п — k — минимальное число 
я-комплексов, установленное согласно 
я-теорем'е.

В результате могут быть получены пп 
критериев подобия, каждый из кото
рых состоит из одного вторичного 
(зависимого) и нескольких первичных 
(независимых) факторов в степенях, 
обеспечивающих постоянство критерия 
на имеющемся множестве реализаций 
подобных явлений.

Пример 1. Процесс эксперименталь
ной отработки сравниваемых изделий 
описывается уравнением роста вероят
ности выявления и устранения источ
ников отказов:

Р (t) =  Роо (1 — q f  (40)

где Роо — предельно достигаемый уро
вень отработанности изделия в данных 
условиях; q — вероятность возникно
вения отказа вследствие проявления

одной из потенциальных причин; / — 
длительность отработки.

После анализа и преобразования 
данного уравнения получим следую
щую Систему критериев подобия про
цессов отработки:

Я2 (/) = Р (  0)

Результаты расчетов параметров де
сяти подобных процессов отработки 
вида (40) при значениях критериев 
подобия я 2 =  0,5, я 3 (¿0 =  2, я 3 (/2) =  
=  5 сведены в табл. 2.

Используя данные табл. 2 в каче
стве исходных в программе, реализую
щей изложенную процедуру получе
ния критериев подобия, получим сле
дующие я-комплексы:

Яі (¿і)

Яі (h )

P(t j)
p0,9981

oo
P ( t 2)
nl.OOOl

oo

0,8406;

= 0,9786;

Яа — P о
p0,9988
r  oo

0,5004;

= - ^ -  =  1,9999; 

я 3 <i2) = » -^ -= 4 ,9 9 9 3 .

2. Результаты экспериментальных исследований подобных изделий

№ иссле- Параметры
дуемого
процесса Роо N 9 *0 tl 12 Po Pi Р»

1 0,80 28 0,0244 0 56 140 0,40 0,373 0,783
2 0,82 26 0,0263 0 52 130 0,41 0,689 0,802
3 0,84 24 0,0285 0 48 120 0,42 0,706 0,822
4 0,86 22 0,0310 0 44 ПО 0,43 0,723 0,842
5 0,88 20 0,0341 0 40 100 0,44 0,740 0,861
6 0,90 18 0,0378 0 36 90 0,45 0,757 0,881
7 0,92 16 0,0424 0 32 80 0,46 0,773 0,900
8 0,94 14 0,0483 0 28 70 0,47 0,790 0,920
9 0,96 12 0,0561 0 24 60 0,48 0,807 0,939

10 0,98 10 0,0670 0 20 50 0,49 0,824 0,959
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Анализ полученных результатов по
казывает, что в систему критериев по
добия, рассчитанных по эксперимен
тальным данным небольшого множе
ства подобных процессов, вошли кри
терии, структурно полностью совпа
дающие с теоретическими, выведенными 
на основе анализа уравнения про
цесса, а также, что значения крите
риев подобия и степеней при незави
симых переменных близки к теорети
ческим (ошибка менее 1 %).

Данный метод Может быть исполь
зован для построения и оценки кри
териев стохастического подобия слож
ных процессов, изучаемых при экспе
риментальной отработке и испытаниях 
изделий.

Полученные критерии целесообразно 
применять при Выборе аналога созда
ваемого изделия, планировании испы
таний и оценке завершенности экспе
риментальной отработки на основе 
сравнения изделий и процессов их 
испытаний по критериям подобия.

7. ПРИМЕНЕНИЕ
КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ
ПРИ РЕСУРСНЫХ ИСПЫТАНИЯХ

При планировании испытаний на 
ресурс (долговечность) используют мо
дели, описывающие закономерности 
процессов отказов изделий, которые 
характеризуются постепенными изме
нениями параметров вследствие изна
шивания, разрегулирования и старе
ния.

Использование методов теории по
добия для физического моделирования 
при испытаниях на ресурс заклю
чается в установлении типовых при
знаков отказов, исследовании законо
мерностей их возникновения.

Стохастический подход к моделиро
ванию процессов отказов учитывает 
многообразие случайных факторов, 
действующих на изделие в эксплуа
тации.

Для построения критериев подобия 
параметрических отказов целесообразно 
учитывать динамику процессов изме
нения во времени характеристик рабо
тоспособности и действующих факто: 
ров.

Критерии подобия детерминирован
ных процессов отказов. Наиболее про

стым для построения критериев подо
бия является случай линейных детер
минированных зависимостей, описы
вающих процесс изменения опреде
ляющего параметра у  (/).

Пусть процесс описывается линей
ной детерминированной зависимостью

У =  Уо +  Ві, (41)

где у0 — начальное значение опреде
ляющего параметра у (і).

Скорость В  процесса изнашивания, 
если нагрузка детерминированная, 
можно представить в виде

В =  Ь0 +  их,

где и — чувствительность скорости 
к нагрузке х, характеризующая вели
чину изменения В на единицу изме
нения х; Ь0 —■ начальное значение ско
рости изменения определяющего па
раметра при отсутствии нагрузки.

Тогда критерий подобия для рас
сматриваемого класса линейных ис
ходных зависимостей имеет вид

м<) = ( 1 + т?)Ьр
Уо

і.

В соответствии с третьей теоремой 
подобия условия однозначности ли
нейного процесса изнашивания имеют 
вид
при і =  0 Яц (0) =  0;

при і =  Т

Я ,( П  =  *Ч»а* (42)
У о

Критерии подобия параметрических 
отказов могут использоваться для пла
нирования отработочных испытаний 
на ресурс следующим образом. Пусть 
требуется Подтвердить требуемый ре- 
сурб Т  изделия за время испытаний 
7ф. Параметры, характеризующие про
цесс параметрического отказа, равны 
Уо> Утахч К

Индикатор подобия испытаний изде
лия в реальных условиях и в форси
рованном режиме

(1+-̂ )£г=Чі+і5 г)
(43)
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Обозначим через Су =  Т/Тф ко
эффициент форсирования испытаний 
по времени и через Сх коэффициент 
форсирования испытаний по нагрузке. 
С учетом {42) и (43) получим

В случае, когда испытаниям на ре
сурс подвергается конструктивно-по
добная модель и коэффициенты подо
бия равны:

_ 5 с _ - с„ ■ — - с -  Л и - - с  ■М  ~~ Ь0' , М — Ь и ’ „М ~  и У0’
°0 и Уо

—  С у ,

индикатор подобия имеет вид

т̂пах м ;
Уо

^тпах — Су. Ь£_
ОбфСу Уо

СурСи
О у С х

=  1.

При выбранных Сь , Си, Суо, Ст
из условия подобия определяется необ
ходимый коэффициент форсирования 
нагрузки Сх и из него нагрузка х.

В приведенных случаях расчета 
масштабного фактора форсирования 
нагрузки необходимо устанавливать
предельную нагрузку хм , при которой 
сохраняется подобие физических яв
лений при функционировании изделий 
в нормальном и форсированном ре
жимах.

Метод построения и применения кри
териев подобия на основе преобразо
вания исходных зависимостей, описы
вающих исследуемые явления пара
метрических отказов, идентичен и для 
других случаев детерминированных 
процессов отказов. Для нелинейных 
процессов критерии подобия опреде
ляются на основании первой и второй 
теорем подобия с использованием пра
вила установления подобия процессов, 
содержащих неоднородные функции.

Критерии подобия для наиболее 
аспространенных нелинейных детер

минированных процессов постепенных 
отказов приведены в табл. 3.

Задача построения и применения кри
териев подобия параметрических отка
зов разбивается на следующие этапы: 
выбор наиболее’ информативных пара
метров, характеризующих процесс от
казов; формирование требований к объ
ектам и условиям испытаний при пла
нировании и применении критериаль
ных комплексов для оценки завер
шенности отработки.

Критерии подобия линейных полу- 
случайных процессов отказов. В ряде 
случаев процессы отказов могут быть 
представлены в виде линейной полуслу
чайной функции изменения опреде
ляющего параметра
У =  Уо +  Ві, (44)

где уо — начальное значение опреде
ляющего параметра у\ В — скорость 
изменения определяющего параметра, 
являющаяся случайной величиной.

Скорость В обычно является функ
цией параметров изделия и действую
щей на него в процессе испытания 
(эксплуатации) нагрузки.

Для практики важен случай, когда 
справедлива зависимость
В =  Ь0 +  их, (45)

где Ь0 — начальная скорость измене
ния определяющего параметра; и — 
чувствительность скорости В к нагруз
ке; х — величина нагрузки.

Считаем, что для испытываемого 
изделия Ь0 и и — неслучайные вели
чины, являющиеся параметрами дан
ного изделия, а нагрузка х  — слу
чайная величина, подчиненная нор
мальному закону распределения с па
раметрами гпх и ох. Скорость В будет 
также иметь нормальное распределе
ние. С учетом (45) параметры распре
деления величины В  будут иметь вид:

ть — Ь0 -\- итх \
=  иах .

В момент отказов, когда опреде
ляющий параметр у  достигает пре
дельного значения ут ах, выраже
ние (44) принимает вид:

Утах. =  Уо Ч" ВТ,
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где Т  — наработка изделия до отказа.
Плотность распределения наработки 

у  Уш ах — Уо
В являющейся функ

цией случайной величины В , опреде
ляется по известной плотности /  (В):
f{ t)  =  f [ФГОІЧ>'(0ІІ. (46)
где ф (0 =  (Утях. — У о) It =  A y f t=  В; 
ф' (¿) =  —Ду!і2.

В результате подстановки в (46) 
выражений для ф (¿) и ф' (t) полу
чается плотность распределения f  (/), 
называемая а-распределением:

"4е 1 Г (<"»-<)*
« К й Г р L ж р

/(<> =

где т* =  — средняя наработка

до отказа; 6 =  ——■ — коэффициент
ГПь

вариации; с — нормирующий множи
тель.

При построении критериев подобия, 
используемых с целью задания тре
бований к испытаниям, отыскивается 
взаимосвязь физических, детермини- 
рованно-определенных пapaмeípoв 
объекта испытаний с показателем на
дежности, задаваемым в виде вероят
ности безотказной работы.

Введем безразмерную величину 7’1=
=  Т /т ,.

3. Критерии подобия нелинейных процессов изнашивания

График
изменения

Уравнения процесса 
изнашивания

Критерии
подобия

Примеры
процессов

Уо

1 t
У (/) =  Уо +  f ate~bt dt 

6

п г =  Ы\ 

at2
Ло --

2 Уо

Коррозия,
коробление

+

№ У (t) =  Уо +  b f 1 
п >  1

Ып
1,1 =  Уо

Изнашивание

Уо
У (0 =  Уо +  A (ew — 1)

А
Я і=  Уо ’

при засорении 
поверхностей

t Л 2 —

у(*Х1 y(O  =  0 o + W "
п<С 1

і
 

*іінк

Изнашивание 
в период 

приработки
Уо у , У (t) =Уъ-\~ — «““ )

А .
Я і~  Уо ’ 

Л 2 Wt

m

Уо
У <0 =  0о*"м Jij =  Ы Изнашивание

t
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Плотность распределения случай
ной величины Тг имеет вид

. с 1 Г (1 — х)* 1
1 ( ) 6 V  2я еХр I 26Ч2 . '

Функции плотности распределения 
/  (О и /  (т) связаны соотношением
/  (*) — т ^  (О-

Вероятность отказа изделия опре
деляется по формуле

« (0  =  ^ ( 0  =  \ н п < и  =
О

X
— |  I (т) йт === Е (т) . 

о

Обозначим 2 — * с Т .ОТ
Тогда вероятность безотказной ра

боты изделия

р  (0  =  1 — р  (Т) =  1 — |  /  (т) йч ±=
о

=  П  (г), (47)

где (г) — интегральная функция 
Лапласа.

Исходя из принципа установления 
стохастического подобия на основе 
равнонадежности сравниваемых объ
ектов (в данном случае по параметри
ческим отказам), с учетом (47) крите
рий подобия будет иметь вид

1 — т

АУ — Т  (Ъ0 -Ь итх) 
иах Т =  іЬегп. (48)

В выражении для критериального 
комплекса (48) взаимосвязаны физи
ческие параметры изделия и вероят
ностные характеристики нагрузки.

Если требования к надежности из
делия заданы в виде требуемой ве
роятности безотказной работы Р тр, 
условие подобия для сравниваемых 
изделий имеет вид
Р (О =  Р Тр.

Зависимость, устанавливающая 
взаимосвязь надежности, параметров 
испытываемого объекта и действую
щей нагрузки, записывается в виде
АУ — Т (Ь0 +  итх) 

иохТ (49)

где 2рТр— квантиль нормального рас
пределения уровня ртр.

Используя выражение (49), имеется 
возможность формировать требования 
к испытаниям при планировании от
работки и проводить оценку завер
шенности испытаний.

Критерии подобия нелинейных слу
чайных процессов отказов. Если слу
чайная нагрузка не может считаться 
постоянной в течение времени функ
ционирования изделия, линейная по
луслучайная модель процессов отка
зов становится неадекватной. В этом 
случае нагрузка должна рассматри
ваться как случайная функция вре
мени.

Процесс изнашивания при рассмо
трении нагрузки как случайной функ
ции времени может быть представлен 
в виде

і
У (0  =  Уо +  |  [Ьо +  их (()] М . (50)

о

Процесс параметрических отказов 
можно описать с помощью схемы изна
шивания с накоплением повреждений. 
Согласно этой схеме в случайные 
моменты времени возникают единич
ные повреждения равной величины. 
При накоплении г повреждений на
ступает отказ изделия. Повреждение 
состоит в том, что‘в результате изна
шивания скачкообразно увеличивает
ся определяющий параметр на некото
рую постоянную величину Ду.

Описанная схема изнашивания спра
ведлива при соблюдении следующих 
условий:

вероятность у  возникновения скачка 
изнашивания за время от / до ( +  Д? 
приближенно пропорциональна дли
тельности:
Ѵ =  Ь Д / . +  0 (Д(),
где 0 (Д() — бесконечно малая выс
шего порядка относительно ДО, это 
условие определяет свойство постоян-
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ства средней скорости изнашивания; 
вероятность более одного скачка в про
межутке (t , t +  Д t) пренебрежимо 
мала при малых At', это условие опре
деляет свойство ординарности потока 
накопления повреждений.

Вероятность каждого следующего 
скачка не зависит от числа ранее про
изошедших скачков, что справедливо 
для зоны установившегося (нормаль-* 
ного) изнашивания. В зоне нормаль
ного изнашивания параметр приобре
тает стабильные свойства.

При выполнении перечисленных ус
ловий время безотказной работы изде
лия имеет гамма-распределение. Для 
целых г функция распределения вре
мени т имеет вид

F(t)  =  Р { т < 7 \  k ^ r }  =
г~л  ъ
V* №T )k ,=  1 — - ¿I—  exp [— XT],
k = o

D[y(t  +  At) — y{t)] =
A t

I  [bQ - f  их (7)] dt=  P
_0
A t  A t

= w2 J j kx (t, t ' ) d t d t ' ,
о 0

где mx =  M {дс (0} — математическое 
ожидание случайного процесса воз
действия нагрузки; kx (t , t ' )  — кор
реляционная функция случайного про
цесса воздействия нагрузки.

Для гамма-закона F (Т) должно 
удовлетворяться требование тх =  
=  const.

Подставив (51) в (52), получим 
A t  A t

u2 j  j  kx (t, t ' ) d t d V  

~  ” (b0 +  umx) At ’ (53)

где - ^ r ~  exP (— W] =  ph Ю  —
вероятность того, что к моменту Т  
произошло k скачков (повреждений).

Параметры X и г гамма-распределе
ния времени безотказной работы из
делия, подверженного изнашиванию, 
определяются следующим образом. 
Параметр у  (if) измеряется через фик
сированные постоянные промежутки 
времени At. Математическое ожидание 
и дисперсия величины изменения опре
деляющего параметра за интервал 
времени At для гамма-распределения 
соответственно равны:
М {Ayk (Д)} =  АуХ A t ,
D {Д yk  (А)} -  Дуг X At, { }

где Ду  — величина износа, приходя
щаяся на одно повреждение (скачок); 
& (Д) — случайная величина, равная 
числу скачков за интервал времени Ди 

В то же время для процесса (51) 
можно записать;
M [ y { t + A t ) - y { t ) \ ^  

AtJ [b0 их (t)] dt=  M

=  [b0 +  umx] At; (52)

1 Ьо +  итх __ уК1) — у0
Л =  -----7------- , Г --  ---7-------- ..

Ьу А у

Вероятность безотказной работы из
делия, подверженного изнашиванию, 
определяется в рассматриваемом слу
чае:
Р (7’) =  1 — {Т) =  Р {% >  Т,  /г =  г) =

V  (ХТ)к , 1X1
=  П 'Л—о

Критерий стохастического подобия 
процессов изнашивания с накопле
нием повреждений с учетом (51) будет 
иметь вид

г— I

П =
Лг=0

(XT)k
kl exp [— XT] =  idem.

(54)
Величины X и г, входящие в крите

рий подобия (54), определяются из 
(53).

Выбор параметров объекта испыта
ний (#тах, У о, Ь0, и), определяющих 
процесс изнашивания при заданных 
характеристиках случайной нагрузки, 
а также параметров X и г, должен 
осуществляться таким образом, чтобы
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обеспечить при планировании испы
таний требование я  =  ібеш. Вели
чина зт устанавливается с учетом тре
бований к надежности Р тр.

Из условия стохастического подобия 
(54) могут быть также определены 
величины Утпах> Уо, Ь0, и, используемые 
для контроля хода и оценки завершен
ности отработки.

Необходимо отметить, что величи
на А у  должна быть достаточно малой 
для обеспечения точной аппроксимации 
процесса у (і) ступенчатой функцией.

Для снижения влияния ошибки из
мерения на аппроксимацию кривой 
изнашивания интервал между из
мерениями следует выбирать так, что
бы ошибка измерения была мала по 
сравнению с приращением А у  за этот 
интер вал времени.

При описании процесса с незави
симыми приращениями скорости из
нашивания время функционирования 
изделия разбивается на фиксирован
ные постоянные интервалы времени 
Ы. Предполагается, что скорости про
цесса на каждом интервале являются 
случайными независимыми величи
нами, неизменными на протяжении 
интервала А .̂ Закон распределения 
скорости на каждом интервале вре
мени известен и остается неизменным 
для всех временных интервалов.

Процесс изнашивания для данной 
схемы представляется в виде

У Ѵі) =  У (¿А*) =

— Уо А* 2 ] (¿о 4* мхД, (55)
/=1

где і = 1 , 2 ,  — номер точки, в ко
торой рассматривается процесс.

В (55) обозначена через х ■ случай
ная величина нагрузки на у-м интер
вале времени.

Плотность распределения / (х ^  на
грузки х^ постоянна независимо от
номера интервала.

Критическое значение определяю
щего параметра укр, соответствующее 
отказовому состоянию изделия, до
стигается в некотором случайном про
межутке времени (і — в Д£).

Выражение (55) для критического 
случая имеет вид:

я—1
У тах (Т )  = ■ у 0 -(- А£ ^  (Ь0 -(- ы хД

/=1

+  (т — « ДО (Ь0 +  их8у. (56)

Вероятность безотказной работы из
делия по параметру на отрезке вре
мени (0, і- А?) определяется следу- 
щим образом.

Отказ в результате достижения па
раметром у  значения у тзх на первом 
временном интервале А — =
=  функционирования изделия на
ступит, когда будет

Углах С  Уо  +  А* (&о +  ихх) 

или

У шах — У о и

Вероятность отказа изделия соот
ветствует вероятности события, когда 
Хх ^  5, и определяется формулой

Я (0. ¿1) =  Р ( х  1 >  —

оо оо
=  ] / (*1) ¿Хх =  | / (х) йх.

в!

Соответственно вероятность безот
казной работы

Р ( 0, Ь )  =  \ - д ( 0 ,  /х) =
ОО

=  1 —  | / (х) йх.

Отказ на втором временном участке 
Д£ =  ¿2 — t1 произойдет при выпол
нении следующих двух условий:

1) Уо +  М  (Ь0 +  ихх) <  утах — на 
интервале времени (0, t1) отказа не 
произошло;

2) Уо +  М  [2Ь0 +  и ( х  1 +  х2) ] >  
^  Ушах — на интервале (¿х, ¿2) про
изошел отказ.
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Условия 1) и 2) могут быть выра
жены через случайную величину на
грузки в .следующем виде:
1) хх <

У т  ах У  о

2) Хі -[- х2 М — 2Ь0

и =

Вероятность отказа на участке (¿х, 
¿2) представляет собой вероятность 
одновременного выполнения условий 
1) и 2) и определяется по формуле

Я (̂ 1» ¿г) =
$1 оо

=  |  ¡ {х^й хг  |  ¡{хг)йх2 =
— О О  Б 2 —  X I

Й! оо

=  |  / ( Х ) ( І Х  |  х ) ( і х .

--- ОО $ 2 _  Х і

ч Ѵ і - і > и)  =

8і 5г—Х~і
=  j ¡(х)йх  |  ¡{х )йх  X

— ОО — ОО

вз— (Хі-{-х2) оо
X j  ¡ ( х )й х . . .  |  1(х)йх.

—оо і—1
5і -  Е хі  

/=1
(57)

Соответственно вероятность безот
казной работы на интервале времени 
(0. к)

р  (о, к )  =  і -  і ;  ч (0 - і .  ь у
7=1

Вероятность безотказной работы 
на интервале (¿ь  ¿2) определяет
ся как Р (¿х, ¿2) =  111 — [Я (О» Ь) +

Г ОО

+  ?<*!. *.)] =  ! “ |  /  (дс) йх +

оо

-|- J / ( х)йх  |  ¡(х)йх  .
—оо ва — X  !

Для произвольного ¿-го участка 
времени (¿¿_х, ¿¿) условием отказа 
является совместное выполнение сле
дующих событий, записанных с по
мощью величин нагрузок на каждом 
интервале:

Хх <С Бі — отсутствует отказ на 
интервале (0, ¿х);

х 2 <  $2 — х і — отсутствует отказ на 
интервале (¿х, ¿2);

х3 <  $з— (хх -+■ х 2) — отсутствует 
отказ на интервале (¿2, ¿3);

¿—1
хі ^ Ч  — хі  — произошел отказ 

/=1
на интервале (¿¿_х, где

¿¿кр — Уо
Ш — іЬ0

и

Вероятность отказа на ¿-м интервале 
времени (¿¿_х, ¿і)

Число і интервалов А£, на которые 
разбивается процесс при вычислении 
вероятности Р (0, ¿¿), оценивается при 
выбранном А/ и заданном времени ¿тр 
функционирования изделия как і —

¿тр/А^.
Критерий стохастического подобия 

процессов изнашивания при их аппро
ксимации ступенчатым процессом с не
зависимыми приращениями скорости 
изнашивания

I
п =  2  я (0-і» о ) =  ісІет- (58)

/= і

Критерий подобия (58) с помощью 
выражений (56) и (57) устанавливает 
взаимосвязь физических параметров 
и вероятностных характеристик про
цесса изнашивания. Эти выражения 
позволяют определить выбор пара
метров для обеспечения подобия про
цессов изнашивания с учетом требо
ваний к надежности изделия.

Поскольку многомерный интеграл 
вида (57) по достаточно сложной 
области аналитически не вычисляется, 
в данном случае явную зависимость 
между параметрами изнашивания и 
требованиями по надежности следует 
искать путем применения численных 
методов на ЭВМ.
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8. КОНТРОЛЬ ИСПЫТАНИЙ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
КРИТЕРИЕВ ПОДОБИЯ

Для планирования и контроля ре
сурсных испытаний изделий длитель
ного функционирования используют 
данные о результатах испытаний и 
эксплуатации аналогичных изделий. 
Это позволяет более обоснованно по
дойти к определению объемов испыта
ний и повысить точность оценки ре
зультатов испытаний.

Для описания процесса изменения 
у  (і) по наблюдаемым значениям в мо
менты времени і1г ¿2> используют 
аналитическую зависимость

»<<) =  £  Р Л  ( 0 +  *. (59)
¿ =  1

где ¡1  (¿) — некоторые известные функ
ции времени t] Р* — неизвестные коэф
фициенты; е — ошибка моделирова
ния наблюдаемого процесса.

Для отыскания оценок коэффициен
тов Р* используют метод наименьших 
квадратов.

Соответственно критерий имеет вид
N п 2

min £  yj —  2  Рih  (tj)
Р y=i L і= і

=  m inD  (Р). (60)

В матричном виде можно записать

где

F =
/о(^і)* ■ ■ ч fn (h)
/о ( ŝ)» f i  (¿2)» ■ - • > fn (¿2) 

fo (*jv)> h  i t s ) .........fn {In )

— матрица значений функции

Y  =

y ( t i )  
y { t  2) — вектор наблюдаемых

У {In )

значений определяющего параметра; 
N — число точек наблюдения.

Точность модели (59) характери
зуется остаточной дисперсией аппрок
симации:

Г>2 Р(Ь)
ост N  — (л +  1)

и дисперсиями оценок отдельных коэф
фициентов:

соѵ (Р) =  (F TF ) ‘<^,

где дисперсия ошибки наблюдения от
равна остаточной дисперсии.

Построив модель изменения у  (t), 
оптимальную по критерию (60) в не
котором заданном наборе функций, 
например, у at , у  =  fi, у  =  
— ехр [—t ] и др., используют эту мо
дель для прогнозирования процесса из
менения, определяющего параметра на 
некоторый текущий момент времени tj.

Соответственно значение прогнози
руемого параметра в момент време
ни tj

п
0  (h)  =  £  M i  ( h ) = ( / 0 ТР-

i= l

Дисперсия ошибки прогнозирова
ния по данной модели

0Т( ^ ) - Ѵ Ч -
Значение а |  ^   ̂ зависит от точки

прогнозирования и набора функ
ций определяемых матрицей Р.

Построив несколько моделей, от
вечающих критерию (60), выбирают 
из полученных моделей зависимость, 
обладающую наименьшей дисперсией 
прогноза.

Имея модель изменения определя
ющего параметра аналога, для созда
ваемого изделия контроль ресурса 
в эксплуатации или в процессе испы
таний целесообразно проводить сле
дующим образом.

Для аналога строится выборка на
блюдений:

Д«/? =  у }  —  у?  =  е А ; ¿ =  1, АА,

где N A — число точек наблюдения 
за аналогом. В этом случае рассма
тривается выборка ошибок наблюде-
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ния, которые являются независимы
ми и, следовательно,

М {еѴ1} =
О при } Ф  1 

о\  при / =  Т]

Для объекта испытания строится 
такая же выборка наблюдений с ис
пользованием данных об изделии-ана
логе:

ДУ| =  Уі ві> і =  1, N,

где Роі ^  Роі =  Р ./Р іГ " отно
сительные значения оценок коэффи
циентов моделей для аналога и объ
екта испытания соответственно.

В рассматриваемом случае мера не
подобия Дя является случайной ве
личиной. Поскольку е и еА имеют 
нормальное распределение, величина 
Дя также имеет нормальное распре
деление с параметрами:

где N  — число точек наблюдения за 
объектами испытания.

Предположение, что объект испыта
ния и аналог подобны в части измене
ния параметров, характеризующих их 
ресурс, будут справедливо в статисти
ческом смысле, если выборки |е А}
и {ег} будут принадлежать к одной 
генеральной совокупности. Для уста
новления этого факта используются 
методы проверки статистических ги
потез.

В критериальной форме зависимость 
(59) можно записать так:

я  =

+

У ) . РгЫ О . Ш  0  . 
рі/і ({) Рі/і (0  Рі/і (О

г Рп/п (О I е (О

Для аналога соответственно имеем 

. А  */А , , Р2а / 2 ( 0  ,

^ л  ( о  +  р ? /, (о  +

I Рз/з(0 I . Рп/п(0 ,
Р?/1 (О Р?/1 ( О
еА (/)

+  (/)■
Мера неподобия Дя =  я  — я А для 

сравниваемых изделий будет

=  /1 (/) — ^02)

+  (Роз — Роз) +

+  + ^ - ( Р о А„ - Р о „ )  +
. 1 /е(< ) еА ( 0 \

А <0 I  Д. Э,А ] ’

« д п  = у  /я  (0  (в
2_і / , ( / )  ^

о А 
Роті);

ті=2

_  1
° 4"  “  к  (О

Ое

Рі РА
1

Условие подобия сравниваемых из
делий по обобщенной характеристике, 
определяющей ресурс, будет иметь вид

Р {Дя ;> Дягр} ^  Р тр,

где Дягр — допустимый уровень не
подобия; Р тр — заданный критиче
ский уровень вероятности, с которой 
мера неподобия Дя не должна превы
шать Дягр.

По результатам испытаний аналогов 
определяются параметры /пДл; и Од^,
а также при заданном Ртр значение 
ДяГр из выражения

РТр — Ф
Д ягр —  /ПАЯ -  Ф («).

где Ф (и) — нормированная функция 
Лапласа.

Вычислив по результатам испыта
ний оценку Дя, определяют подобие 
процессов изменения сравниваемых ре
сурсных характеристик путем провер
ки выполнения условия Дя ^  Дятр. 
Проводить оценку подобия параметри
ческих отказов при планировании, 
оценке и контроле ресурса целесооб
разно при построении обобщенной мо
дели из некоторого семейства моделей, 
описывающих изменение определяющих 
параметров группы аналогичных из
делий.
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9. ОЦЕНКА НАДЕЖНОСТИ 
ПО РЕЗУЛЬТАТАМ 
ФИЗИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для исследования надежности уни
кальных объектов представляется це
лесообразным применить метод физи
ческого моделирования, который дает 
возможность заменить натурные испы
тания на надежность испытаниями 
физических моделей объекта. Подход 
к решению такой задачи изложен 
в [10].

Главным процессом, подобие кото
рого необходимо обеспечить при ис
следовании надежности методом физи
ческого моделирования, является про
цесс возникновения отказа. В каче
стве такого процесса можно рассма
тривать процесс изнашивания, проте
кающий под влиянием внешних фак
торов.

Для множества однотипных моделей 
процесс изнашивания будет случай
ным, представленным совокупностью 
реализаций. Время до пересечения 
случайным процессом изнашивания гра
ницы рабочей области (допуска) — 
случайная величина, распределение 
которой характеризует надежность 
технического объекта.

В качестве модели процесса изна
шивания может быть принят линейный 
процесс, описываемый уравнением: 
У (0 =  Уо +  в*,
где i/o — начальное значение пара
метра, В  — случайная скорость изна
шивания.

Для такого процесса детерминиро
ванной является функциональная (ли
нейная) зависимость параметра у  от 
времени, а как случайные рассматри
ваются величины і/0 и В.

Условия, обеспечивающие подобие 
линейного случайного процесса изна
шивания модели и натурного изделия, 
формулируются следующим образом. 
Каждой реализации процесса изнаши
вания в модели соответствует реали
зация рассматриваемого процесса в 
оригинале, описываемая уравнением:
У (0 =  Уо +  ь*‘

Согласно третьей теореме подобия 
необходимыми и достаточными усло
виями подобия являются равенство

критериев подобия и пропорциональ
ность сходственных параметров, вхо
дящих в условие однозначности. Из 
последнего уравнения получается один 
независимый критерий подобия: 
л і = y j b t  =  idem.
Условия однозначности: 

начальное у (t) =  у0 при / =  0; 
граничное у  (/) =  угр при t =  *гр, 

где ¿гр — время безотказной работы 
данной модели.

При граничных условиях критерий 
подобия имеет вид
я і ~  УоІМгр =  idem.

Масштабные коэффициенты вели
чин у  и b устанавливаются при модели
ровании. При этом используются из
вестные зависимости рабочего пара
метра от других параметров изделия: 
у = <р(х); Ъ =  ф (х, у).

Приняв масштаб параметра х  рав
ным kx =  хср/хм, получаем 
у ы =  ф [*м] =  фОр [jfOpfkx ] и 

уоР ф [Д ОР]

ум <р[*°Р/йя] •
Аналогично при известном kz ==

_  ¿op/gM имеют

Ь°Р ф [x°Pz°P]
kb ~  ~ Ь ^  ~  ф [ДС°Р//5Ж, z°P/kz\ '

Испытав N  моделей в заданном 
режиме, получают N реализаций про
цесса изнашивания и соответственно N  
реализаций случайной величины ¿гр 
времени безотказной работы модели. 
При соблюдении подобия процесса 
возникновения отказа выполняется ра
венство

Из этого уравнения получают коэф
фициент пересчёта времени безотказ
ной работы с модели на оригинал:

к, = = У  У
Время безотказной работы, полу

ченное при испытаниях моделей, мо
жет быть пересчитано на оригинал
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с помощью справедливого для каждой 
реализации процесса изнашивания 
коэффициента & *.

При большом объеме статистиче
ского материала о коэффициенте &г- 
может быть построена гистограмма и 
подобрана теоретическая кривая рас
пределения, наилучшим образом ап
проксимирующая полученное стати
стическое распределение времени без
отказной работы оригинала.

10. УСКОРЕННЫЕ ИСПЫТАНИЯ 
ПРИ КОНТРОЛЕ 
НАДЕЖНОСТИ 
ПО АЛЬТЕРНАТИВНОМУ 
ПРИЗНАКУ

Задачи планирования ускоренных 
испытаний состоят в том,' чтобы опре
делить коэффициенты ужесточения ре
жимов и объем выборки (число изде
лий, которые необходимо поставить 
на испытания и продолжительность 
испытаний), а также установить опре
деленное правило принятия решений 
по результатам испытаний.

Решение этих задач основывается 
на использовании эмпирического рас
пределения критерия подобия, в вы
ражении для которого входит нара
ботка до предельного состояния. Рас
пределение строится путем обработки 
результатов контроля и испытаний 
изделий-аналогов.

Отклонение значения критерия по
добия в момент достижения предель
ного состояния от номинального зна
чения обусловлено нарушением пол
ного подобия вследствие случайного 
характера технологического процесса 
изготовления изделия и внешних воз
действий при эксплуатации.

В процессе проведения ускоренных 
испытаний контроль может осуществ
ляться по альтернативному признаку, 
т. е. по числу отказавших изделий. 
В этом случае можно принять приемоч
ный уровень <7о равным вероятности 
того, что критерий подобия может 
принимать любые значения, соответ
ствующие наработке на отказ до 
исчерпания технического ресурса из
делия. При превышении максималь
ного значения этого критерия я тах

нарушается подобие процессов, при
водящих к отказу. Таким образом,

Яо =  * — Р  (лПр), (61)
где (л) — интегральная функция 
распределения критерия подобия л.

Оперативная характеристика плана 
ускоренных испытаний при альтер
нативном контроле имеет вид гипер
геометрического распределения. Од
нако из-за того, что испытания в мо
мент их завершения моделируют исчер
пание технического ресурса, вероят
ность выживания изделия до конца 
испытаний мала и оперативную ха
рактеристику можно приближенно опи
сать биноминальным распределением. 
Ограничиваясь планом контроля с 
приемочным числом, равным нулю, 
можно записать

И ч ) = ( 1  -<7)"к- а, (62)
где Ьд — оперативная характеристика; 
пк. а — число изделий, которые необ
ходимо поставить на испытание при 
контроле по альтернативному призна
ку; <7 — вероятность того, что изделие 
проработает до конца испытаний.

Учитывая, что Ь (<70) =  а  (а — риск 
поставщика), из выражения (62) по
лучают

Іп а
"• а “  1п ( 1 - ? , )

(63)

причем риск заказчика

Р =  1 -  (1 -  Яш), (64)
где <7т  — браковочный уровень, уста
навливаемый по согласованию между 
поставщиком и заказчиком.

Объем выборки (63) можно, суще
ственно сократить, если проводить 
контроль по количественному при
знаку благодаря тому, что в этом слу
чае выборка характеризуется числом 
контролируемых параметров, равным 
общему числу испытываемых изделий, 
а не только количеством отказавших 
изделий, как при контроле по альтер
нативному признаку-

В качестве контролируемого пара
метра целесообразно принять крите
рий подобия я , так как его распределе
ние универсально для всех изделий- 
аналогов, а не меняется в зависимости
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от конструктивных, технологических 
и эксплуатационных характеристик, 
как у размерных параметров,

Для величин, описываемых логариф
мически нормальным законом, при 
условии, что принятие решений по 
результатам испытаний проводится по 
критерию Неймана—Пирсона, спра
ведливы следующие формулы:

пк. к 

!gji =

s ( Ы і- О С  ~г %-
lg lg лтах J

, « i-a(lgn0— lgnmax)lg Щ Н--------- ------ ; ---------------
м1-ос -г  «1-Р

(6(
где пк. к — число изделий, которые 
необходимо поставить на испытания; 
s—  среднее квадратическое отклоне
ние значений логарифма критерия по
добия я  в момент достижения предель
ного состояния; и — квантиль нор
мального распределения; Яд и я тах — 
соответственно нижняя и верхняя гра
ницы допуска значений критерия я. 
Обозначим через я* пороговое значе
ние критерия я  (партия бракуется, 
если среднее арифметическое получен
ных в результате ускоренных испыта
ний значений lg я  будет больше либо 
равно lg я*).

Благодаря тому, что величина сред
него квадратического отклонения s 
может быть уменьшена за счет увели
чения количества обработанных ре
зультатов контроля и испытаний из
делий-аналогов, можно, используя ин
формацию, накопленную в процессе 
производства и эксплуатации этих 
изделий, довести число испытывае
мых изделий пк. к до желательного 
уровня, если, конечно, это позволяют 
ограничения на затраты по сбору и 
обработке информации.

Ниже рассмотрен принцип, согласно 
которому достижению предельного со
стояния при ускоренных и обычных 
испытаниях однотипных изделий соот
ветствует одно и то же значение кри
терия я. Выражение для этого крите
рия имеет вид

m
Я - Г ,  / =  1, 2, (67)

1=1
где Тj  — наработка до предельного 
состояния; х ц  — параметры режима

работы изделия; — показатели сте
пени, индекс / =  1 обозначает усло
вия эксплуатации, индекс / =  2 — 
условия ускоренных испытаний.

Подставляя в формулу (67) значе
ния параметров х іг и х-іѴ отвечающие
нормальному и ужесточенному режи
мам работ соответственно, и прирав
нивая друг другу полученные таким 
путем выражения критерия я , нахо
дим
Т1 = к ( х 1) Т 2, (68)

пг

где ^ =  П кі — коэффициент уско- 
»=1

рения; =  х.2/х іг — коэффициенты 
ужесточения режима.

Коэффициенты ужесточения режима 
должны выбираться с учетом предель
ных возможностей изделия и испыта
тельного стенда. Однако всегда необ
ходимо выполнять проверочные рас
четы, подставляя величины параме
тров в выражение для критерия подо
бия и сопоставляя вычисленные зна
чения этих критериев с их критиче
скими. величинами. Если значения 
критериев выйдут за границы области, 
соответствующей нормальной работе 
изделия, то подобие между режимами 
ускоренных испытаний и эксплуата
ции нарушается, значения критериев 
в предельном состоянии не будут рав
ны между собой и уравнение переста
нет выполняться.

Тогда необходимо изменить коэф
фициенты ужесточения таким обра
зом, чтобы величины критериев подо
бия не выходили за пределы их кри
тических значений, хотя при этом 
возможности форсирования работы из
делия могут быть исчерпаны не пол
ностью.

Пример 2. В силу того, что контро
лируемым параметром при испытаниях 
пневмоприводов является расход газа 
через уплотнение штока, признаком 
предельного состояния обычно слу
жит превышение расхода некоторого 
наперед заданного значения.

Оценочные расчеты показывают, что 
истечение сжатого газа через зазоры 
между уплотнителььым кольцом и 
штоком пневмоцилиндра происходит 
в ламинарном режиме. Движение
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Рис. 4. Эмпирическая функция рас
пределения критерия £ а

среды в этом режиме автомодельно по 
числу Лагранжа Ра. Введя в крите
рий Ьа в качестве геометрического 
размера высоту изношенного слоя 
уплотнительного кольца, получим

, (Р 2 - Р 2а ) 0 ^
НТа<Ь\<Р+‘ъ

где Р — давление воздуха во внутрен
ней полости пневмоцилиндра; Ра — 
атмосферное давление; О — диаметр 
штока; 7?тах — наибольшая высота ми- 
кр онер овн остей уплотнйтельной по
верхности штока; /?, Т а — соответ
ственно газовая постоянная и абсо
лютная температура воздуха; <2 — 
массовый расход воздуха через уплот
нение; Т| — динамический коэффициент 
вязкости воздуха; чі — диаметр уплот
нительного кольца; N  — число цик
лов наработки пневмоцилиндра до 
отказа; ДЛ — предварительный натяг 
уплотнительного кольца; $ — коэффи
циент трения материала крльца по 
металлу; Е, о^, \ — соответственно
модуль упругости, предел прочности 
и показатель кривой усталости мате
риала кольца; р =  2ѵ +  1 (ѵ — пара
метр опорной кривой уплотнительной 
поверхности штока).

Эмпирическая функция распределе
ния значений критерия Лагранжа Ра 
в момент достижения предельного со
стояния, полученная путіем обработки 
результатов ресурсных испытаний пне

вмоцилиндров с различными диаме
трами штока и ходами поршня, ра
ботавших при разных давлениях сжа
того воздуха, приведена на рис. 4.

Значение критерия Лагранжа, со
ответствующее исчерпыванию техни
ческого ресурса пневмоцилиндра, было 
принято равным 0,79-10-3. Из распре
деления, приведенного на рис. 4, 
находим, что этой величине крите
рия Ра соответствует вероятность =  
=  0,22. Задаваясь риском поставщика 
а — 0,1, из выражения (63) получим 
п к. а  = 9-

Для определения продолжительно
сти испытаний необходимо задать коэф
фициенты ужесточения. Положим, что 
предварительный натяг уплотнитель
ного кольца ДІг увеличивается в 1,5 
раза, а все остальные параметры, 
входящие в выражение (69), не ме
няются.

Продолжительность ускоренных ис
пытаний, рассчитанная по формуле 
(68), составляет 43,5 % от наработки 
до предельного состояния.

Таким образом, на ускоренные испы
тания при контроле по альтернатив
ному признаку надо поставить девять 
пневмоцилиндров, испытывать иХ в те
чение времени, равного 43,5 % их 
срока службы. Испытания прекра
щаются и партия бракуется, если 
хотя бы в одном пневмоцилиндре рас
ход воздуха превысит заданную вели
чину. Если же заданная величина 
утечки за все время испытаний не 
достигается, партия считается приня
той.

При контроле по количественному 
признаку были заданы следующие до
пуски на величину критерия Лаг
ранжа: £ =  0,72- КГ3 и Ь —

_ о тп
=  0,89-10 3, риски поставщика и за
казчика равны а =  Р =  0,1. Из рас
пределения, приведенного на рис. 4, 
находим, что дисперсия логарифмов 
критерия Лагранжа равна 0,084.

Подставив эти значения в формулу 
(65), получим лк. к =  3, т. е. объем 
выборки в 3 раза меньше, чем при 
контроле по альтернативному при
знаку.

При разработке и изготовлении слож
ных технических систем, содержащих 
достаточное количество разнообраз-
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ных и дорогих агрегатов, особенно 
важно обеспечить оптимальное пла
нирование испытаний. Рассмотрим не
которые задачи оптимального плани
рования испытаний технических си
стем на надежность.

Пусть в результате испытаний тех
нической системы в форсированном 
режиме получена оценка математиче
ского ожидания времени безотказной 
работы Г(х). Тогда согласно (68) 
в качестве оценки, соответствующей 
нормальному режиму, принимается ве
личина

ТН = Т  (х) к (х).

Количественно эффективность оцен
ки определяется ее дисперсией. При 
этом коэффициент ускорения к (х) — 
случайная величина, имеющая опре
деленный закон распределения. Вве
дение £ (х) как случайной величины 
является необходимым при анализе 
погрешности любого метода испыта
ний в форсированном режиме. Это 
связано с тем, что всякое изменение 
условий работы приводит не только 
к ускорению прбцессов, приводящих 
к отказам объекта, но и к новым не
предсказуемым эффектам. Невозмож
ность предсказать все нежелательные 
результаты обусловливает необходи
мость введения кажущейся случай
ности.

Считая, что отклонения Т  (х) и 
& (х) от соответствующих средних 
Т0 (х) и &о (х) достаточно малы, и 
полагая, что Т  (х) и к (х) независимы,

Рис. 5. Зависимость дисперсии оцен 
ки Гн от режима испытаний для раз 
ного объема испытаний і 2 >

определим относительную величину ди
сперсии оценки Тн:

62Г н = 6 2Г ( х ) + 6 2А:(х). (70)

Если в результате нормальных испы
таний в течение такого же времени £ 
получена оценка с относительной ди
сперсией 6/Тн, дисперсия оценки (70) 
будет равна

=  £2 (х). (71)

Данная функция при определенном х 
имеет минимум (рис. 5). Действитель
но, при х, соответствующем облегчен
ным режимам, уменьшается к2 (х), 
т. е. увеличивается первое слагаемое. 
При ужесточении режимов в связи 
с появлением новых независимых про
цессов резко возрастает б2& (х). При 
достаточно большом объеме испытаний, 
обеспечивающем определение Т  в нор
мальном режиме с достаточной точ
ностью, минимум рассматриваемой 
функции будет соответствовать режи
мам, близким к нормальным.

Данная оценка не является состоя
тельной. При бесконечном увеличении 
полного времени испытаний диспер
сия ее стремится к Ь2к.(х). Вместе 
с тем при сокращении времени данная 
оценка может иметь меньшую диспер
сию, чем при нормальных испыта
ниях (рис. 6).

Таким образом, рассмотренный ал
горитм оптимизации планов ускорен-

і
Рис. 6. Зависимость дисперсии оцен
ки Гн от времени испытаний для 
нормального х х и форсированного х г 
режимов
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ных испытаний позволяет выбрать 
оптимальные параметры форсирован
ного режима Хопт» обеспечивающие ми
нимум относительной дисперсии оцен
ки среднего времени безотказной ра
боты Тн.

При оценке надежности сложных 
систем при их проектировании или 
производстве широкое применение на
ходят стендовые испытания отдельных 
элементов, по которым оценивается 
надежность системы в целом. Досто
верность оценки показателей надеж
ности сложной системы зависит от до
стоверности оценок показателей на
дежности отдельных элементов. Так 
как входящие в систему составные 
элементы характеризуются разной сте
пенью надежности, сложности, стои
мости, то при проведении изолирован
ных испытаний этих элементов возни
кает задача оптимального планирова
ния: выбрать номенклатуру элементов 
и объемы их выборок, чтобы обеспе
чить требуемую достоверность оценки 
надежности системы в целом при ми
нимуме материальных затрат и вре
мени.

В предположений, что поток отка
зов элементов технической системы 
простейший, параметр Л выражается 
через интенсивности отказов элемен
тов Хі ’.

N
л= 2 л,,

»=і

где N  — количество элементов в из
делии.

Далее предполагается, что испыта
ния проводятся с щ  элементами /-го 
типа в течение одинакового времени т.

Тогда, если количество испытывае
мых изделий определенного типа до
статочно большое, значение кі для 
каждого элемента можно найти по 
формуле:

где Я і — количество отказов /-го эле
мента.

Доверительный интервал для пока
зателя Л может быть оценен простым 
способом, если учесть, что точечная

оценка Л в этом случае имеет распре
деление, близкое к нормальному.

Ориентировочно значение половины 
ширины доверительного интервала

где /р =  arg Ф ^ =  arg ф  (*)—
табличная функция;

х t*

ф ( ‘ > = Т й  J г  2<й:—оо

ß — доверительная вероятность.
G учетом указанных обозначений 

доверительный интервал можно вы
разить следующим образом:

Для формулирования оптимальной 
задачи необходимо ввести дополни
тельно показатель С*-, характеризу
ющий затраты на проведение испыта
ний /-го элемента. Тогда суммарные 
затраты на их проведение

N
С =  £  СіЩ. (73)

1=1

Определяется пі , обеспечивающее
минимум функционала (73) цри усло
вии:

£ß <  ёр, (74)

где 8р — величина, характеризующая
заданные требования к точности ин
тервальной оценки.

Из выражения (72) следует, что 
ширина доверительного интервала 
есть функция суммы

N

¿=1

кі_  
ЩХ * (75)
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Поэтому ограничение (74) может 
быть заменено ограничением на функ
цию (75):

(76)

Тогда при оптимизации плана испы
таний определяется /ь, обеспечива
ющее минимум функционала (73) при 
условии (76). В такой постановке 
задача относится к классу нелинейных 
задач целочисленного программиро
вания.

Если учесть, что количество элемен
тов, подлежащих испытаниям, доста
точно велико, например пі ~> 10, то 
методом неопределенных множителей 
Лагранжа можно получить прибли
женное решение поставленной задачи. 
В силу монотонности функционала и 
ограничений минимум (73) имеет место 
на границе и определяется решением 
следующей системы уравнений:

М *)-'
С2 — V

Х2

п\х
=  0;

(77)

где Е |п г-1 — целая часть аргумента піѣ 
Полученные таким образом решения 

могут не обеспечивать точного мини
мума в целочисленной задаче. Когда 
же испытания проходят большее ко
личество элементов, то решения п?
близки к оптимальным.

Пример 3. Пусть изделие содержит 
пять агрегатов, данные о расчете на
дежности и стоимости которых при
ведены в табл. 4.

Требуется спланировать испытания 
отдельных агрегатов в течение т  =  
=  1000 ч, чтобы половина ширины 
доверительного интервала показа
теля А, отвечающего доверительной 
вероятности Р =  0,9, не превышала 
20 % от расчетного значения, т. е.

ёр =  2- 10-6ч-1.

По таблицам найдем квантиль нор
мального распределения

¿р =  *0і 9 =  1 >65.
Количество агрегатов, подлежащих 

испытаниям для обеспечения заданной 
точности, вычисленное по формуле
(78):

«¡̂  =  6; л£ =  11; Я д = 3 ;  =  2;

« з а п 

рещая эту систему уравнений, по
лучим пі , обеспечивающее минималь
ное значение функционала (73) при 
заданном ограничении:

П і  = - г =
(ёр)5

* =  1, 2, , N.  (78)
Полученные значения п. могут быть

дробными числами. Поэтому решением 
целочисленной задачи является

Общие затраты на проведение таких 
испытаний

N
С =  2 ] СіЩ =  220 уел. ед. 

г=і
Полученные результаты обеспечи

вают близкое к оптимальному распре
деление подлежащих испытаниям агре
гатов.

4. Показатели надежности 
и стоимости испытуемых агрегатов

Номер агрегата
Показатель

1 2 3 4 5

Л,-* 10"3, ч"1 2 4 0,7 0,3 3
С,-, уел. ед. 10 6 10 і; 10 4
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Чтобы оценить эффект от оптими
зации планирования испытаний, опре
деляют затраты на их проведение, 
которые бы потребовались при равно
мерном планировании объемов для 
обеспечения той же достоверности 
оценки.

Из выражения (75) при условии п =  
=  const находим, что

" = Ш 4  • <79>

Подставляя численные значения в 
выражение (79), получим п — 7. Тогда 
общие затраты на проведение таких 
испытаний равны 280 уел. ед.

Следовательно, оптимальное пла
нирование испытаний в приведенном 
примере ведет к уменьшению затрат 
на 30 %.

11. УСКОРЕННЫЕ ИСПЫТАНИЯ 
ПРИ ИНДИВИДУАЛЬНОМ 
КОНТРОЛЕ НАДЕЖНОСТИ

Аппарат теории подобия исполь
зуется для решения двух основных 
проблем ускоренных испытаний в фор
сированном режиме [9]:

определения коэффициента пересче
та показателя надежности, получен
ного при испытаниях в форсирован
ном режиме е*, на нормальный ре
жим е0;

установления величины е ^ ах — ма
ксимально допустимой жесткости фор
сирования, превышение которой при
водит к нарушению закономерностей 
протекания процессов изнашивания 
в нормальном режиме.

При ускоренных испытаниях необ
ходимо обеспечить подобие процесса 
возникновения отказа в нормальном 
и форсированном режимах. Если реа
лизации случайного процесса изнаши
вания— линейные функции времени, то 
моделью процесса изнашивания яв
ляется полуслучайный линейный про
цесс, описываемый уравнением:
у  (І) =  у* +  B t ,
где К0 — начальное значение пара
метра, характеризующего работоспо
собность изделия; В — случайная ско
рость изменения параметра.

Если «жесткость» форсированного 
режима е* — е ^ ах, то справедливо
подобие процесса возникновения от
каза в нормальном и форсированном 
режимах. Каждой реализации у* (/) 
процесса изнашивания в форсирован
ном режиме е* можно сопоставить 
подобную ей реализацию у  (/) случай
ного процесса Y  (/) в нормальном 
режиме е0.

При граничных условиях уравнения 
реализаций полуслучайного процесса 
изнашивания в нормальном и форси
рованном режимах для одного и того 
же изделия имеют вид:

і'гр^-Уо +  ^гр» (80)

Угр =  Уо b*trp>
где Угр — граница рабочей области; 
/ гр и t*p — возможные значения вре
мени безотказной работы изделия в 
нормальном и форсированном режимах; 
b u b *  — возможные значения скорости 
изнашивания в нормальном и форси
рованном режимах.

Если процессы (80) подобны, то 
должно соблюдаться равенство

«ГР =  (81)

Из (81) следует, что время безот
казной работы каждого изделия мо
жет быть пересчитано с форсирован
ного режима на нормальный с помощью 
соотношения

*гр =  *гр ~ь~ =  *гр£ф» (82)

где кф — коэффициент пересчета (уско
рения, форсирования) испытаний.

При известной зависимости Ь =  
=  ф (у) скорости изнашивания от на
грузки коэффициент форсирования на
ходится из соотношения

кф — 4>(у*)

где у  и у* —параметры нагрузки при 
испытаниях соответственно в нормаль
ном и форсированном режимах.

Для случая, когда реализации по
луслучайного процесса изнашивания 
являются нелинейными функциями
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времени, может быть использован спо
соб кусочно-линейной аппроксимации, 
позволяющий свести нелинейный полу
случайный процесс к кусочно-линей- 
нОй случайной функции времени вида

К ( 0  =  К „ +  2  ВіАіі.  (83)
І

Для перехода от нелинейной полу
случайной функции к функции (83) 
каждая реализация этой функции за
меняется на і-м участке линеаризации 
секущей прямой, в результате чего 
реализация заменяется функцией У (*)■'

» ( < ) = й +  (84)
i<=N

где у0 — начальное значение пара
метра у  некоторой реализации полу- 
случайного процесса Н  (і); Ьі — угло
вой коэффициент секущей прямой, со
ответствующей і-му участку линеари- 
ции; А^ =  Ьі — — время от на
чала І-го участка линеаризации; N  — 
число участков линеаризации.

При'  граничных условиях (84) за
пишется:

N
Утр =  Уо +  2  (85)

(=1

гДе Утр — граница рабочей области 
(допуск).

Разделив почленно (85) на */гр, по
лучим N  определяющих критериев 
подобия кусочно-линейной функции 
(85):

Яі Ьі—:—  ; Лл =  —— —
Утр Утр

71N — Утр
(86)

Таким образом, задача отыскания 
критериев подобия нелинейного полу- 
случайного процесса сводится к за
даче нахождения критериев подобия 
совокупности линейных случайных 
процессов, для каждого из которых 
сходственными моментами времени, со
ответствующими начальному и гра
ничному условиям, являются момен
ты Іі _і и і,- начала и конца і-го уча
стка линеаризации.

Из (82), (83) и (86) следует, что при 
нелинейном процессе возникновения 
отказа времени безотказной работы 
каждого конкретного изделия

где Аіі =  ¿і — і — длина і-го уча
стка линеаризации процесса изнашива
ния при испытаниях в форсирован
ном режиме; Ьі и — угловые коэф
фициенты секущих прямых, характе
ризующие скорость изменения пара
метра на і-м участке линеаризации, 
соответствующие нормальному и фор
сированному режимам испытаний.

Соответственно теория подобия мо
жет быть использована для определе
ния предельно допустимого «ужесто
чения» режима испытаний.

Условием подобия исходного про
цесса в нормальном и форсированном 
режимах является соблюдение равен
ства (80). На практике проверить 
справедливость соотношений (80) мож
но, испытав в каждом из режимов е0 
и е* некоторые совокупности одно
типных изделий.

Измерив для і-го изделия, испытан
ного в режиме е0, значения параме- 
тров*£ и ігр, можно получить значение 
критерия подобия:

Аналогично для /-го изделия, испы
танного в режиме е*, имеем

Для т однотипных изделий, испы
танных в режиме е0, получим т воз
можных значений критерия

Яц  =  Л12 =  2̂̂ Гр2»
Лщг =  Ьт̂ тр тп‘

Испытав в форсированном режиме п 
однотипных изделий, получим п воз
можных значений критерия яр

Л11 —  "И гр 1’ Я 12 ~  "2ггр2*

Л1 п ~  ^п^гр гтг
Для соблюдения подобия случай

ного процесса возникновения отказа
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в нормальном и форсированном ре
жимах необходимо и достаточно, чтобы 
случайные величины и л2 были 
подчинены одному и тому же закону 
распределения, т. е. для соблюдения 
подобия в рассматриваемом случае 
необходимо и достаточно, чтобы дйя 
любого с — л х =  п% были равны зна
чения соответствующих функций рас
пределения:

р Яі (с> =  р *Пі (с)•
Таким образом, использование аппа

рата теории подобия позволяет устано
вить аналитическую зависимость меж
ду временем безотказной работы в нор
мальном и форсированном режимах 
без проведения специальных испыта
ний и определить условия, при соб
людении которых форсированный ре
жим данной «жесткости» может счи
таться приемлемым для испытаний на 
надежность.

12. ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ 
БАЗОВОГО ПРОЦЕССА 
ОТРАБОТКИ

Модели роста надежности изделий 
используются для описаний зависи
мости параметров Ѳ3, 1, ¿ѳ* ха'
растеризующих процесс отработки, от
характеристик изделия х-, } =  1, л, 
характеристик типа доработок гіц, \і =  
=  1, г и характеристик стендов Ѵѵ,
ѵ =  1, т. При этом условия испыта
ний в явном виде учитываются в ха
рактеристиках стендов и в неявном 
виде в параметрах модели. Результаты 
испытаний проявляются в значениях 
параметров модели, описывающих .про
цесс отработочных испытаний.

Пусть для / аналогов изделия по 
данным отработочных испытаний по
лучены оценки вектора параметров
Ѳ<а >, а =  1, / моделей отработки.

Между вектором параметров Ѳ мо
дели отработки и характеристиками х, 
характеристиками типа доработок й 
и характеристиками вида стендов V 
существует связь

ѳ<“> = /,(*<“>, ѵ<“>)+
+  е<“ >, 5 = Т Г Ѵ  “ = > п ,  (87)

где /,,(•) —. функция заданного вида 
с неизвестными параметрами; б*а * — 
ошибка модели.

Вид функции 18 (■) назначим таким 
образом, чтобы удовлетворить требо
ваниям 0 1, з =  1, д  и 07- ^
>  1, /  — £ +  1, Й0. Здесь # — число 
вероятностных параметров модели 
роста.

Примем, что ув =  1, £:

/я (* ’ ѵ ) =  1 — ехР

Мг
+  2  чр (хр -  хР) +

Э=1
Мі-\-М2 / \

+  2 ^ 1  аЬ—Мг ~  4Ь-Мх ) +
Ь=Мг+1 \ }
м ,+ м г+м9

+  2  Ч* { у с—Мі—Мі —
с=М1+Ма+1

~  Ѵ с — М ,- Л 1 2) (88)

и V ; =  £ +  1,

/у (х , V) =  1 — ехр +

м 4
+  2  Ч  (*р ~  *р) +

Э-1
Мі-\-М2

+  2  ЧІ ь—м ! ~  ¿Ь~Мг) +
Ь=М і+1 
М |—Л1 а—|—

+  2  (Ѵс— М і—М 2 —
с=М ,+Л *2+ 1

— Ѵ с - М ж— М л) - (89)

где — число Технических характе
ристик; Л12 — число характеристик 
вида стендов; Л!з — число характе
ристик типа доработок; лер, 4ъ, Ус — 
средние значения характеристик, со
ответственно технических типа дора
боток, вида стендов для отработан
ных аналогов.
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Оценивание параметров^., $ =  1, kQ,
\  ~  1, М і +  М 2 +  М 3 целесообразно 
провести в два этапа.

На первом этапе используем ли
нейную модель

Мг
*íe) = Чо + S .Пэ (*Э -  *в) +

ь = м г+ і
М j -\-М 2 М з

+  £  (Vc-M t-M i —

— ѵ с - м г- м в) '  í90)
где zs связаны с в<«> следующим
образом:

zla) = 1 п ( 1  — Ѳ<а)); 

s ■= 1, g ] а  =  1, /;

*}а > =  1п(Ѳ<.а > - і ) ;

i =--g +  i ; ¿ ѳ; a = ~ l- (91)

Параметры т\s¡ в первом приближе
нии оцениваются с помощью метода 
наименьших квадратов. Для уточне
ния оценок на втором этапе целесооб
разно использовать метод Гаусса.

Применение зависимости. (87) по
зволяет не только проводить анализ 
влияния характеристик изделия, усло
вий и результатов испытаний на дина
мику роста уровня отработанности 
изделий, но и дает возможность сле
дующим образом использовать априор
ную информацию при формировании 
модели базового процесса отработки.

После того, как по данным об ана
логах с использованием (88)—(91) най
ден вид зависимости (87) для данного 
класса изделий, с учетом характери
стик создаваемого изделия х? (/ —
=  1,л),  характеристик типа дорабо
ток df¿, ( ц =  1, г) и характеристик
вида стендов Ѵ^, (ѵ =  1, m) строится 
базовая зависимость

в,Б =  М * Б - у Б )- (92)

По мере проведения испытаний изде
лия параметры модели (92) уточняются, 
а по данным об отклонениях оценок Ѳ8, 
s =  1, kQ от базовых значений
s — 1, &ѳ осуществляется контроль и 
управление процессом отработки.

Учет заимствования ранее отрабо
танных технических решений при по
строении модели базового процесса 
отработки проводится исходя из того, 
что сложность отрабатываемого изде
лия наращивается последовательно по 
этапам, и часть элементов, заимство
ванных из ранее созданных изделий, не 
участвует на ранних этапах отработки, 
например, автономных испытаниях. 
Таким образом, отдельные источники 
отказов отсутствуют на начальных 
этапах отработки.

Учет меры влияния каждого элемен
та и степени заимствования отрабо
танных решений на динамику процесса 
отработки осуществляют следующим 
образом.

Вводится вектор

Y(/) = [Vi(/). yNl 0)1

І =  ITT, (93)
где
yk (/) =  1, если у'-й источник от

казов может привести к 
отказу в испытаниях на 
данном этапе отработки;

& = 1 ,  0, если влияние /-го
источника отказов на 
исход испытаний прене
брежимо мало.

Тогда матрица Г  размером X /, 
образованная столбцами векторов, оп
ределяет влияние, которое оказы
вает каждый из устраняемых источни
ков отказов на результаты испытаний 
в ходе отработки:

Г =
Г ѵ і(П , 

Т2 ( i )»

W 1)’

Ті (О
ѵ2 (0

Ъѵі <0.
Учет влияния составных элементов 

изделия на исходы испытаний позво
ляет уточнить модели отработки и 
охватить ряд новых практически важ
ных. сторон процесса отработки.
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Выбирая тот или иной конкретный 
план отработки, можно фиксировать 
вид матрицы (93). В итоге определяет
ся траектория роста значения вероят
ности безотказной работы или вероят
ности выявления и устранения источ
ников отказов в конце эксперимен
тальной отработки. Следовательно, 
вектор у (/) является набором управ
ляющих величин, которые отражают 
выбранный разработчиками план ис
пытаний.

Задача оптимизации процесса экспе
риментальной отработки состоит в оп
ределении такой матрицы Г, чтобы 
уровень отработанности изделия в кон
це испытаний принимал максимальное 
значение.

13. АНАЛИЗ ПОДОБИЯ 
ПРОЦЕССОВ ОТРАБОТКИ

вения отказа вследствие проявления 
одного из N  потенциальных источни
ков отказов.

Нормализуем зависимость (94). Раз
делив левую и правую части на при
нятую в качестве базовой величину Рао, 
получим первый критерий подобия:

(О = - £ W -  =  0

(95)
Согласно третьей теореме подобия 

при установлении достаточных усло
вий подобия процессов в критериях 
должны быть учтены граничные усло
вия, входящие в условия однозначно
сти. При і — 0 получим второй кри
терий подобия:

я» — Р (  0)
=  0 “ *)

N
оо

При планировании, контроле и оцен
ке завершенности экспериментальной 
отработки возникает необходимость в 
сравнении параметров, характеризу
ющих процессы экспериментальной от
работки создаваемого изделия и базо
вого образца. Базовый процесс от
работки формируется с учетом опыта 
отработки аналогов и новых требова
ний к изделию. Сравнение процессов 
целесообразно проводить по крите
риям подобия, обобщающим параметры 
процессов испытаний и определяющим 
закономерности в ходе отработки.

Для построения я-критериев про
цессов отработки используют тожде
ственно-подобные преобразования ис
ходных зависимостей.

Для построения критериев подобия 
процессов отработки используются пре
образования исходных зависимостей, 
описывающих рост надежности и уров
ня отработанности изделий.

Вероятность Р (0 выявления и устра
нения источников отказов (ИО) в усло
виях отработки может быть оценена 
с помощью зависимости, имеющей вид 
кривой Гомперца:

=  (94)

где Рао — предельно достижимый уро
вень отработанности изделия в данных 
условиях; <7 —- вероятность возникно-

Подставив (] — д) =  в (95),
получим преобразованную исходную 
зависимость в критериальной форме 
подобия:

л 3 (О
я 1 (/) =  л2Яг

где я 3 (0 =  — третий критерий
подобия.

Для сравнения в дополнение к за
висимости типа кривой Гомперца рас
смотрим ряд уравнений, используемых 
при моделировании процессов выяв
ления и устранения источников отка
зов.

Для описания процесса отработки 
изделия с конечным числом источни
ков отказов и вероятностным характе
ром их устранения путем доработок 
известно уравнение роста вероятности 
безотказной работы:

P(t )

Роо(« +  Ь Р о )~
— а {Рсо— Ро) X 

X  ехр [— (t— 1)]

а “Ь ьр 0 +
+ ЧРОО -  Ро) X

хехр [—  в2Р оо(* —  1)]

(96)
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где Р0, Р оо — соответственно началь
ный и предельно достижимый в дан
ных условиях уровни надежности; 
Ѳ4 — вероятность устранения источ
ника отказов при наличии отказов, 
вызванных данным источником; Ѳ2 — 
вероятность устранения источника от
казов при отсутствии отказов, вызы
ваемых данным источником.

Процесс отработки изделия с N 
источниками отказов и проведением 
доработок как повышающих, так и по
нижающих надежность, описывается 
уравнением

р(<) =  ( і - А - » ' р 0 +

+  [ 1 - ( 1 - Л - 0 ' ] Р „ ,  (97)
где Р0, Роо — соответственно началь
ный и предельно достижимый в дан
ных условиях уровни надежности; 
/  — доля вероятности отказа, преоб
разуемая доработкой в вероятность 
успешного испытания; h — доля умень
шения надежности в результате про
ведения доработки.

Процесс отработки изделия, имею* 
щего N  резервных блоков в нагружен
ном режиме, может быть описан урав
нением

Р (0 =  1 -  (1 -  Р0) (1 -  я)ш , (98)

где Р0 — начальный уровень надеж
ности изделия; ц — доля вероятности 
отказа одного блока, переводимая од
ной доработкой в вероятность успеха.

После приведения (96)—(98) к нор
мализованному виду и тождественно
подобных преобразований получим кри
териальные модели, сведенные в 
табл. 5, описывающие динамику про
цесса отработки с помощью критериев 
подобия.

При малом числе параметров в ис
ходных зависимостях, например, для 
случая двух параметрической модели 
оценки роста вероятности выявления 
и устранения источников отказов за 
/  испытаний ( / =  1, 2, ...)

Р ; = [ і - ( ! - ? ) ' ] "

5. Критерии подобия в динамике процесса отработки

Критериальная модель
Критерии подобия

Яі (О Я2 Л3 (t) я 4

„  я э (О 
Яі (0  =  я ? -

P ( t )  

Р со
Ро

Р о о

t

N —

1 — (1 — я 4) .я 2 —
— (1 — л 2) ехр [ я 3 (01 P ( t ) Ро

P o o Q 2tЯі W 1 — (1 — я 4) я 2 —
— (1 — я 2) (1 — я 4) ехр [ я э (/)]

Р о о Р о о
N
N  Ѳ,

Я, (t) =  1 _  (1 -  Я2) (1 -  я 4)л- «>
P ( t ) Ро

t
f

Р о о Р о о P o o

Я ,(<) =  1 - < 1 - і ц ) ( 1 - я ^ " - < ' >
P ( t ) Ро

t
я

Р о о Р о о P o o
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где <7 — вероятность проявления 
одного из N потенциальных источ
ников отказов в одном испыта
нии.

В этом случае подобные преобразо
вания нецелесообразны. Для обес
печения подобия процессов отработки 
требуются тождественность исходных 
уравнений и пропорциональность всех 
параметров.

Из данных табл. 5 видно, что не
смотря на различные исходные формы 
зависимостей, описывающих рост уров
ня отработанности изделий в виде ве
роятностей выявления и устранения 
ИО или вероятностей безотказной ра
боты критерии подобия, (Д и л2 
имеют одинаковое содержание. Кри
терии Лх (О И Я2 (Л2 ~  Лх (0)) ПОЗВО- 
ляют рассматривать величину Р (() 
в едином масштабе для различных 
моделей роста Р (¿). Поскольку Лі (¿) 
стоит в левой части уравнений, подоб
ные процессы отработки в критериаль
ном выражении имеют в масштабе Г 00
совпадающие кривые роста и подобие 
процессов отработки по критерию 
Лі (¿) равносильно подобию по кри
териям л ѵ, ѵ = . 2 ,  пл .

Таким образом, критерий л х (¿) 
отражает подобие динамики роста Р (¿) 
в обобщенной форме, а более информа
тивными критериями, определяющими 
подобие процессов отработки, являют
ся критерии л 2, л 3 (*), л4, п Пп.

Критерий л э (¿) позволяет устано
вить подобие процессов при различных 
темпах отработки, которое опреде
ляется выражением:

л 3 - Ы,

где В — степенной комплекс параме
тров.

Критерий л 4 определяет форму тра
ектории процесса отработки.

Уравнения отработки в критериаль
ной форме для рассматриваемых за
висимостей (97) и (98) полностью 
идентичны. Совпадают в этих крите
риальных моделях по смыслу также 
критерии л4, так как исходные зави
симости получены при сходных по 
физическому смыслу предположениях 
при описании процесса отработки.

Одним из результатов выражения урав
нения отработки в критерильной форме 
является сужение класса используе
мых моделей процесса испытаний.

14. КОНТРОЛЬ
И ОЦЕНКА ЗАВЕРШЕННОСТИ 
ПРОЦЕССА ОТРАБОТКИ

Критерии подобия, характеризую
щие накопленное число выявленных 
и устраненных источников отказов, 
а также подобие в динамике процессов 
отработки целесообразно использовать 
путем сравнения с расчетными базо
выми критериями для контроля и 
оценки завершенности процесса испы
таний.

Стохастические модели процесса от
работки в критериальной форме по
добия применяются для решения сле
дующих задач:

установления с помощью комплекса 
критериев подобия закономерностей 
в динамике процесса эксперименталь
ной отработки с учетом вероятностного 
характера выявления и устранения 
источников отказов, а также техниче
ских характеристик изделия и уело; 
вий испытаний;

построения базовых зависимостей 
для процессов отработки определенного 
класса изделий;

планирования и контроля хода про
цесса испытаний по базовому образцу.

Схематически процедура построения 
и применения критериев подобия, ха
рактеризующих процесс выявления и 
устранения источников отказов, пред
ставлена на рис. 7.

Поскольку один и тот же процесс 
отработки может быть смоделирован 
с помощью ряда уравнений или си
стемы уравнений, каждое из которых 
характеризует определенные аспекты 
отработки, выбор вида модели из воз
можных вариантов целесообразно про
водить на основе сравнительного ана
лиза точности зависимостей. Анализ 
осуществляется по результатам отра
боточных испытаний аналогов, уста
новленных с учетом оценки подобия 
ранее созданных изделий и отрабаты
ваемого образца.

После выбора модели процесса от
работки могут быть определены объем 
отработки в виде числа испытаний п*
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и требуемый уровень отработанно
сти Р Б

Так, если принять модель типа (94), 
планируемое число испытаний

1 ^  Ртр
1п (1 — д) N 1п (1 — </) '  '

где Ртр — требуемый уровень надеж
ности.

Располагая оценками числа N  воз
можных ИО и вероятности отказа 
определенными по результатам испы
таний аналога и анализа создаваемого 
изделия, по формуле (99) опреде
ляют потребное число испытаний п*.

Для контроля и оценки завершен
ности отработки недостаточно иметь 
только запланированное число испы
таний п* Целесообразно расширить 
информацию путем контроля параме
тров процесса отработки, входящих 
в модель испытаний, связанных с чис
лом л* и оцениваемых и прогнозируе
мых по результатам испытаний. Оче
видно, что при этом следует выбирать 
параметры отработки, наиболее устой
чивые к изменению количества про
веденных испытаний. Такими показа
телями могут быть критерии подобия, 
получаемые путем преобразования ис
ходной зависимости.

Процедура обоснования объемов ис
пытаний и контроля хода процесса 
испытаний на базе анализа подобия 
в динамике роста уровня отработан
ности изделий состоит в следующем: 

выбирается аналог изделия, подоб
ный отрабатываемому образцу по прин
ципу функционирования, конструк
тивным и технологическим решениям, 
материалам, методам, средствам и ус
ловиям испытаний;

по результатам анализа точности 
оценок параметров модели, описыва
ющей рост вероятности выявления и 
устранения источников отказов, с ис
пользованием результатов испытаний 
аналога выбирается вид исходной мо
дели процесса отработки;

оценивается необходимое число ис
пытаний п* для подтверждения тре
буемого значения Р т. 3;

строится критериальная модель по
добия путем преобразования исходной 
зависимости роста вероятности выявле
ния и устранения ИО;

Результаты 
испытаний 

' аналога

ТХА, V' Характеристики 
и условия испыта
ний  аналога

Исходная
зависимость ІГА

Регрессия

т с*^(Т хУ А)

Результаты 
испытаний 
изделия

ТреВоВания к  
■характеристи
кам и услодиям 
испытаний

Рис. 7. Схема определения критериев 
подобия процессов отработки аналога
(я ѵ)* базового образца (л и созда
ваемого изделия (зхѵ)

устанавливаются связи между зна
чениями я-критериев, характеристика
ми изделия и условиями отработочных 
испытаний;

формируются базовые значения я- 
критериев с учетом технических ха
рактеристик, заданных на изделие, и 
условий его отработки;

значения базовых критериев подо
бия я Б, ѵ =  1, пл , устанавливающих
закономерности в динамике процесса 
отработки данного класса изделий, ис
пользуются как параметры контроля 
хода отработки.

Контроль и управление качеством 
процесса отработки по критериям по
добия более наглядным может быть 
при переходе от вероятностей событий 
к физическим параметрам процесса 
испытаний.

Чем больше производная роста ве
роятности выявления и устранения 
источников отказов в начале отра
ботки, тем более эффективной является 
отработка в смысле ее завершенности.

На рис. 8 иллюстративно изобра
жена геометрическая интерпретация 
оценки завершенности отработки по 
числу выявленных и устраненных ис
точников отказов при испытаниях в 
данных условиях отработки.

Предпочтительным является про
цесс отработки, которому соответствует 
вероятность (¿) выявления и устра-
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Рис. 8. Геометрическая интерпрета
ция интегрального подобия процессов 
выявления и устранения источников 
отказов

нения источников отказов, когда обес
печивается более быстрый рост и до
стижение вероятности запланирован
ного базового значения Р Б уровня 
отработанности.

Моментам времени и t2 сравнивае
мых процессов, когда можно считать 
отработку завершенной, соответствуют
Р і ( / ) =  Р Ъ и Р2 ( 0 =  Р Б:

Интегральные характеристики срав
ниваемых процессов отработки:

t \ t 2
/ і  =  j  Px (t)dt-, U  =  f P2 (t)dt .

0 0
Тогда интегральное подобие про

цессов отработки можно определить 
критерием, характеризующим число 
выявленных и устраненных источни
ков отказов:

/* =  J  р  (/) dt =  idem, (100)
о

где Р (0 — вероятность выявления и 
устранения ИО, определяющая уро
вень отработанности изделия в дан
ных условиях испытаний.

На основе критерия (100) для кон
кретных зависимостей роста уровня 
отработанности можно найти инва
рианты подобия по числу выявленных 
и устраненных источников отказов. 
В некоторых случаях целесообразно 
перейти от записи критерия (100) 
в интегральной форме к записи суммы 
всех выявленных отказов.

Пусть в изделии имеется N  источ
ников отказов, причем каждый из 
них проявляется с вероятностью q. 
Считается, что если источник проявил
ся, то он устраняется достоверно. 
Тогда среднее число отказов, которое 
будет выявлено после первого испы
тания, гг =  Nq , после второго испы
тания, г2 =  N  (1 — q) q, после /-го
испытания гj =  N (1 — q)q~l

Таким образом, среднее число отка
зов, которое будет выявлено и устра
нено за k испытаний:
_  k
R h =  £  =

/=1
=  N  (1 — (1 — 9)*]- (101)

С другой стороны, вероятность вы
явления и устранения всех имеющихся 
в изделии отказов за k испытаний

р * = [ і - ( і - ? ) * ] " •
Отсюда получим

Записав согласно (101) условие сто
хастического подобия как Pfc =  idem, 
перейдем к критерию подобия по числу 
выявленных и устраненных источников 1 
отказов в виде физической величины:

[ i r ] 7V =  idem‘ (102)
Прогнозируя для k испытаний (эта

пов отработки) базовые значения кри
териев подобия я Б , ѵ =  1,пл , ха
рактеризующих динамику процесса от
работки, или определив интегральное 
подобие процессов отработки в виде 
(100), (102), можно решать задачу 
контроля хода процесса отработки 
для подготовки решения о завершен
ности отработочных испытаний.

Анализ подобия реального и базо
вого процессов расширяет информа
цию о состоянии отработки. В то же 
время критерии, учитывающие число 
выявленных и устраненных источни
ков отказов, являются дополнитель
ными по отношению к основным кри
териям, учитывающим параметриче
ский подход к описанию процессов 
планирования; контроля и оценки 
завершенности отработки.



Глава 7 Методы объединения
результатов испытаний подобных изделий
для оценки надежности

1. МОДЕЛИ
НЕОДНОРОДНЫХ ВЫБОРОК 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
ОЦЕНИВАНИЯ НАДЕЖНОСТИ 
ПО НЕОДНОРОДНЫМ ДАННЫМ

Подобными изделиями могут яв
ляться однотипные изделия, выпускае
мые различными заводами; конструк
тивно-подобные изделия, характери
зующиеся различными типоразмера
ми; однотипные изделия, выпускаемые 
одним и тем же заводом в различные 
интервалы времени; одинаковые изде
лия, эксплуатирующиеся в различных 
условиях; однотипные изделия до и 
после модернизации или доработки.

Результаты испытаний подобных из
делий образуют к групп выборочных 
значений, однородных внутри одной 
группы. Каждая группа представляет 
результаты испытаний одного типа 
изделий.

Группы данных, относящихся к раз
личным изделиям, даже если эти 
изделия подобны между собой, в об
щем случае являются неоднородными. 
Характер этой неоднородности может 
быть различным в зависимости от 
физического содержания подобия.

Неоднородная выборка, состоящая 
из к однородных выборок, записы
вается в виде:

*11’ , Хи , * х 1п1>

ХІѴ ' х іі' > х іп .  I (1)

ХИ\' * х кі > * *Апь;

к
£  п3 =  п . 
=1

Каждая /-выборка х}Х, ..., х}і....... х/п .
представляет собой подпоследова
тельность реализаций независимых 
одинаково распределенных случайных 
величин (н. о. р. с. в.), общее распре
деление которых (xj, Ѳ7-). Генераль
ные совокупности, из которых взяты 
соответствующие однородные выборки, 
обычно называют слоями.

Неоднородную выборку типа (1),
содержащую все /-выборки (/ =  1, £), 
называют А-расслоенной выборкой.

Каждый слой характеризуется свои
ми параметрами Ѳ7-, а каждая соответ
ствующая слою выборка может харак
теризоваться своими статистиками 
(функциями от выборочных значений, 
принадлежащих /-й совокупности). 
Одной из таких статистик

(2)

является / — выборочное среднее.
Задача оценивания показателей на

дежности по неоднородным данным фор
мулируется следующим образом: ис
пользуя расслоенную выборку (1) 
в качестве исходных данных, оценить 
параметр (или функцию от параме
тров) /-й совокупности (для конкрет
ности Ѳі), т. е. найти оценочную функ
цию:

2 = 2  (Хц, , х ІПі,

, х к1, ,

которая была бы наилучшей (в соот
ветствии с принятым критерием) объ
единенной оценкой параметра 0!.

В зависимости от того, известен ли 
вид закона распределения, модели де-
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лятся на два класса: модели, свободные 
от распределений, и модели с извест
ным видом распределения. Модели, 
свободные от распределений, и задачи, 
с ними связанные, обычно являются 
непараметрическими. Модели же с из
вестным видом распределения и за
дачи, связанные с этими моделями, 
являются параметрическими.

Соотношения между параметрами 
надежности подобных изделий назы
вают моделями переноса информации 
(МПИ).

Модели переноса информации де
лятся на три класса.

1) Модели, содержащие функцио
нальные связи между параметрами, 
которые могут быть записаны в виде:
Ѳ; =  Ф(Ѳ1), / =  27*. (3)
Эти модели характеризуются наиболь
шим уровнем информированности ис
следователя о физике процессов. В этом 
случае может быть осуществлено при
ведение /-й выборки к первой. При 
этом неоднородность не имеет принци
пиального значения и совместную вы
борку можно считать неоднородной, 
приводимой к однородной. Особенно
стью этой ситуации является то, что 
при этом полностью используется вся 
информация, содержащаяся во второй 
выборке. Ее преобразование не со
провождается потерями информации. 
Поэтому существуют методы получе
ния состоятельной оценки не только 
по первой, но и по любой /-выборке, 
т. е. при бесконечном увеличении 
объема /-выборки оценки стремятся 
к Ѳх. Эффективность методов в этом 
случае достигается за счет высокого 
уровня априорной информированности.

2) Второй класс моделей связан 
с наличием априорной информации 
ограничительного характера. Он мо
жет использоваться в ситуациях, когда 
из априорных соображений могут^быть 
установлены лишь ограничения на 
степень, различия между неизвестными 
параметрами. Примерами таких ог
раничений могут быть соотношения 
типа
ѳ і  =  Ф (Ѳі) +  Е/* Е/ €  ( С д > С д ) ,

/  =  5Г Х  (4)
Такой информации недостаточно, 

чтобы осуществить полное преобразо

вание одной выборки к другой без 
потери информации. В этом случае 
не существует оценки, состоятельной
по /-выборке (/= 2 , к), т. е. оценки, зна
чение которой сходится к Ѳі при уве
личении /-выборки до бесконечности 
(при Лу-»-оо). Выборки, описываемые 
этими моделями, уже не являются 
приводимыми к однородным.

3) Третий класс моделей может быть 
использован в ситуациях минимальной 
информированности в случаях, когда 
можно предположить, что /-выборка 
принадлежит тому же распределению, 
что и первая выборка, или, по крайней 
мере, близкому (по параметру Ѳ7) 
распределению. Однако полной уве
ренности в этом нет.

Поэтому процедура оценивания осу
ществляется в два этапа. На основе 
критериев согласия проверяется ги
потеза об однородности расслоен
ной выборки. В случае положитель
ного решения /-выборка объединяется 
с первой, а в случае отрицательного — 
она исключается из обработки. Поло
жительное решение в большинстве 
случаев будет только в случае малых 
Такой подход может быть осуществ
лен с осторожностью й с подключе
нием к процедуре анализа инженер
ного содержания подобия.

Особенностью рассматриваемых за
дач является оценивание в условиях 
малой выборки. Поэтому асимптотиче
ские свойства оценок при этом решаю
щего значения не имеют. Важно, чтобы 
оценка г, построенная по конечной 
выборке, была «близка» к оценивае
мому параметру Ѳі . Поэтому качество 
оценки следует характеризовать сред
ним квадратом ошибки этой оценки 
относительно параметра Ѳх (с. к. о.)
ѴГ (Ѳ1) =  £ ( ( г - Ѳ 1)2} =
=  Е {(2 -£ { ? } )* }  +  (£  ( г } -0 ,)* .

Если г — несмещенная оценка, то 
с. к. о. совпадает с дисперсией оценки.

При использовании моделей второго 
и третьего класса с. к. о. оценки будет 
зависеть от неизвестных Еу- Поэтому 
качество оценки следует характеризо
вать максимальным по Е/ с. к. о.;

ѴР* (Ѳі ) =  шах ХР (Ѳі , ^ ) .
£ ■
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2. НЕКОТОРЫЕ 
СВЕДЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 
ОЦЕНИВАНИЯ

Традиционная задача параметриче
ского оценивания показателей надеж
ности решается в предположении, что 
известно с точностью до неизвестного 
параметра Ѳ (Ѳ£Ѳ) распределение слу
чайной величины, являющейся ре
зультатом испытаний (эксплуатации). 
Это могут быть, например, продолжи
тельности работы хъ . . . , х п однотип
ных изделий до достижения ими пре
дельного состояния. Значения хх, 

хп — н. о. р. с. в., общая плот
ность распределения которых [ (х , Ѳ). 
Задача состоит в оценивании неизвест
ного параметра Ѳ с использованием 
выборочных значений хг, . . . , х п в ка- 
чес.тве исходных данных.

Важную роль в задачах оценивания 
играет метод максимального правдо
подобия. Суть метода заключается 
в том, что в качестве оценки і =
=  і (х1.......х п) неизвестного параметра
принимается значение, максимизирую
щее функцию правдоподобия,
£ (*!, хп , Ѳ) —

п
=  л  П  f ( x it Ѳ), Ѳ£Ѳ

i= l
по неизвестному параметру. Другими 
словами, оценкой максимального прав
доподобия (ОМП) называют функцию 
t =  t (xlt ..., х п), удовлетворяющую 
соотношению:
L (хх, х п, 0  =
=  шах L (хх, хп , Ѳ).

Ѳ £ Ѳ

Переходя от функции правдоподобия 
к ее логарифму, запишем ОМП в виде

п
t =  a rg гпах 2  log f ( x it Ѳ).

t= i
Метод максимального правдоподо

бия нашел широкое применение (в ча
стности, в задачах оценивания показа
телей надежности) благодаря простоте 
и свойствам, присущим ОМП.

При выполнении достаточно широких 
условий ОМП состоятельны, асимпто
тически нормальны и эффективны.

Статистикой называют любую функ-- 
цию Т =  Т  (*!, ..., хп), зависящую 
только от выборочных данных, по
скольку хъ  ..., х п — случайные ве
личины, то и любая функция Т (хх, ... 
..., хп) также является случайной. 
Первая проблема, которая связана 
с техникой обработки многочисленных 
данных, содержащихся в результатах 
эксплуатации и испытаний изделий 
на надежность, —- это нахождение та
кой статистики Т  (хъ  ..., хп), которая 
бы содержала всю информацию об 
оцениваемом параметре. Такую ста
тистику называют достаточной.

Всякая несмещенная оценка і пара
метра Ѳ при выполнении условий ре
гулярности удовлетворяет неравен
ству Рао-Крамера:

£ « ' - Ѳ>2! »  Т Т І Р

где л
— количество информации, содержа
щейся в выборке.

Несмещенную оценку /, с. к. о. 
которой при всех Ѳ (Ѳ £ в) равен мини-
мальнои границе 1

/(* ) , называют МГД-
оценкой (МГД — минимальная гра
ница дисперсии).

Из теории оценивания следует; что 
если несмещенная МГД-оценка суще
ствует, то она может быть найдена 
методом максимального правдоподо
бия. Например, для нормального рас
пределения ОМП, равная выбороч
ному среднему, является МГД-оцен- 
кой. Это утверждение касается оценок, 
полученных в классе несмещенных 
оценок. Если это ограничение снять, 
то можно показать, что существуют 
оценки, которые имеют не только дис
персию, меньшую, чем МГД-оценки, 
но и с. к. о., меньший, чем нижняя 
граница дисперсий, даваемая неравен
ством Рао-Крамера.

В задачах оценивания показателен 
надежности по данным нескольких
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групп наблюдений (I), принадлежащих 
различным генеральным совокупнос
тям, ОМП I — (tlt .... tk) неизвест
ного вектора параметров 0 =  (0lt 
...,0 ft) называют функции tj  ~
=  0(*1Ь •••> xnhn). / =  1, k, удовлет
воряющие соотношению:
L> xnhn> î> ¿k) —
=  max L (x11% . . .  , xnk öl t . . .  , 0ft).
0i.

Максимум функции правдоподо
бия ищется в области определения
0 £ в . Эта область может быть неко
торой пространственной кривой или 
поверхностью, задаваемыми системой 
уравнений:
<Pi(Öi, 0 fc) = O ,

1 =  1, l. I c k
или некоторым ограниченным про
странством.

При обработке методом максималь
ного правдоподобия неоднородных 
данных следует учитывать, что при 
оценивании параметров по данным, 
принадлежащим различным законам 
распределения, ОМП могут оказаться 
несостоятельными. Кроме того, метод 
максимального правдоподобия яв
ляется неустойчивым по отношению 
к отклонениям распределения от пред
полагаемого.

которая была бы наилучшей (в соот
ветствии с принятым критерием) объ
единенной оценкой параметра а.

3  зависимости от имеющейся инфор
мации о дисперсии оценок возможны 
различные методы объединения оценок.

Рассмотрим метод, относящийся 
к ситуации, когда оценки хг, х2, ...

хп являются несмещенными. Дис
персии их известны и равны соответ
ственно of, а\, о^ В качестве оце
ночной функции примем линейную 
комбинацию

п
г =  £  а *х і ’

і = 1

Тогда, если коэффициенты удов
летворяют условию

£  «і =  1,

объединенная оценка г будет не 
смещенная.

Значения коэффициентов а ?., обес
печивающие минимум дисперсии оцен
ки:

0 = 2  a f t ,
і = 1 

равны

3. ЛИНЕЙНОЕ ОБЪЕДИНЕНИЕ 
НЕЗАВИСИМЫХ ОЦЕНОК 
ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАДЕЖНОСТИ 
ПОДОБНЫХ ИЗДЕЛИЙ 
ПРИ ИЗВЕСТНЫХ ДИСПЕРСИЯХ і—і

Обобщение результатов испытаний 
подобных изделий может быть осу
ществлено путем объединения оценок, 
если имеется возможность получить 
несмещенные оценки с известными свой
ствами. В качестве таких оценок обычно 
используются выборочные средние (2).

В этом случае задача объединения 
оценок хг, х2, ..., хп статистического 
параметра а состоит в нахождении 
функции
2 — 2  (Хі, Х 2 , . - Х п ),

Окончательная формула для объеди
нения оценок показателей надежности 
подобных изделий имеет вид

п
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Дисперсия оценки (6), характеризую
щая ее точность, определяется фор
мулой

1=1
В случае объединения двух оценок х  
и у формулы (6) и (7) имеют вид:

Поток отказов изделий простейший 
с неизвестным параметром Л*. Оценоч
ное значение этого параметра

где /?! — полное число отказов всех 
изделий за время испытаний;

•$і— — полная наработка изделий.
(=1

г

О

х +

2 *
У

У (8)

(9)

Тогда, если х и соответственно экс
периментальная оценка и ее диспер
сия, то эффективность объединенной
оценки Z

е(г) ( 10)

характеризуется соотношением

е (г) ~  1 + (И)

Объединение оценок с помощью вы
ражений (6) возможно в том случае, 
если известны точные значения диспер
сий этих оценок.

Такие ситуации в практических за
дачах оценки надежности встречаются 
весьма редко.

4. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 
АПРИОРНОЙ ОЦЕНКИ, 
ПОЛУЧЕННОЙ ИЗ 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫХ 
ИСПЫТАНИЙ 
ИЗДЕЛИЙ-АНАЛОГОВ 
ИЗВЕСТНОГО ОБЪЕМА

Дисперсия этой -оценки выражается 
через неизвестный параметр

и поэтому в процессе испытаний не бы
вает известной.

Тогда для объединения ^  с оценкой 
Я2, полученной аналогичным образом 
по материалам предшествующих испы
таний подобного изделия с общей на
работкой 5 2, формулу (8) преобразуем 
следующим образом:

^ " 5 7 + 5 7  ѵ
' (12)

В полученной форме неизвестный пока
затель Я отсутствует. Эффективность 
улучшенной оценки

е (*.„) =  1 +  .

Пример 1. По результатам испыта
ний двигателей с общей наработкой 

=  3000 ч получена оценка интенсив
ности отказов = ІО-3 1/ч. По данным 
предшествующей подконтрольной экс
плуатации подобных двигателей

Я2 =  0 ,6 -ІО-3 1/ч при 5 а =  5000 ч.

Объединенная оценка

К  —
3000

3000 +  5000 ■0,6 ІО“3 +

Рассмотрим часто применяющиеся 
на практике планы испытаний.

I. Испытывается восстанавли
ваемых изделий в течение времени іі 
каждое.

+
5000

3000 +  5000 ю-* =

=  0,85 10~3 (1/ч).
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Эффективность объединенной оцен
ки 7і0 будет равна

^ • >  =  ‘ +  ш Ь 2 ’6 -

И. Испытывается УѴ| невосстанав- 
ливаемых изделий, фиксируются мо
менты отказов каждого из них /1, 
і2, --•> Испытания проводятся до
отказа всех изделий. Оценочное зна
чение среднего времени безотказной 
работы

—ь Г Г '

Ситуация относится к случаю, когда
априорная оценка Т2 получена в про
цессе предшествующих испытаний по
добных изделий в количестве /Ѵ2 шт._

Поскольку дисперсия оценок 7 \ 
и Т2 определяется соответственно вы
ражениями:

о О2 2 ° 2
° і =  лГг и --------ЛЛ)

(а2— неизвестная дисперсия величи
ны /,), формула для объединения оце-
нок Т -1 и Т2 принимает вид

То =

+
/ѵ, £

7 \  +

^ і  +  А̂ ,
(13)

Эффективность оценки 
М2е ( Т 0) =  1 +
Мі *

Пример 2. В результате испытаний 
на износ десяти переключателей полу
чено Тг — 75 000 циклов. Предвари
тельные испытания 5 шт. подобных 
переключателей дали Т2 110 000 цик
лов. Требуется определить Г0.

По формуле (13)

Го =  ТТГТ-ТЕ75- 000 +

+

10 +  5 
5

10 +  5 110 000 =  85 000 циклов.

Эффективность использования данных 
предварительных испытаний

е =  1 +  510 1,5.

III. Испытывается N l изделий в те
чение времени (■ Оценочное значение 
вероятности безотказной работы из
делий за время / определяется форму
лой
о ЛГі -  *1

/V,

где р 1 — число отказавших изделий.
Рассматриваемая ситуация отно

сится к случаю, когда априорная
оценка Р2 получена в результате испы
таний IV2 шт. изделий.

Поскольку дисперсии оценок Рх 
и Р2 определяются выражениями:

Р ( \ - Р )  . „2 Р ( І - Р )о ? - IV,

(Р — неизвестная вероятность отсут
ствия отказов изделия), формула для 
объединения оценок принимает вид

л/„ —/у2 пМ1
Кі  +  М2 *>1 + ІѴі +  ІѴ2

Эффективность 
ки в (Р0):

М2

объединенной
(14)

оцен-

е(Р о) =  1 + А'і
Пример 3. При испытаниях семи 

изделий в течение заданного времени 
получена оценка вероятности безотказ
ной работы Р1 0,9. Из предшествую
щих испытаний изделий-аналогов 
имеем Ы2 -- 5 и Р2 ~  0,7.

Р =

Объединенная оценка: 
7 „ Л , 5•0,95 +  7 1 5 +  7

Эффективность оценки Р0

е =  1 +  4 -  =  1.7.

0,7 =  0,82.

Во всех приведенных случаях можно 
использовать линейное объединение 
оценок, если известен объем предвари-
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тельных испытаний изделий, подобных 
исследуемому.

IV. Испытываются восстанавливае
мые изделия с общей наработкой, 
равной 5.

Влрезультате испытаний имеем оцен
ку к параметра потока отказов.

Дисперсия оценки
к

неизвестна.
Кроме этого, имеется расчетная

— *■)

оценка к с дисперсией а^.
В случае известной дисперсии апри

орной оценки линейное объединение 
оценок может быть осуществлено по 
следующим формулам:

к
8

к +

Более точная формула может быть по
лучена, если значения неизвестного 
параметра выразить непосредственно 
через объединенную оценку:

Я —
*0 = ------2------+

1 Я (15)

Ориентировочно эффективность объ
единенной оценки определяется выра
жением

е (Я0) — 1 + Яр
Бо2.К

Полученная формула совпадает с 
байесовской оценкой показателя на
дежности (см. гл. 9).

Пример 4. В результате испытаний 
трех образцов в течение 700 ч зафикси
ровано 11 отказов. Известна априор

ная оценка и ее дисперсия к - - З х  
X Ю"'1 1 /ч и о^ — 1 • 10’ 1' 1/ч.

В этом случае объединенная оценка

Я0

+

3 10~3 * 5 —  10“6-2100

V 3 1 0 -3 — ІО-6 - 2100

+

+

+  10~6-2100 0,5- ІО-2 «  

« 3 ,8 5 -  ІО"3 І/ч.

Эффективность использования рас
четного значения надежности прибли
женно оценивается по формуле

3,85-ІО“3 
+  2100-10~6

2 ,8 .

5. ОБЪЕДИНЕНИЕ ОЦЕНОК 
ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАДЕЖНОСТИ 
ПОДОБНЫХ ИЗДЕЛИЙ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
СТАТИСТИЧЕСКИХ ДАННЫХ

Рассмотрим ситуацию, когда по ре
зультатам сокращенных испытаний из
делий получена оценка показателя 
надежности. Имеется априорная оценка 
этого показателя, полученная в ре
зультате испытаний подобных изделий 
на предшествующем этапе или путем 
расчета по существующей методике. 
Допустим, имеется достаточный опыт 
эксплуатации, в процессе которого 
накоплены данные, позволяющие уста
новить статистическую связь между 
такими же оценками и соответствую
щими эксплуатационными показате
лями надежности по изделиям, по
добным испытываемому. Такие данные 
могут быть использованы для выра
ботки правила, на основании которого 
можно прогнозировать эксплуатацион
ную надежность разрабатываемого из
делия посредством объединения экс
периментальной и априорной оценок. 
Процесс выработки такого правила 
по имеющимся статистическим данным 
называется обучением.

Уточним задачу. Априорные данные 
задаются в виде значений показателей
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надежности и их оценок для k типов 
изделий:
(*ь У\> Яі). (*2> У2, а г),

(*і» Уі> а і ) і
i / f t *  a f t ) >

где x. и у. — оценки показателей на
дежности а. і-го типа изделия.

Требуется на основании этих данных 
выработать правило, позволяющее объ
единить оценки xh+1 и yk+l неизвест
ного показателя надежности а^+1 (k +
+  1)-го типа изделия, аналогичного k 
изделиям.

Класс оценочных функций можно 
ограничить линейным:
г (х, у , а , Р) =  аф (х) +  р/ (у),
где ф (х) и /  (у) — известные функции; 
а и р  — неизвестные коэффициенты. 
Тогда выбор правила сводится к оп
ределению коэффициентов а и р .

Для оценки качества обучения сле
дует выбрать критерий, в соответствии 
с которым выбирается правило. Наи
более подходящими будут следующие 
критерии.

1. Максимум вероятности того, что 
отклонение оценки г (х, у , а ,  р), 
вычисленной в соответствии с данным 
правилом, от эксплуатационного пока
зателя надежности не превышает за
данной величины у:

=  max.

2. Минимум коэффициента вариа
ции 62 оценки z (jc, у, а , Р):

61=£ {(^гУ) = min-
При этом следует использовать оцен

ки показателей Р* и 62, которые мо
гут быть получены из статистических 
данных. Рассмотрим пример получе
ния оценки показателей качества обу
чения Р и практического применения 
процедуры обучения для получения 
оценочной формулы.

Пример 5. Предположим, что из опы
та эксплуатации изделий получены 
статистические данные для k изделий. 
По каждому изделию известны три 
Значения:

Т і — значение среднего времени до 
отказа і'-го типа изделий, полученное 
по данным эксплуатации большого 
количества таких изделий; і ~  1, 2,...
... ,й,

Т і — априорное значение среднего 
времени до отказа і-го типа изделий; 
порядок расчета и исходные данные 
установлены методикой и одинаковы 
для всех типов изделий; величина

имеет одинаковое распреде
ление для всех типов изделии;

Т і — экспериментальное значение 
среднего времени до отказа /-го типа 
изделий, полученное в результате сок
ращенных испытаний; количество ис
пытываемых изделий и режимы испы
тании установлены методикои и оди
наковы для всех типов изделий, поэ
тому предполагается, что величина

Ті — Т'і
№ 0

имеет одинаковое распреде-
ление для всех типов изделии.

Статистические данные для примера 5 
представлены в табл. Г.

Требуется по этим данным получить 
формулу, позволяющую оценить на
дежность (к +  1)-го типа изделий по 
результатам сокращенных испыта-
ний 7ь+1 и расчетной величине Ть+г.

Оценочную формулу будем искать 
в виде

г =  а Т  +  (1 — а) Т.
1. Статистические данные к примеру 5

Ті Ті Ті Ті Ті Ті

994 288 552 911 1047 627
1230 1460 1674 531 1024 688
1287 1670 519 781 678 275
1102 640 279 789 1156 651
1257 646 485 1448 1615 157
1483 1251 6810 688 763 564
674 644 1211 1000 430 364
824 1017 336 1034 1942 957

1169 1373 1034 1215 1457 793
751 4821 656 1189 670 636
539 395 487 940 1014 1139

1167 1037 1894 1162 820 1340
883 779 391
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/
В качестве критерия оптималь

ности оценочного правила примем мак
симум вероятности того, что объеди
ненная оценка отличается от пара
метра не более чем на 30 %. Процесс 
обучения в данном случае состоит 
в выборе значения а , которое обеспе
чивает максимум оценки вероятности:

Р* < 0 ,3 шах.
а

В данном случае а  =  0,6 и формула
для объединения оценок Т^+1 и Т^+1 
принимает вид

г =  0,47* +  0,67\

Метод простого перебора возможных 
правил и выбор среди них наилучшего 
становится громоздким, когда число 
неизвестных параметров больше еди
ницы. При практических расчетах 
в таких случаях необходимо исполь
зовать численные методы поиска ми
нимума с помощью ЭВМ.

6. ПРИМЕНЕНИЕ 
МНОЖЕСТВЕННОЙ РЕГРЕССИИ 
ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО 
ОБЪЕДИНЕНИЯ ОЦЕНОК

Определение правила для объеди
нения оценок показателей надежности 
подобных изделий существенно упро
щается, если искомое правило огра
ничить классом линейных функций, а в качестве критерия принять мини
мум статистического значения коэффи
циента вариации объединенной оценки:

к
1  ^  ^ сир ( * » ) + Р /  (У,- ) —  Оі

і= 1 *
Определение коэффициентов а  и Р, 

обеспечивающих минимум квадратич
ной формы, есть задача регрессионного 
анализа^

Значения а  и Р определяются из 
следующей системы уравнений:

аА  +  РВ =  С;

аВ  +  РІ> =  Е ,

I где
И

і= і
к

І=1

Используя введенные обозначения, 
выражения для коэффициентов а  и Р 
представим в виде:

ВЕ  — С£>
“  “  В* — АО  ’

0 В С — АЕ  
Р ~ В *  — А й  *

Эффективность использования апри
орной оценки у  при ее объединении 
с текущей х  в этом случае целесо
образно оценивать уменьшением ста
тистического значения коэффициента 
вариации:

где

Ч - Г
При объединении несмещенных оце

нок х и  у,  соответствующих случаю 
полного подобия, решение задачи рег
рессии значительно упрощается
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В этом случае класс оценочных функ
ций ограничивается
2 =  г)х -Ь (1 — т]) у.

Значение т), обеспечивающее мини
мум квадратичной формы:

62 =  ^ у  ^ ]* І+  (1— т|)Уі — 

можно найти по формуле
k

i= i
Пример 6. Используя статистические 

данные табл. 1, можно с помощью (16) 
получить формулу для объединения 
оценок.

Подставив данные табл. Г в формулу
(16), получим
т] да 0,35.
Тогда

г =  0,35 Т  +  0.65Г.
Процедуры обучения для выработки 

правила объединения оценок показа
телей надежности могут быть эффек
тивны только в результате детального 
инженерного анализа статистических 
материалов. Успех обучения прежде 
всего зависит от того, насколько устой
чива статистическая зависимость между 
показателями надежности изделий и 
аналогов.

Для этого необходимо подобие из
делий, данные по которым исполь
зуются для обучения.

Очевидно, понятие подобия изделий 
условно. Для обучения можно ис
пользовать более широкие классы из
делий. Однако в этом случае статисти
ческая зависимость между показате
лями надежности и их оценками ста
новится менее устойчивой и эффектив
ность обучения уменьшается. Для по
вышения эффекта обучения рекомен
дуется по возможности ограничивать 
класс изделий, используемых для обу

чения, более узкими признаками. Од
нако этот класс должен быть таким, 
чтобы применяемая для обучения вы
борка содержала данные не менеё чем 
по 20—30 изделиям.

Необходимо помнить, что общие 
свойства изделий и их оценок, обеспе
чивающих их подобие и в связи с этим 
возможность обучения, должны распро
страняться на изделия, для оценки на
дежности которых выводятся расчет
ные формулы. Без выполнения этого 
условия прогнозирование полученных 
выводов в область неизвестных пока
зателей надежности было бы неправо
мерным.

7. УНИФИЦИРОВАННОЕ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ,
ВСТРЕЧАЮЩИХСЯ 
В ЗАДАЧАХ НАДЕЖНОСТИ,
В ВИДЕ СЕМЕЙСТВ 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА

Семейство распределений экспо
ненциального типа в однопараметри
ческом случае имеет вид

f  (х , Ѳ) =  h (х) exp {А (Ѳ) U (x) +

+  V (Ѳ)}. (17)

Возможность представления плот
ности распределения случайной ве
личины в виде (17) является достаточ
ным условием того, чтобы распределе
ние обладало достаточной статистикой.

Если x lt ..., хп — н. о. р. с. в., 
имеющие плотность распределения (17), 
то достаточной статистикой будет

Т  (лі* » х п) =  U (л-і)-
і=і

Таким образом, если Выполняется (17), 
то существует достаточная статистика 
для параметра Ѳ, с помощью которой 
может быть построена единственная 
функция от этой статистики, являю
щаяся МГД-оценкой.

Семейству (17) принадлежат все ос
новные распределения, встречающиеся 
в теории и практике надежности.
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Нормальный закон N (Ѳ, ст2) (а2 
известно):

В случае, если хл, ..., хп — н. о. р. 
с. в. из е (Т), то

f  (*, Ѳ) -

= т Ь е х р Ь

( * - Ѳ ) 2
2а2 п In Т

Плотность совместного распределе
ния п случайных величин, взятых из 
нормального закона, имеет вид
/  (■*!> » -̂ п» в) =  Л (Х̂ , , Х п) X

X ехр Ѳ
а®

лѲ2 
2о2 *

В случае неизвестного а2 нормальное 
распределение принадлежит двухцара- 
метрическому экспоненциальному 
типу.

Обычно нормальный закон исполь
зуют для описания случайных вели-, 
чин, если плотность их распределения 
имеет одновершинный симметричный 
вид.

Логарифмически нормальный закон 
1п N (а, о3) (о2 — известно); ■

/(* , а) =
1

ха V  2л
ехр (Іпх — а)2 ) 

2а2 J

Экспоненциальный закон наиболее 
широко применяется в задачах надеж
ности благодаря своей простоте. Он 
достаточно хорошо описывает реаль
ные ситуации, например, такие, когда 
отказом является превышение слу
чайной стационарной нагрузки не
которого допустимого уровня.

Другим примером случайной вели
чины, имеющей экспоненциальный за
кон распределения, является время до 
первого отказа устройства, состоящего 
из большого числа элементов.

Гамма-распределение Г (7\ р) (р — 
известно):

I (X, Я) — г  (Р) е~Хх р > 0.

Более удобной является запись 
гамма-распределения с использова
нием иной параметризации:

/(* .

=  h (х) ехр J —=- In х — 2а2 =  h (х) ехр {-----х  — р In Г j
Плотность совместного распределе

ния н. о. р. с. в., общее распределение 
которых логарифмически нормальное, 
имеет вид
/  (Хт, хп , а )  =  Н{х1, хп) х

В случае, когда хх, . . . , х п —

н. о. р .с . в., имеющие гамма-распреде
ление, совместная плотность
/(* ! ,  , хп, Т) — И(хх, хп) X

X ехр
а
а 2 In Хі — па2 

2а 2“ *

Экспоненциальный закон е (Т): 
1

1 т х
/{*, Л  =  -

X ехр j-----Ip- £  Хі — пр In 7 j  .

Распределение Вейбулла W (а, Р) (Р ~  
известно):

I (х, а) =  - | -  ехр [ -  4 }  =  

=  h (х) ехр хР +  In - i - j  .
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2. Основные характеристики законов распределения

Распределение Обозначение Неизвестный
параметр А (Ѳ) и  (х)

Нормальное N  (Ѳѵ а 2) ѳ
ѳ
о2 X

Логарифмически нор
мальное Іп N (а, а 2) а а

а 2
Іп (х)

Экспоненциальное е(Т) Т 1
Т

X

Г амма-распределенне г  (Г, р) т Р
Т

X
~р

Вейбулла V  (а, Р) а 1
а

х*

Пуассона Р(Х) к і Іп Ы X
~ г

Биномиальное Ве (р, АО Р N Іп Р1 — р
х/ЛГ

Распределение 1ЧѲ) Е і*\
А4 
¿Ѳ

АѴ
АѲ

Нормальное ѳ2 Ѳ 1 ѳ
2а2 а 2 а 2

Логарифмически нор
мальное

а
2а2

(*+ ^ ) 1
а 2

а
* а 2

Экспоненциальное —Іп Т т 1
Т1*

1
— Т

Г амма-распределение —р Іп Т рт Р
у'З

Р
т

Вейбулла Іп —  а
а ' %  (і +  і/р) 1

а 2
I
а

Пуассона —и и /А — і

Биномиальное N  Іп (1 — р) р " М Р (1 -  р)
N

1 — р
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Совместная плотность распределе
ния п независимых случайных вели
чин х1? хп:
Ц х г, хп , а) =  А (*и , хп) х

X ехр л in —  а

Распределение Вейбулла и гамма- 
распределение получили широкое рас
пространение в теории надежности 
для описания времени до разрушения 
изделия в ситуации с явно выражен
ным процессом накопления поврежде
ний.

Рассмотрим еще два распределения 
дискретных случайных величин, ко
торые также принадлежат экспонен
циальному семейству.

Распределение Пуассона Р (А,):

fix, X) № )* р- и
гі

=  h(x)  exp {х In kt — M) .
Распределение Пуассона хорошо опи

сывает количество отказов, возникаю
щих в течение заданного интервала 
времени, сложного технического уст
ройства, содержащего много элемен
тов, при условии, что эффекта старе
ния всего устройства в целом не наб
людается.

Биномиальное распределение Be (р):

В табл. 2 представлены данные, под
тверждающие выполнение этого ус
ловия. Выполнение этого условия поз
воляет получить ОМП по объединен
ным выборкам в общем виде и исследо
вать их общие свойства.

Приведенные распределения содер
жат по одному неизвестному пара
метру. В задачах объединения несколь
ких выборок существуют ¿-параметри
ческие семейства экспоненциального 
типа:
/(* . Ѳх, =

= -A (* )e x p jE  bjVj  (*) +  
l/= i

+  V (0lt Ѳ|і) | .

В случае, если хх, х п (п >  к) — 
н. о. р. с. в., имеющие ¿-параметриче
скую плотность, тогда совместное рас
пределение выборки
f (*!» Хп , 0^, 6&) =

п
— П А  (**) ехр 

i=l

к

2
/=1

tojUj (хг) -f-

+  п Ѵ ф ,  flfe) .

В этом случае минимальной доста
точной статистикой является вектор

f i x , p) =  CxNpx { \ - p ) N- x =  

=  Л (я) ехр in - х +

+  Л М п (1 -р )1 .

Этим распределением пользуются для 
описания количества отказавших из
делий за заданное время из поставлен
ных на испытания N изделий.

Для объединения данных важен тот 
факт, что для рассмотренных распре
делений справедливо выполнение сле
дующего условия:

dV а dA 
¿0 "  W dQ *

(18)

\ 1=1 (=1 /

8. СБАЛАНСИРОВАННОЕ 
ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
НА ОСНОВЕ ОБЪЕДИНЕНИЯ 
ДВУХ ВЫБОРОК

Рассмотрим ситуацию, когда имеются 
две выборки, являющиеся реализа
циями случайных величин, принадле
жащих двум законам распределения:
хІУ. . . , х п Ѳі);
Уі.......Утп~ І ІУ* ■

Если две группы изделий не имеют 
общей основы, то между параметрами 0! 
и Ѳ2 отсутствует функциональная связь.
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В этом случае логарифм функции 
правдоподобия

п
In L (Ѳ1( Ѳ2) =  2  In f (x i ,

i= l
©i> +

т
+  2  1п/ (Уі, Ѳ2)

1=1
распадается на два слагаемых, каждый 
из которых зависит только от одного 
из параметров. Поэтому значения Ѳ| 
и Ѳ*, при которых имеет место макси
мум функции правдоподобия, совпа
дают со значениями параметров 0! 
и 02, найденных из условия макси
мума каждой функции правдоподобия 
в отдельности. В этом случае пере
качки информации от одной выборки 
к другой быть не может. Если изделия 
двух групп подобны, то параметры Ѳі 
и Ѳ8 связаны между собой функцио
нальной зависимостью

в , =  я> <Ѳ0- (19)
Логарифм функции правдоподобия 

в этом случае может быть представлен 
в виде функции одного параметра
*  (Ѳі0г) =  Ь (Ѳх, ф (Ѳі))
и задача оценивания параметра Ѳх 
по двум независимым выборкам сво
дится к оцениванию этого параметра 
по одной совместной выборке хг,

У і» Угп‘
В соответствии с методом максималь

ного правдоподобия значения Ѳі, мак
симизирующее і?  (ѲХѲ2), при условии, 
что отсутствует краевой максимум 
в граничных точках области измене
ния 0!, находится решением уравне
ния правдоподобия, имеющего вид:

1 ¿/ ■ 1 ¿м ф  п
/(Ѳі) ¿Ѳі /(Ѳі) ¿Ѳ2 ¿Ѳі

ОМП, получаемая при наличии связи 
типа (19), называется сбалансирован
ной. Такая оценка при выполнении 
достаточно общих условий обладает 
всеми достоинствами, присущими всем 
ОМП.

Более конструктивные результаты 
могут быть получены, если перейти 
к распределениям экспоненциального 
типа. Совместное распределение двух

выборок объемов п и т ,  взятых из 
распределений экспоненциального типа 
с разными ©1 и 02:

f  (̂ т* xnt » Ут, ©1» ©а) =
Н  (*i> хп , уI, , y m) X

X exp 2
l t= i

m
+  ^ 2  (©2) Ui (Уі) ~Ь flV\ (0l) -f-

t ' = l

+  тѴ2 (©г)|

при замене Ѳ2 на 0! в общем случае уже 
це принадлежит семейству экспонен
циального типа с одним параметром:
/  {хІУ хп, у1, у п^  0Х) =

~  Н (х1* хПу Уі> > Ут) X

X ехрМ і(Ѳ і) 2  *М *і) +
I /=1

т
4 “ ^г(ф(©і)) 2  ^а(Уі)Ч~

І=1

+  пѴі (Ѳі) +  тѴ% (ф (Ѳі))1.

ОМП в этом случае является решением 
уравнения

¿Лі (0і) 
¿Ѳі 2  UI  <*,) +

1=1

+
¿ і42 (Ѳ2) ¿ф

m

¿0,
(=1

(Уі) 4-

4- n
dV 1 (©0

¿Ѳі
_L _  dV2 (©2> ¿ф 
^  ¿02 ¿0! =  0.

Для задач надежности интерес пред
ставляет случай, когда объединяемые 
выборки принадлежат распределе
ниям экспоненциального типа, ко
торые удовлетворяют условию (18),
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3. Расчетные формулы для объединения двух выборок

Распре
деление

Отноше
ние ѵ

Достаточная
статистика

Количество
информации о м п

Л/ (Ѳ, 
о2)

а?
о\

£  * , -і-
і=1

ч т
+  *1 ' ,  Е й°г і= і

~  +  д 2—о? +  Ц а\
£  **• +  м ° і £  «/» 
¿=1 1=1

Л0‘£ +  |12/П0^

Іп N (р , 
о 2)

о\

л

£  ,п  хі +
»=і

2 т
н - р - ^ г  £  1п «/і

°2 І =  1

0? ^  о і

п т
0 |  2  ІП Хі +  р0? 2  ,п Уі 

1=1 1=1 
Л0* +  /л 2т 0 ^

е(Т) I

Р 2

п т
£  ** +  —  £  у* 
1=1 Р  ¿=1

л . т  
7 2 + Р  Т і

п т

р  £  +  £  уі
і = і »=і

^  (л  +  т )

Г (Т, р) 1 Рі 
Р 2 Рі

V  1
£  хі +  т г~  х  

■ ¿= і р

*  £  й *

„ Рі _і_
7 ?  +

+  Р 2 т * ^ | -

л т

Р ір  £  *? +  £  
і = і і= і
Р  (р хл +  т р 2)

ХУ (а, Р) 1

Р2 й * + т й *

л  , т  
а |  ^  ^  а |

V- Е * Г  +  Е » ?
*=1 і= і

Р  (п +  т )

Р ( Ц 1 / а 

Р ІІ
х  +  у

Н
** 1 *а и 2 
Л1 +  Ха И / і  - |-  р7а
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Уравнение максимального правдо
подобия принимает вид

йАх (0!)
' і — і

+

¿0!

<М2 (Ѳ2) ¿ф

2  и 1 (хі) - п в 1 +

м .
\

— т Ф (Ѳі) |  =  О- 

Обозначим

Т(Ѳ і. В2)
І А г (Ѳ2) / і А х (Ѳ,)

¿00 ¿0!

Тогда уравнение максимального 
правдоподобия запишется в виде 

п

2  ^1 (* і)  +  V (Ѳ> Ф (Ѳі)) X
і= і

л

X ^  Ѵ г ( У і )  —  лѲі —
і =  1

~ І 0 І т у ^ * 1' <Ѳ1 » ф (ѳх> =  °-

Выражение

Т  («і, *п. Уі. , Ут) =
п т

=  2  ^ і ( ^ )  +  мѵ(и) 2  *м у і )
і—і і= і

является достаточной статистикой для 
объединенной выборки. Полученная 
формула обобщает известные формулы 
объединения двух выборок для не
которых распределений, например для 
нормального. Действительно, в слу
чае нормального закона в предполо
жении, что Ѳі --  Ѳ2 (р — 1), получим
п _  пх +  ушу 

1 п~\- ту ’

где х  и у — выборочные средние по 
каждой выборке; у  — не зависит
от р.

Дисперсия оценки (20) равна мини
мальной границе, т. е. обратно про
порциональна количеству информа
ции, содержащейся в обеих выборках 
относительно 0!- Расчетные формулы 
для оценивания показателей надеж
ности по двум выборкам сведены 
в табл. 3.

Для большого класса распределе
ний, в том числе для распределений, 
использующихся в задачах надежности, 
справедливо соотношение

V (Ѳі» 02) = 7  •

9. ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
НА ОСНОВЕ ОБЪЕДИНЕНИЯ 
ДВУХ ВЫБОРОК 
ПРИ НАЛИЧИИ 
МЕШАЮЩЕГО ПАРАМЕТРА

Аналитические выражения для оцен
ки параметра 0! могут быть получены 
лишь для достаточно простых функ
ций ф (■).

Пусть Ѳ2 =  ц©!- Тогда решение 
уравнения максимального правдо
подобия, которое становится линейным 
относительно неизвестного параметра, 
имеет простой вид 

п т
2  ^ і (хі ) + т (р ) р  2  и і(Уі) —
І=1 1=1

— (п +  гор2? (р)) 0! — 0.
Отсюда

2  и і (**) +  V (Р) Р 2  и а (У*)
п ________________ і=і

1 п 4- тц*у (р)
(20)

Рассмотрим типовую задачу объеди
нения данных испытаний двух групп 
подобных изделий. В этом случае хх> ... 
.... х п — н. о. р. с. в. из распределе
ния /  (х, . . . , у т — н. о. р. с. в.
из распределения /  (у, Ѳ2).

При этом
Ѳ2 =  Ф (Ѳі) +  6, (21)
где ф (-) — известная однозначная 
функция; |  — неопределенный пара
метр, заданный областью существо
вания;

I € <с„ С*). (22)
Такая модель имеет место, когда 

формула приведения является неточ
ной, и ошибкой в соотношении между 
параметрами нельзя пренебречь.
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Логарифм функции правдоподобия 
запишется в виде

циальными ОМП. 
в виде

L =  \п f  (хх, 

• Ут» ®г)-

*п, ѳі) +  In /  (ух,

(23)

21 (-*1» х п) —
=  arg rnax ln / (хь  

Ѳі

z2 (У2> Ут) ~

Запишем ОМП

Формулы (21) и (22) определяют об
ласть $1 на плоскости Ѳі , Ѳ2, которая 
в силу взаимной однозначности функ
ции ф ( )  является криволинейным 
коридором, ограниченным кривыми:

Ѳ2 =  ф (Ѳд) 4- Сі; (24)

Ѳ2 =  ер (Ѳх) 4  С2.

Плотности /  (хх, хп, Ѳх) и / («/і, 
. . . , у т, Ѳг) являются унимодальными 
функциями по и Ѳ2 соответственно.

В соответствии с методом макси
мального правдоподобия ОМП яв
ляются значения параметров, макси
мизирующие (23).

Максимальное значение функция 
принимает либо в точке, где первые 

йЬ йЬпроизводные и обращаются
СІ\)\ СЮ 2

в нуль, либо на одной из границ об
ласти.

Значения Ѳ2 и Ѳ2, являющиеся реше
нием системы:г

dL
гіѲі

dL_
d02

0;

0,

совпадают с корнями отдельно решае
мых уравнений:

d \ n f  (Xj, ■. - , Хц , Ѳі ) _n>
dQi ~  ° ’

d ln f  (yv  , ym, Ѳ,) n
¿8, -  ‘

=  arg шах ln f  {ylt , y m, Ѳ2). 
ö2

Найдем значения Ѳь  Ѳ2, при которых
(23) принимает условный максимум 
на границах, заданных уравнениями
(24) .

Сбалансированные с помощью (24) 
ОМП для параметра запишем в виде:
z(xi, хп, Уі, , у пг, Сі ) =
=  arg max [ln / (хь  xn , Ѳх) 4

0i
4  ln /  (уі, , ym, Ф(Ѳі)) +  Сі];

2 (x i> x n> Уl» » 0m> Сг)’“
=  arg шах [ln / (xj, xn , Ѳх) +

0i

4 - ln / ( 01, , Ут, ф (Ѳі)) +  С2].

Ввиду того, что плотность распре
деления — унимодальная функция, 
значение Ѳ, максимизирующее (23), 
находится из выражений:

*і (*lt *n),
если z2 (0x, , 0m) 4 - C i <
<ф(М*1> , x n ) X

^  z2 (01» » 0mj 4
z ( x  1, , xn ,
01» » 0m, Ql)»
если ф (Zi (xb  xn)) <

< ^22 (0 i » , Ут) 4
Zi (Jtj, . . . ,  Xn, 0i, ■ ■ ■> 0m»Ca), 
если ф (Zi (Xj, , xn)) >

>  z2 (01» » 0m) 4  ^ 2*

т. е. являются ОМП соответственно 
параметров 6Х и 02, полученных по 
выборкам х1у . . . , хп и 01, . . . , 0щ без 
ограничений на область существова
ния 01 и 0а. Эти оценки называют пар-

Качественный анализ выражения 
позволяет сделать некоторые ж общие 
выводы о поведении оценки Ѳі и ее 
с. к. о.:

Ѵ ( 1 )  =  Е{(Ѳ1 - Ѳ 1)*}.
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Прежде всего заметим, что при С2 — 
— Сг ->• 0 оценка стремится к Ѳ*:

Ѳ1 = М * Р  хп'У\ '  > Ут’' ° ) =

=  argmax {In / (*i, xn, Ѳх) +

+  ІП НУі, Ут, ф ( в і ) ) } .

При этом с. к.- о. принимает минималь
ное значение.

Увеличение разности А С2 — Сг 
симметрично относительно нуля при
водит к увеличению с. к. о., которое 
монотонно возрастает, асимптотически
приближаясь к значению с. к. о .- ^ - .
Это является следствием потери ин
формации, обусловленной наличием 
неопределенности. Даже в том слу
чае, когда фактически £ =  0, но иссле
дователь об этом не знает, с. к. о. 
превышает значение с. к. о. сбаланси
рованной оценки z ( x l t . . . , x n , y lt

Утпі 0).
Для практического применения ин

терес представляет случай, когда £ ^  
> 0 .

При этом оценочная формула при
нимает вид

М * і. . *ті).
если 22 (Уі, , Утп) >

2 (*1* *71’ Уі> » Утп)’

если Z2(yu Ут) <
< ф ( 2 і ( * 1 .  •••, *71»-.

выборкам может быть записано в 
виде

/ , ( в .  +  1 ) ^  +  / . ( а д  ^  =  °.

Для семейств распределений экспо
ненциального типа уравнение макси
мального правдоподобия принимает 
вид
п

£  и х (*,) +
»'=1

т
+  V (Оі» Ѳ2) и  г  ( У і )  —

і= 1
— лѲі — ту (Ѳь  Ѳ2)(Ѳ1 +  І ) = 0 .

Ниже даны примеры применения 
изложенного подхода к задачам объ
единения разнородных данных при 
оценке надежности.

Пример 7. Имеются две группы дан
ных, отвечающих результатам экс
плуатации технических систем в двух 
различных зонах. Исходные данные 
включают суммарную наработку 
и суммарное число отказов П] (/ =  
=  1; 2) для каждой группы данных. 
Количество отказов описывается за
коном Пуассона:

( I j t j f j  _ ѵ

Р =  ~~п7\—  6 ’ / =  1» 2-

Совместная функция правдоподо
бия в этом случае имеет вид

Ь (А,1( Я2) =

Конкретные формулы для инженер
ных расчетов в задачах объединения 
двух групп данных могут быть полу
чены при наличии информации о виде 
функции ф (•) и семейства распреде
лений I (х, Ѳ).
Пусть
Ѳ2 =  Ѳх +  I , | £ | <  А.

Эта модель отвечает случаю квази
подобия. В этом случае существует 
приближенное подобие. Степень приб
лижения характеризуется величи
ной А.

Уравнение максимального правдо
подобия для получения ОМП по двум

Поскольку данные получены в ре
зультате эксплуатации в различных 
климатических зонах, возможно не
большое отличие параметров надеж
ности.

С помощью экспертов устанавли
ваются границы £.

Таким образом предполагается, что

К  =  К  +  ё. 6 € (СіС2).
Парциальные ОМП в этом случае 

будут
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Сбалансированные ОМП находятся из 
условия максимума условной функции 
правдоподобия
£ (£і, кг 4- і)  =

и являются корнем квадратного урав
нения

и  Н-

+  £"‘п2 (Я2 И- і г _

— Л,"1 (^2 4- £)"2 (4  4- У  х
—(^'і-ЬёМг _  0̂

которое после очевидных преобразо
ваний принимает вид
П1 (^-1 +  £ )  +  ^ 2 ^ 1  ^1  ( ^ і  И -  £ )  ( ¿ і  ~І"

+  ¿2) ~  0.
Отсюда Ях есть положительный корень 
квадратного уравнения:

*■? ((1 +  12) ~  *1 [(” і +  П2> —

- | ( ‘ і +  <2) ] - Я і5 =  0-
Обозначим положительный корень 

этого уравнения к* (£).
Отметим, что

вочной партии, выполненных по оди
наковой конструкторской докумен
тации и близкой технологии, представ
лены двумя группами данных, кото
рые, предполагается, принадлежат нор
мальному закону. Модель неоднород
ной выборки имеет вид

хѵ лг„ — Л/ (Ѳ,, о^);

Уі' У т ~ Ы {?V а1)>

о'{ и а\ — известны.
Общность конструкторской доку

ментации и близость технологии дают 
основание полагать, что параметры Ѳх 
и Ѳ2, характеризующие средний ре
сурс каждой партии, мало различаются 
между сдбой. Путем анализа установ
лены возможные границы этого раз
личия:

|Ѳ2 — Ѳ х К С .

Запишем это ограничение в более 
удобном и общем виде
е2 = 0х + 6,
где £ € (Сх, С2).

к* (0) = П1 +  П2 
Ь +  іІ '

Теперь оценочная формула для пара
метра £х принимает вид

( пі Пі
если -7—

‘і +

4-С і Л і  <г 
¿2 ^

Лі.
і1

н- с2.

к* (Сх), если - г -  <  
‘ 2

< - ^ -  +  Сх;
гі

к* (С2), если ~ >Го

Парциальные ОМП равны выбороч
ным средним соответствующих выбо
рок:

Сбалансированная ОМП находится 
из условия минимума квадратичной 
формы:

5 =
хі — лѲх

2

по\ +

> ГН
¿1

+  С2.

Пример 8. Ресурсные испытания 
опытных образцов и изделий устано- +

" т
£  уі

1 2
- т ф  14- £) 

то\



180 Методы объединения результатов испытаний подобных изделий

и является корнем уравнения

<181 ск

[(? 1*'і~ т<Ѳі+5)]
о | 0,

которое после очевидных преобразо
ваний принимает вид

п
0! [п о | -Ь то ?] — 2  —

¿=1
т

—  £
і—1

Отсюда сбалансированная ОМП

в ; (Б) =  аОц +  О - а ) ^ , -

- 1 0 - « ) .
где

а  =
па?

т а |  +  па?

Теперь оценочная формула для пара
метра 0! принимает вид

ІѲю. если От -\- Сх ^  ©20 ^
^  010 “Ь

| ѲГ(С]), если Ѳ20< Ѳ 2о +  С1;
I Ѳ? (С2), если Ѳ2о > Ѳ ю  +  С«.

Ѳі =

щих испытаниям в различающихся 
условиях, будут У, п и М, т (7Ѵ, М  — 
число испытывающихся изделий каж
дой группы, п, т — число положи
тельных исходов).

В соответствии с биномиальной схе
мой

Р (п) =  С % ^ ( \ - р ) ы~ п.

Условие квазнподобия можно за
писать в виде
Рг =  Рі £, £ С (£і. Сг)-

Для оценивания рг строится сов
местная функция правдоподобия

1 (Рѵ Рг) =  Ар" 0  — Р і)* - " X

X р ?  ( I - р 2) м - ' п.

Парциальные ОМП

Ріо —
п
N

т
лГ*

Сбалансированная оценка пара
метра Рх находится из условия мини
мума функции правдоподобия с уче
том связи рг и Рх-

і ( р . )  =  і4 р ? і ( і - Р і ) А,-"(Р і +  Е)т X

х  (1 - ( Р і  +  £>)М—т

Пример 9. Испытываются на безот
казность две группы изделий, изго
товленных в разные интервалы вре
мени. Небольшие изменения в техно
логии, которые произошли за период 
между этими интервалами, позволяют 
считать, что параметры безотказности 
могли претерпеть некоторые измене
ния. Однако экспертным анализом 
устанавливается, что такие изменения 
не могут сильно изменить надежность, 
по крайней мере, превысить некоторую 
величину.

В случае биномиальной схемы испы
таний две группы данных, отвечаю-

Значение р1г минимизирующее ус
ловную функцию правдоподобия, яв
ляется корнем уравнения

п р ? - '  (і — Рі)Л,_п (рі +  | ) га х

х  (і — (р, +  | ) ) м - т  -  р? <лг -  п) х

х ( і  - р 1)л,- ' - , (р , +  ? ) '" х

X (1 -  (Р, +  ?))м- т  +

+  р 7 ( і - р 1) л,- ' , т ( р 1 +  | ) га- 1 х

X (1 — (Рі +  ?))м —т  —

-  РІ (1 -  Р і)" - " (Рі +  ?)т  (М - т )  X

X [1 -  (р, +  І ) ) « - " - 1 =  0.
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4. Расчетные формулы для объединения двух выборок 
при наличии информации о параметрах типа неравенств

Распределение Информация 
о параметрах Расчетная формула

N (Ѳ, а2) Ѳ і> Ѳ 2
х, если х  ^  у;

Ѳі — а^пх +  <з'\ту
1 п о Ц - т о ?  • если * <  У

1п (р, а2) Рі >  И-2
1п х, если х  ^  у ;

М-1 =  1п х с^ 1п у
1 п а і + т & і  - е с л и х < ! /

е(Т) Т 1 > т 1 Тг =
к

х,  если х  ^  у ;
пх Н- ту .

. , если х <і у п - \ - т  у

Г (Т, р ) Т і > т г

[ *1 , если р2* >  Рі^;

1 пх +  ту
1 пР і + т р г ’ если Р * < Р і«

V  (а, Р) а 1 ^  а 2

х&, если х&1 ^  у&*;

”  ~  * пх^1 ту$г
1 п + т  ’ если К< У

Р(1) *̂1 ^  ^2 к  =
’ х!іІУ если хИу ^  у !/2'» 

х +  у
і +  і ’ еСЛИ Х"1<.У(*2

Ве (Р, М) Рі >  Ръ
1 А/ , если хШ г ^  у/Ы2\ 

р = ! 1

|  > если х Ш ! < у Ш я
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Полученное уравнение можно упро
стить:
л(1  - Р О  (Рі +  5) (1 -  </>,+ 5 ) ) -  
- Р і (р і -  Я) (Л  +  5) ( і - ( л  +  І)) +  
+  Рі (I — Рі) т (1 — (/>[ +  5)1 +
+  / > ! ( ' -  Рі) (Рі +  і ) ( М - т )  =  0.

Положительный корень р\  (£) этого 
кубического уравнения в аналитиче
ском виде имеет весьма громоздкое 
представление. Поэтому здесь он не 
приводится. Приведем только его зна
чение при £ — 0:

Р І ( 0 )=
/і -{- т

лГ+лГ*
Оценочная функция представляется 

в виде
п
N если п

Т Г  +  С1 <
т

Ж
<с

+  С2;

Рі (С,), если +  Сі;

* /п  . т п , пРі (С*), если >  -у - +  С2.
ч

Аналогичным образом могут быть 
получены оценочные функции и для 
других ситуаций такого типа, встре
чающихся в задачах оценивания на
дежности.

В табл. 4 приведены основные-рас
четные формулы для объединения двух 
выборок при наличии информации 
о параметрах типа неравенств.

10. РЕКУРРЕНТНЫЕ АЛГОРИТМЫ 
ДЛЯ ОЦЕНИВАНИЯ 
ПАРАМЕТРОВ
НА ОСНОВЕ ОБЪЕДИНЕНИЯ 
к ВЫБОРОК

Практические ситуации обычно при
водят к задачам объединения £ выбо
рок.

Пусть
(1)1 * а*);
(*)1 » °к)-

Задача состоит в оценивании пара
метра с использованием всей рас
слоенной выборки (25) в качестве ис
ходных данных.

Если выборки взяты из распределе
ний экспоненциального типа с пара
метрами Qj и Ѳ1( связанными зависи
мостью
Ѳ; =  Н А , (26)

то уравнение максимального правдо
подобия принимает вид

£ ѵ а [ е М 4 ,>)1 =
/= і Ь і= і J

=  [ | Е  Я /І-ф /)]  Ѳ1-

Отсюда ОМП

к
£  п/^/Ѵ/

/ = і

или. с использованием обозначения

к
2  (*)

к
£  Я/К/7/

/ = 1

Достаточной статистикой для неиз
вестного параметра в этом случае яв
ляется

хп $ )  а  ]£  У}^зпі ^ і  (*)' 
/=1
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Нетрудно вычислить количество ин
формации, содержащейся в объединен
ной выборке:

/(* » > , .... *<*>) =

Приведенные результаты позво
ляют получить расчетные формулы 
для объединения данных, взятых из 
различных генеральных совокупно
стей, если существует линейная связь 
между неизвестными параметрами. Бо
лее удобным для проведения практиче
ских расчетов является рекуррентная 
форма поэтапного объединения Данных.

С этой целью объединенная, оцен
ка г [п] представляется как линейная 
комбинация парциальных оценок:

Обозначив

2 [” - ! ] =  -і а іп  *1 +1 ссп

получим
г[п] =  г[п-~  1] — а п [г[п— 1] + х п].

Используя приведенное преобразо
вание, выражение (27) представляется 
в рекуррентном виде
Ѳі [к] =  Ѳі [к — 1| — а А [Ѳх [к— 1] —

—
где

а А -_____

£  пі\ЧЧі 
/ = і

г [п] =  -)-•*- +  & п -1х п -1 +  а пх п >
(27)

где а 1г ..., а п удовлетворяют условию
а 1 Ч-------1- а п_! +  <хп =  1.
Тогда справедливо следующее соот
ношение:

г[п] =  ( 1 — а п) ( а і
. 1 &п

+  1 ---«п П--і^  +  а

Причем
9

«71-1

а п

В частном случае п- =  л1; у .  =
Р7 =  1, коэффициенты 

1
“ А =  Т Г ’
и рекуррентное соотношение для по
этапного оценивания показателя на
дежности принимает вид

в,  [й] =  Ѳ, [й — 1 ] ----- [ й - 1 ]  _

- и к (*))•
Объединение к групп данных в зада

чах с мешающим параметром, задан
ным областью существования, приводит 
к задачам нелинейного программиро
вания.



Глава 8. Байесовские методы
объединения априорной информации 
и экспериментальных данных при оценке 
надежности невосстанавливаемых 
объектов

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

В процессе оценивания надежности 
ряда технических объектов разработ
чик располагает информацией об ис
следуемом показателе надежности еще 
до начала испытаний вследствие тоГо, 
что разработка объекта осуществлялась 
в условиях стабильного производства, 
обеспечивающего возможность досто
верного прогнозирования поведения 

ѵ параметров объекта; существует боль
шой накопленный опыт создания тех
нических систем, являющихся для 
проектируемого объекта прототипами 
(аналогами); имеются теоретические 
модели прогнозирования характеристик 
надежности объекта исходя из надеж
ности входящих в него элементов или 
математических моделей работоспособ
ности .

Информацию, имеющуюся до начала 
испытаний, называют априорной. Эта 
информация может быть представлена 
укрупненно в виде совокупностей вы
борок результатов независимых испы
таний изделий-аналогов или агрегиро
ванных показателей типа оценбк чис
ловых характеристик и априорных 
распределения.

Задача заключается в том, чтобы, 
объединяя априорную информацию /0 
и экспериментальные данные / э, по
лучить оценки выбранного показателя 
надежности Я. В качестве показателя 
в дальнейшем используются вероят
ность безотказной работы Р, интенсив
ность отказа к, средняя наработка 
на отказ Т . Существуют две фор
мы представления оценок надеж
ности:

совокупность точечной оценки Я 
и среднего квадратического отклоне
ния

доверительный интервал [Я, Я ]д 
при заданной доверительной вероят
ности <7.

Для ряда показателей надежности 
принято ограничиваться односторон
ним доверительным интервалом. В ча
стности, для вероятности безотказной 
работы Р используется нижняя довери
тельная граница Рд, а для постоянной 
интенсивности отказа — верхняя дове
рительная граница кд.

1. ОБЩАЯ СХЕМА 
И РАЗНОВИДНОСТИ ЗАДАЧ 
БАЙЕСОВСКОГО ОЦЕНИВАНИЯ 
ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАДЕЖНОСТИ

Исходной информацией для байе
совского оценивания являются: рас
пределение вероятностей основной слу
чайной величины, характеризующей 
надежность объекта (например, функ
ция распределения наработки на от
каз Я (/; Ѳ)); априорное распределе
ние /і (Ѳ) вектора параметров Ѳ, одно
значно определяющих показатель на
дежности Я в виде функции Я =  Я (Ѳ);
функция потерь Ь (Я, Я), которая сим
волизирует потери, связанные с ' за
меной истинного показателя надеж- 
ности его оценкой Я; план испыта
ний П, предписывающий способ полу
чения экспериментальных данных / э.

На рис. 1 изображена общая схема 
получения байесовских оценок для 
случая непрерывных априорных рас
пределений. Порядок получения оце
нок следующий:

Э т а п  1. Составление функции 
правдоподобия / ( Ѳ |/ э); для этого ис
пользуются результаты испытаний / э,
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Байесовский доверительный 
интервал для показателя

надежности [R,Rjg

Точечная оценка 
показателя на
дежности R*

Рис. 1. Общая схема байесовского оценивания показателя надежности

полученные по определенному плану П, 
н распределение основной случайной 
величины.

Э т а п  2. Построение апостериор
ного распределения Л (Ѳ| / 0, / э); для 
этого используется формула Байеса:

М Ѳ | / „ ,  / э і )
МѲ I/о) / (Ѳ I/а)

[ м ѳ | / 0) / ( Ѳ | / эм ѳ ’

где Ѳ _— область изменения пара
метра Ѳ.

Э т а п  3. Получение байесовских 
оценок; байесовский доверительный 
интервал определяется условием

и среди всех оценок R  выбирают ту, 
которая минимизирует функцию G (R):

R* ~  arg min G (R).
Я £[0. l]

Если в качестве функции потерь выб
рана квадратичная функция вида
L (R , R (Ѳ)) = ( R — R (Ѳ))2, то байе
совская оценка R* определяется в виде 
апостериорного среднего:

| я ( Ѳ ) і ( Ѳ | / э) Л ( Ѳ |/0)<ІѲ

J I (Ѳ I/э) ft (ѲI/о) <ІѲ
Ѳ

(4)

или

} А (б | / 0, 1 , ) М  =  ч; (2)

для нахождения точечной оценки R* 
записывают функцию апостериорного 
риска:

о ( ё ) = [ I (я, я (в» л (ё | /э) <ю,
ё

Для вероятности безотказной ра
боты Р в качестве оценки часто исполь
зуется нижняя доверительная гра
ница Pq, определяемая соотношением
Р {Р (0) >_РЯ} =  q.

Пример 1. Наработка объекта на от
каз подчиняется экспоненциальному 
распределению с плотностью /  (t; Я) =
=  Я ехр (—Я*), Я 0, / ^  0; в ка
честве априорного распределения выб
рано гамма-распределение с плот
ностью

л (>.I / „ > = j r L - p®^_

(3) 6 > 0 ,  p > 0 . (5)
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Параметры 6 и р считаются извест
ными; функция потерь — квадратич
ная Ь (/?, / ? ) = ( /?  — Я)2; план испы
таний — [Л/, і/, Т]. Необходимо найти 
оценки интенсивности отказов X.

Р е ш е н и е .  1) Запишем функцию 
правдоподобия:

4 N-<1
і (А, | / э) =  П  Хе П  =

=  / Л  - я*, (6)
где ^  — моменты отказов; й — число 
отказов; и =  ^Н------ Ь ^  +  (N— 6) Т

2) Подставив (5) и (6) в формулу 
Байеса (1), получим апостериорную 
плотность

Л (X | / 0, (Р +  х)*4 "* 
э'  Г (6  +  1І) X

х  (7)

Полученное выражение является 
гамма-плотностью.

3) Определим верхнюю доверитель
ную границу интенсивности отказов
По определению Я {Я ^  кд] =  ц. Так 
как апостериорное распределение яв
ляется гамма-распределением, то пре
образование г — 2Х (р +  и) приводит 
к хи-квадрат распределению с 2 (6 +  гі) 
степенями свободы. Отсюда Я |2Х(р-Ь
+  х ) 2 (б+<*)1 =  Ъ  г д е 4  2 ( 6 + 4 ) -  
квантиль указанного распределения 
хи-квадрат вероятности ц. Оконча
тельно

ѵ2Хд; 2(6+4)
2(р +  х)

Определим теперь точечную оценку
X* Для квадратичной функции по
терь минимум апостериорного риска б  
достигается в точке апостериорного 
среднего оцениваемого параметра, т. е.

ао

*• =  |  « И М / . ,  =
о

апостериорное среднее квадратическое 
отклонение, которое может служить 
характеристикой точности оценки X*,

определяется с помощью дисперсии 
гамма-распределенной случайной ве
личины:

^  “Ь 6/(р -Ь х).

Рассмотренный пример носит част
ный характер. Общая байесовская 
процедура имеет большое число раз
новидностей:

параметрическое байесовское оце
нивание, при котором задано пара
метрическое семейство для распреде
ления основной случайной величины;

непараметрическое байесовское оце
нивание, при котором распределение 
основной случайной величины счи
тается неизвестным, в некоторых слу
чаях можно считать, что оно принад
лежит некоторому классу распреде
лений;

полная априорная определенность, 
когда плотность априорного распре
деления Л (Ѳ) задана полностью;

частичная априорная определен
ность, когда задано лишь конечное 
количество ограничений, накладывае
мых на функционалы от априорной 
плотности;

эмпирическое байесовское оценива
ние, при котором априорное распре
деление полностью неизвестно.

Интерпретации априорных распре
делений. На практике наиболее рас
пространены следующие три интер
претации априорных распределений: 
частотная, рациональные представле
ния об априорных распределениях 
в условиях неопределенности и субъек
тивная интерпретация априорных рас
пределений.

Частотная интерпретация воз
можна лишь в том случае, когда зна
чение параметра порождается устой
чивым реальным случайным механиз
мом, свойства которого известны либо 
могут быть получены посредством ана
лиза соответствующих данных. В том 
случае, когда количество ранее полу
ченных данных велико, построенные 
на их основе априорные распределения 
достаточно достоверны. В противном 
случае следует учитывать ошибки, воз
никающие при оценке априорных рас
пределений. Это снижает практическую 
ценность частотной интерпретации, так 
как далеко не всегда разработчик рас-
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полагает многочисленными данными 
предшествующих наблюдений для на
дежной интерпретации априорного 
распределения.

Рациональная интерпретация ап
риорных распределений используется 
в случаях полного отсутствия априор
ных данных и частичной (незначитель
ной) информации о параметрах. В пер
вом случае используются распреде
ления, представляющие отсутствие ин
формации и являющиеся инвариант
ными относительно алгебраических 
преобразований. В частности, если 
параметр Ѳ может принимать значе
ния из (—оо, оо), то его априорное 
распределение полагается равномер
ным на (—оо, оо). Если Ѳ £ [0, оо), 
то /і (Ѳ) ~  1/Ѳ. Такие априорные рас
пределения называются несобствен
ными (или неинформативными). Во 
втором случае может быть задан лишь 
промежуток априорной неопределен
ности [Ѳ', Ѳ*І, причем значениями О' 
и Ѳ" ограничивается вся априорная 
информация. Тогда в качестве априор
ного используется равномерное рас
пределение на указанном промежутке.

Субъективная интерпретация ап
риорного распределения использует 
лишь неформальный опыт разработ
чика (или группы экспертов), в соот
ветствии с которым назначаются веро 
ятности определенных событий, яв
ляющиеся основой для построения ап
риорного распределения. Например, 
пусть в качестве априорного распре
деления параметра Ѳ используется 
однопараметрическая плотность Л (Ѳ; 
а). Указав субъективную вероят
ность рх события Р {Ѳ >  при 
фиксированном сІх, получим уравне
ние для определения а .

2. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ 
БАЙЕСОВСКИЕ ОЦЕНКИ

Процедуры получения параметриче
ских байесовских оценок полностью 
следуют общей схеме. Отличия кон
кретных расчетных соотношений оп
ределяются используемыми параме
трическими семействами. Для всех 
байесовских оценок выбрана квадра
тичная функция потерь, вследствие 
чего точечная оценка определяется 
как апостериорное среднее (математи

ческое ожидание) показателя надеж-
ности /?* В качестве характеристики 
точности используется апостериорное! 
среднее квадратическое отклонение
В теории байесовского оценивания наи
большее применение находят сопря
женные априорные распределения, 
плотность которых по виду совпадает 
с точностью до постоянного множи
теля с функцией правдоподобия. Ниже 
приводятся байесовские оценки пока
зателей надежности для наиболее рас
пространенных параметрических се
мейств. В качестве априорных распре
делений в основном используются со
пряженные распределения либо равно
мерные на фиксированных промежут
ках априорной неопределенности. Для 
проведения расчетов на ЭВМ могут по
надобиться численные методы интег
рирования и решения трансцендент
ных уравнений.

Биномиальная схема. Пусть испы
тания технического объекта прово
дятся по схеме независимых испыта
ний, а результаты фиксируются в виде 
«успех—отказ*; всего проведено N 
испытаний и зафиксированы 6 отка
зов. В табл. I приведены выражения 
для оценок вероятности безотказной 
работы для случаев априорных бета- 
и обобщенного бета-распределения. 
При проведении расчетов на ЭВМ 
вместо конечного соотношения для Ря
может быть рекомендовано численное 
решение уравнения:

Га-Н Ѵ -Ч-І (1 _  х)р-НІ-1 Лх =

О
— PH

^ q B ( ъ + N  — й, 0 -М )
Рв —  Р н

Пример 2. В результате десяти неза
висимых опытов зафиксирован откаа. 
По априорным соображениям вероят
ность безотказной работы распределена 
в промежутке [0,75; 11 в соответствии 
с обобщенным бета-распределением с 
параметрами а  — 8 и р =  1. Необхо
димо найти оценки вероятности безот
казной работы Р * , и Рд при <7 =
=  0,9.
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1. Байесовские оценки вероятности безотказной работы
для биномиальной схемы

Априорная плотность А (р) Расчетная формула для оценок

/Ч ,

р* =  р* а -\-  N  — й

Ра Ѵ і — р) 
В (а, Р)Л(р) =

р-1
а  +  р +  ЛГ ’

, (а + /у-^( р-М)
Р* ( а  +  р  +  Л0 а (а  +  Р +  Л/ +  1) ’

0 < р < 1 ;  а > 0 ;  р > 0 1 + Р - М

а +  ЛГ —

х Р !-<?; 2<0 +  <О; 2 (а +
- I

Л(р) =
в  (а, р) (Рв — Рн)

X
Рв п н

а —1

X 1 Р ~ Р  Н 

Р в - Р н

X

.р-1

о <  Рн <  р <  Рв <  I ; .се >  О, 

Р >  О

р .  -  г  = Р н  + ( Рв- р н ) ;

г? _
р , (Рв Рн)2*

(а  +  УѴ — ¿ИМ-«*)-
(«  +  Р +  ЛУ)а (« +  Р +  /Ѵ +  1) ’

£.і =  Рн +  (Рв — Рн) [* +  ' а  ^-Глг_£('х

- Г
х / 7I—<7; 2(0+*); 2(а+М-

П р и м е ч а"н и е. Ра . — 100 а% -ная точка ^-распределения с 
ѵі и ѵа степенями свободы.

Р е ш е н и е .  При N - 10, й ~  1, 
рн =  0,75, рв =  1, а  =  8, р — 1 по 
формулам табл. 1 найдем

Р* =  0,75 +  0,25 

0,25 у
19 =  0,9737;

=  Рп
1 7 2

19 200,9
=  1,716 10*.

С помощью таблиц Р-распределения 
[41 найдем Р0 І; 4; ^  =  2,12, а затем

О 95
Рол =  0,75 + ------ ----------- =  0,9501.

1 + - — 2.12

Способы получения параметров апри
орного бета-распределения. Если из
вестны априорные значения вероят
ности безотказной работы Р0 ц среднее 
квадратическое отклонение а 0, то па
раметры априорного распределения оп
ределяются по формулам:

«  =  р .  [ Р>(1<зг ^ — Ф  р =

=  ( 1 - Р 0) [  Р Л 1 ~ Р ,) - і ] .  (8)

Если значения Р0 и д0 отсутствуют, 
то могут быть найдены их статистиче
ские оценки. Для этого следует про
анализировать результаты испытаний
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и эксплуатации объектов-аналогов при 
выполнении условия стабильности 
производства. Пусть имеется п типов 
объектов-аналогов и для ¿-го типа 
проведены испытаний при от-
казах. Тогда оценки Р0 и а0 могут 
быть найдены по формулам:

п

1=1
(9)

Экспоненциальное распределение.
Случайная наработка на отказ подчи
няется экспоненциальному распреде
лению F (¿; Я,) -  I — ехр (—ЯѴ). Един
ственным параметром этого распреде
ления является неизменная во вре
мени интенсивность отказов Я. 
В табл. 2 приведены расчетные фор
мулы для оценок интенсивности от
казов и вероятности безотказной ра
боты Р (t) в течение заданного вре
мени t. Рассмотрены два наиболее 
употребляемых случая распределения: 
сопряженного априорного Я с извест
ными параметрами s и е и равномерного 
априорного для Р (t). Статистика экс
перимента к  имеет смысл суммарной 
наработки при испытания*, для раз
личных планов вычисляется в соот
ветствии с формулами табл. 3.

В формулах табл. 2 и в дальнейшем
тексте х =  {т^ ..., тп} — выборка на
работок при испытаниях, ? — {¿f, 

t j I — выборка моментов отказов,
і  ~  .......¿/J — выборка моментов
приостановок (цензурирования).

Способы выбора параметров априори 
кого распределения. Если известно ап
риорное среднее значение интенсив
ности отказа Яо и характеристика его 
погрешности ст̂  , то параметры s 
и е определяются по формулам:

В том случае, когда задано априор
ное значение вероятности безотказной

работы Р0 (/) в течение заданного вре
мени У и характеристика погрешности 
аР0 (О' слеДУет воспользоваться приб
лиженными формулами:

Р 0 (0 з Р 02 (')  < 4 „ -
(П)

с помощью которых можно опреде
лить Я0 и а0:

Я0 —  in Р 0 ( 0 ;  °х„
Ор

( 12)
и затем воспользоваться соотношения
ми (10).

Пример 3. В соответствии с пла
ном [/V, и , Т ] (Т — 80 с) проведено 
восемь опытов, в ходе которых за
фиксировано два отказа при =  
- 48 с, /.* 64 с. По априорным со

ображениям Я0 — 0,4- ІО-4 с-1, =
— 0,1- ІО-4 с-1. Необходимо вычислить 
оценки интенсивности отказов и ве
роятности безотказной работы в те
чение і -- 70 с с уровнем доверия </ =
-  0,9.

Р е ш е н и е .  С помощью формулы 
табл. 3 определим значение стати
стики к для плана [УѴ, ¿7, Т ]:
к =  4 8 +  64 +  6-80 =  592 с.
Используя соотношения (10), опреде
лим параметры сопряженного апри
орного распределения е =  0,4- 10е, 
я — 15. С помощью соотношений 
табл. 2 определим оценки интенсив
ности отказов:

2 + 1 5 + 1  
Л ~  0 ,4 -10е +  592

=  0,449-ІО'4 1 .
с У

аі* -
Г 2 + 1 5 + 1  ]1/2
_(0,4-10® +  592)а J

=  0,106-ІО '4
1_
с

По таблицам хи-квадрат распреде
ления [4] определим значение про
центной точки распределения х* ве" 
роятности 1 — <7 = 0,1 с 2 ( ¿ + в  +  
+  1) =  36 степенями свободы:
Х2 1 3 е =  47,212. Это позволяет
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2. Байесовские оценки показателей надежности
для экспоненциального распределения наработки на отказ

Априорная плотность
Расчетная формула для оценок 

показателей надежности

Л (А,) =  Л (к; я, е) —

е5 +  і

=  Г ( а + 1 )
к ‘е-Хе:

« >  0; > >  0; е >  0

_Ё ±1Н Ь І_- п* й + 5 + 1 ♦
х +  е ’ і*  (х +  е)2 ’

Я,я —
Хі-у; 2(гі+5+1) 

2 (х е)

сгр̂ *  ( л

= (тгтгГ1 >
/ И \и+1 / ы \2  («+!).
\  И +  2 і ~  Ѵ 'М: Т )

2«/+з-Н)
2 и

е х .

Л (Р (0 )  =

0, Р (і)<РИ;

1
рв ~ рн

, < Р ( 0 <
Рв;

0, Р ( 0 > Р В-

0 < Р н < Р в ^  1

(^В ’ ^
п* _  — I  £  (Рн  > 0 > +  І> <*) . 

и  ’
- / £ (РН , (0, <1)

оЪ-р » Ѵ )

1 Е ( Р В '  -® +  2> ^) —
I е  {р Н’ ю “Н 2, <1)

^ Е  І.Р В ' < 9 -
<0’ *9

- Я * 2 (0 .

^Е ( Р я ^ ^ )  =  { \ ~ я )  ІЕ (рв , 0 , ¿) +

+  (^н* (0, *9;

* .

/£  (*, а, л) =

„+1 у  1 | \ВП~ кХ 1
¿ і  (п — к)1 (а + 1)й+1
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вычислить верхнюю доверительную
границу интенсивности отказов:*
? 47,212
°’ ѳ 2 (0,4-10е +  592)

=  0,589- ІО"4 —  .с
Определим теперь оценки вероятно

сти безотказной работы в течение 
70 с. Найдем параметры и и ѵ, исполь
зуемые в формулах табл. 3: и —
— 5722,7, ѵ =  17. По формулам табл. 2 
рассчитаем:

(70) =  ( 5722,7 у 7+і _
5 722,7 +  1

=  0,9969;

с+
Р*(70) - ( ■

- (

5722,7 \ і 7 + і
5 722,7 +  2 ) 

5722,7 \  2(17+1)
5 722,7 +  1 )

Рм  (70) =  ехр ( -  2 5 722

— 0,9959.

=  1,78-10-6; 

47,212
И -

Пример 4. При восьми независимых 
испытаниях устройства, проводимых 
по плану с многократным цензуриро
ванием, зафиксированы следующие на
работки: х =  {80,4; 92,5; 108,3;
78,4; 96,5; 112,0; 108,4; 89,3}, Седьмой 
опыт закончился отказом после 108,4 с 
нормальной работы. Все остальные 
испытания были прекращены до мо
мента наступления отказа. По апри
орным соображениям вероятность без
отказной работы устройства в течение 
70 с находится в пределах [0,8; 1]. 
Необходимо определить оценки Р (70).

Р е ш е н и е .  Расчеты проводим в 
соответствии с формулами табл. 2 для 
случая равномерного априорного рас
пределения показателя надежности 
Р (/). Вычислим значение статистики 
о  : о) =  х / і ~  10,94. Найдем значения 
функции / е , необходимые для опре
деления оценок:
/ е  (0,8; 10,94; 1) =  0,8” '94х

X
/  1п0,8 1 \
\  11,94 +  11,942 )

=  1,790-ІО'3.

3. Формулы для расчета статистики 
испытаний

План
испытаний

Расчетная формула 
для статистики и

й
ІН. и ,  Г ] х =  £ / ;  +  ( л - л т

і=1
Г

[ЛГ, и ,  г] * =  £  /¿*+ ( /ѵ —г)/;
і= і

N
1 N. и ,  г\ £  ті 

і—І

По аналогии / е (1; 10,94; 1) — 
=  7,014-ІО'3; 1е (0,8; 11,94; 1) =
=  1,294-ІО"3; 1Е (1; 11,94; 1) =
=  5,972-ІО'3; 1Е (0,8; 12,94; 1) =
=  9,428-ІО"4; 1Е (1; 12,94; 1) =
=  5,146-10“3. С помощью формул
табл. 2 получим

/ е (1; 11,94; 1 ) -
Р* і70) -  - / £ ( 0 , 8 ;  П,94; 1)

'  '  / е ( 1; Ю,94; 1 ) -
- / £ ( 0 , 8 ;  10,94; 1)

=  0,8955;

Р*(70)

/£  (1; 12,94; 1 ) -  
- / £ ( 0 , 8 ;  12,94; 1) 
/ е (1; 10,94; I ) -  

— /£  (0,8; 10,94; 1)

11/2

=  0,517-10"1.

Решив уравнение из табл. 3 в про
межутке [0,8; 1} при <7 — 0,9, полу
чим с точностью ІО“4 Р 0, 9 (70) =
=  0,8627. ~

Распределение с линейной функцией 
интенсивности. Данное распределение 
обобщает экспоненциальное. Обобще
ние заключается в том, что интенсив
ность отказов к (/) является линейной 
функцией времени к (/) =  2а /  +  А,0. 
Функции к (/) соответствует плот-
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ность распределения наработки на 
отказ:

получены следующие значения оце
нок:

/(*) =  /  « . К) =  (2а* +  Ь0)Х
X exp [— (at2 +  V )  1 (13)
и функция надежности:
P ( t ) = P ( t ;  а , >і0) =  exp [—(at2 +  
+  M l .  (14)

На практике неудобно назначать 
априорное распределение относительно 
параметров а  и Х0. Гораздо удобнее 
в качестве параметров использовать 
непосредственно Р (і) и коэффициент 
деградации интенсивности отказов г 
за время і. По определению г — 
=  К {()!%о- Параметры а  и Л0 связаны 
с Р (і) и г с помощью соотношений

а  — — ІП P( t )  2 — 1
t2 * + l

-

2 In P (/)
Пг+l) * (15)

В табл. 4 приведены расчетные соот
ношения для оценок вероятности без
отказной работы Р (t) при равномерных 
априорных распределениях парамет
ров г и Р (t). Для выполнения расчетов 
по формулам табл. 4 необходимо ис
пользовать численные методы, ориенти
рованные на применение ЭВМ.

Пример 5. В процессе статистических 
испытаний зафиксированы следующие 
значения наработок (в секундах): І* =  
=  {130}, 1 =  {240, 310, 280, 160, 240, 
340, 420, 180, 250, 300), т. е. одно 
испытание закончилось отказом и де
сять приостановками. По априорным 
соображениям Я (100) £ [0,9; 1,0], 
а коэффициент деградации г £ [ Г, 2 ]. 
Расчеты оценок вероятности безотказ
ной работы Р (100) проводились по 
формулам табл. 4 с помощью специ
ально разработанной программы для 
ЭВМ ЕС-1033. В результате расче
тов получены следующие оценки: 
Р* (100) =  0,9576; (І00) =  0,0242;
Яо.9 =  0,9216.

Пример 6. Исходные данные настоя
щего примера совпадают с данными 
примера 5. В отличие от предыдущего 
случая известно точное значение коэф
фициента деградации г =  0,2. В ре
зультате расчетов по формулам табл. 4

Р_2 (ЮО) -  0,9729, (іоо) =  0,0181, 
Р о,9 =  0,9476.

Распределение Вейбулла. Случайная 
наработка на отказ подчиняется рас
пределению Вейбулла с плотностью
f ( t )  =  f ( t \  Ѳ, а , т) =

а  T)tt=  (16)

В табл. 5 представлены расчетные 
формулы для оценок вероятности без
отказной работы в случае, когда ис
пользуют равномерное априорное рас
пределение параметра 0 и величины 
показателя надежности Р (t).

Пример 7. Результатами испытаний 
некоторого технического устройства 
являются следующие значения нарабо
ток (в секундах) і* — {270}, I — 
=  {190, 350, 240, 310, 280, 160, 240, 
340, 420, 180, 250, 300}. Случайная 
наработка объекта подчиняется рас
пределению Вейбулла с параметром 
положения т = 0 . Относительно пара
метра а  задан промежуток априорной 
неопределенности [1; 1,8]. Известно
также, что вероятность безотказной 
работы Р (100) находится в промежутке 
{0,9; 1]. Необходимо найти апостери
орные байесовские оценки Р (100).

Р е ш е н и е .  Расчет искомых оце
нок проводим по формулам табл. 5. 
Для выполнения расчетов необходимо 
использовать численные методы одно
мерного интегрирования и решения 
трансцендентного уравнения. Это пред
полагает обращение к ЭВМ. Оконча
тельные значения оценок следующие:
Р* (ЮО) =  0,9666, о~ ѣ (100)=  0,0202, 
Р0,9=  0,9291.

Для случая фиксированного значе
ния параметра а  используются фор
мулы табл. 5. При а =  1,8 получены 
следующие значения оценок:
Р* (100) =  0,9766; (100)=  0,0163;

Я0і9 =  0,9564.

В табл. 6 представлены выражения 
для байесовских оценок вероятности 
безотказной работы в случае, когда
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4. Байесовские оценки вероятности безотказной работы
для распределения с линейной функцией интенсивности

Априорная плотность Расчетная формула для оценок

А (Р (0 , *) =  Л, (Р (0) Л2 (*);

* і(Я (0 ) =

о, Р ( 0  <  р н ;

і Рн
, < Р ( 0 <

М * )

Р в  Р н  < р в ;

о, р  ( О  >  р в

0, г <
і

^2 — г і 
0 ; 2 >

Р* (/) =  
г2

-р- |  а (2)1 (г, р н , рв, 1, О) йг\

Р *  И)
*2

-р - |  а (г) /  (г, рн , рв, 2, гі)гіг —

-  [Р* (О]2;
г*
|  а (г) / (2, Р?, рв, 0, сі) дг — ¿/Р;
2і

г2
Р =  |  о (г) I (г, рн , рв, 0, сі) йг

А (Р (0) =

0; Р  ( 0 <  Р н ;

— - Ц — ;
Р в ~ р н  < Р В ;

0; Р (0 >  рв 

Параметр г фиксирован

Р* (і) =

С2> =

1 (2 > Р н »  Р в *  * * *0 . 

^ (2, Р]_|> Р в » о, (I)

_  7 (г' Рн- Рв. 2, Л)
> •  (О /  (2, р н , рв , 0 , <І)

-  [Р* (012;
 ̂(2* РдУ Рв* 0* =

=  9І (2, Р н , Р в , о, й )

П р и м е ч а н и е .  I (г, р н , р в , =  / £ (р в , &  (г) +  А, —  / Е  (р н ,
Ь (г) +  <і);

о> =  2 " Г : е = 2 ( “г ) 2; Н г) =  -Г р Г [ ( * - 1 ) *  +  2<01;
І=1 1=1

a <г> =  1 7 T I 7 - Ш (2- 1 ) - г + , ^
Выражение для 1е  (х, а, п) приведено в табл. 2.
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5. Байесовские оценки вероятности безотказной работы
для распределения Вейбулла при равномерном априорном распределении

Априорная плотность Расчетная формула для оценок

А (Р < 0 .« > в М Р < 0 ) М * > ;
О, Р < /)<  Р н;

Аі (Р(і)) = І < р < 0 <
р в  Р н  < р

О, Р  ( 0  >  р в ;

О, а  <  а х; 

1
«а — ®і 

О, а  >  а^;

, а ! < а < а 2;

? *  (< ) =  4 -  |  а Ѵ ~ '  X

аі
X V (а , Рн , Рв , 1, ¿)4а; 

а*
о 2-  =  4 -  ( а V - ' хр * « )  р 3 р

а,

X  Ѵ ( а ,  р н , р в , 2, ¿Г) гіа -  [ Р *  ( 0 1 й ;

°г*
|  а*ца * Ѵ ( а » Рв* °»
а»

Р<7 ~  0;

а*
Р =  |  аѴ а _ ,Ѵ ( а ’ Рн* Рв* °* <*)<*“

а,

л <Р (0) =

0; Р  < / ) <  рн ;

1 рн < Р ( 0 <
р в  Р н  9 <  р в ;

о. Р(0> рв

Параметр а  фиксирован

Р *  ( 0  =
Ѵ(«> Рн» Рв* 1» *0 . 
V  (а. Рн * Рв* °* а) 9

9 _  Ѵ ( а > Рн* Рв* 2*
р * (О Лр (®* Рн* Рв’ <9

-  [? •  (^)Р;

Л г(а » ^д* Рв* ¿) =
=  д 1 ф (а , Рн * Рв» °* <0

П р и м е ч а н и е .  V ( а * Рн» Рв* *0 =  7е  (Рв* е (а )  +  Л, ¿ )  —  / Е (р н , 
е (а )  +  к ,  ¿ );

¿=1

N

Выражение для і е  (*. а , п )  приведено в табл. 2.
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в. Байесовские оценки вероятности безотказной работы
для распределения Вейбулла при фиксированном параметре формы

Априорная плотность Расчетная формула для оценок

Л (0) — Л (0; б, а, Ь) = 

(Ь-1)(аЬ)6- 1 1 .
~  в* ’

6 >  0; 0 ^  а <  0 <  6

(обобщенное равномерное 

распределение)

р* /« _ Ѵ*(̂ + б — 1, х + (* — т)я)
+  х) Х

1— Л—Ь

1
Р * { і )  [у*(<* +  б —  1 , х ) ] а

V* (<* -I- б — 1, х) у* ( і  +  6 — 
- 1 ,  х +  2 ( * - т ) а )

| \  +  2 << -  т )° і д+° - ‘

[у* (¿ +  6 — 1, к +  (< — т)а)]2.| 
| \  ! (1 -  х)° + 1“ + ° - "

У* (*, у) =  У (* , ■— )  У (* . - £ - ) ;

г

у  (п, г) =  |  <іі

Л (Ѳ) =  А (0; ц, ѵ) =  

р \ѵ + іѳ
н - г .

ЦГ (V)

0<СѲ<Соо; ц > о , ѵ > о
(обратное гамма^распределение)

р * <*>= [•+

о£.
Р* <*>

_ [ , + Л = 2 1 Т
I Х -+ /1  і

-2 (<*+ѵ)

А(Ѳ) =  6(Ѳ; 6) =  - і - е  » ;

0 ^ Ѳ < о о ;  б > 0 .

Р* (0  =
* “-1 ( 2 ] / ^ -

+  (< -  ѵ а

К *-1 ( 2  V - г  

]

X

[■+^
й—\ »

2
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Продолжение табл. 6

А приорная плотность Расчетная ф орм ула для  оценок

/> (8) =  А (Ѳ; в) =  - і -  е в ; 

О <  Ѳ < о о ; 6 > 0 .

<£ =  
*>*Ѵ)

■(2 /т)Кч-

X
К і - і  (г —

+  2 ( < - т ) а

й—\
2

* ' - • ( ’ Г т ) [

а ігі-І
, + ^ ]

ао
/Сѵ (аг) = - і - 0ѵ | еХр [ _ ( _ ! . „  +  

о
ді

+ - * ) ]2 і  ) \  *ѵ+і *

N
П р и м е ч а н и е .  и =  ^  (т  ̂ — ¿)а*

і=і

параметр формы известен. Рассмотрен
ные априорные распределения пред
ставляют обширное семейство разно
образных форм.

Пример 8. Случайная наработка на 
отказ подчиняется распределению 
Вейбулла с параметрами а  =  2 и 
т =  0. Параметр Ѳ имеет априорное 
обратное гамма-распределение с пара
метрами р =  0,5*10®; ѵ =  1,3. При 
испытаниях объекта зафиксирована вы
борка наработок, совпадающая с дан
ными примера 7 Необходимо опреде
лить точечную оценку вероятности 
безотказной работы Р (100) и среднее 
квадратическое отклонение.

Р е ш е н и е .  Определим статистику 
испытаний:

13
Л =  1; х =  2  А  =  1.023-10е . (17)

/=1

Расчет искомых оценок проводим 
по формулам табл. 6:

Р* (100) =

Ю02 1 - 1 - 1 .3
(0 ,5 +  1,0237) 10® \

=  0,9851.
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7. Байесовские оценки вероятности безотказной работы
для логарифмически нормального распределения наработки на отказ

Априорная плотность Расчетная формула для оценок

{ 0; а<С ах\

Л(а) =
1

°2—а1 
0; а >  а2

; ^  а ^  а2'>

Параметр а  фиксирован

к (а, а) — кх (а) к2 (а);

Лі (а) =

0; а <  ах\ 
1

I а2-
(0 ; а >  о2;

; а і ^  а ^  а2;

М<*)

(0 ; а <  ог;

а2—<*1 
[ 0; а  >  а2.

> 0і ^  0 ^  а2;

Хе 2а2 (л: е/ — 2Ѵі )
К  ( X ,  а) гіх;

О2 . = ‘ [< ф 2 (  * ~ І П< N X
Р*Ѵ) Р } \  а  /

Хе
(Х(І~2ѵ1) л  9

2аг * ( * ,  а ) с г х - [р * (0 } 2;

и2

И
а *

— г  (лсі/ — 2ѵ,)
20 к  (х, о) <1х;

■ _ / г — 1п * \
^ = ф ( ^ ^ ) :

£

I
Оі

2а2 (х</ — 2ѵ1)
к  (*, а) ¿X =  <7р

р* т  _  ^ ( О . О .

_2 Іь (Р * Ѵ ), г) .
?М О  / ( 0 ,  0) ’

А 9 (Та

Й, Оі
X е(х, у) (іх(1у; 

е (х, у) —
1

У
— ехр — “¿ " (Ѵ2 — 2*Ѵі +  *3п)]  х2//2

х  /С (х, #);
Р д =  1 - Ф ( Мд);

| |  г (х , у) (ІхсІу — д І і ( 0, 0) =  0
1п/ — X

ё й
П р и м е ч а н и е .  у1 =  1п Ь\\ \ 2 — ^  1па Ц .

1=1 £=1
Вид функции К (х, у) для различных планов испытаний приведен в табл. 8.
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8. Выражение для функции К (х, у) 
при различных планах испытаний

План
испытания Вид функции К (*, у)

І/ѵ, и ,  Т )
п—й

[АГ, ( / , г ]
н ч ^ ) }

п—г

|Л(, и ,  г]

а х  =
Р*(100)

Г 2 1002
_  I 1 +  (0 ,5 +  1,0237) ІО6 
— 0,3014- ІО-4;

- 1 —1,3

— 0,549- ІО“2.
Р*(100)
Логарифмически нормальное распре

деление. Случайная наработка объекта 
на отказ подчиняется распределению 
с плотностью

/<*; а, а) = 1
]/^2лоі

X

X ехр (1п* — а)2 
2а2 ^ 0 .  (18)

Указанное распределение чаще всего 
используется при оценке надежности

по усталостной прочности и долговеч
ности при многократных повторных 
нагружениях. В этом случае наработка 
Ь является числом циклов до разру
шения. Функция надежности выража
ется формулой

Р (і)  =  Р(Р, а, о) =  Ф

(19)
В табл. 7 приведены расчетые фор

мулы для байесовских оценок вероят
ности безотказной работы при равно
мерном априорном распределении па
раметров а и а.

Пример 9. В результате проектных 
исследований надежности определены 
априорное значение среднего числа 
циклов до разрушения (2084) и апри
орное среднее квадратическое откло
нение (573). Им соответствуют пара
метры -функции (18): а„ =  7,606,
а0 =  0,2700. Примем 10%-ные интер
валы неопределенности для каждого 
из указанных параметров. Рассмотрим 
две выборки результатов испытаний 
(в циклах):

1) Р  ■= {2050, 1960, 1880, 1920}, 
і =  {1680, 2030, 1890, 2020, 1740, 
1880, 2100, 1860};

2) I* =  (1750, 1990, 1680, 1850, 
1860, 1970, 2040, 1820}; ? =  {1870, 
1950, 1580, 1830}.

Эти выборки соответствуют продук
ции двух предприятий, причем про
дукция второго, судя по выборкам, 
хуже. Расчеты оценок вероятности

9. Значения оценок вероятности безотказной работы
при различных значениях требуемого ресурса для выборок примера 9

и
циклы Ро

Р* (0 аР* (0
р£.0,9 Р* (П °Р* (О ^0,9

Выборка 1 Выборка 2

1422 0,9000 0,9650 0,0292 0,9080 0,8921 0,0580 0,7986
1289 0,9500 0,9844 0,0155 0,9503 0,9442 0,0364 0,8803
1023 0,9900 0,9984 0,0224 0,9908 0,9922 0,0079 0,9741
1003 0,9950 0,9987 0,0019 0,9921 0,9935 0,0068 0,9777
873 0,9990 0,9997 0,0005 0,9975 0,9985 0,0020 0,9926
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безотказной работы проводим с помо
щью формул табл. 7 и 8. Результаты 
расчетов при различных значениях тре
буемого числа циклов  ̂ приведены 
в табл. 9. Данные этой таблицы поз
воляют учесть реальный уровень про
изводства при оценке показателя на
дежности продукции.

3. НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ 
БАЙЕСОВСКИЕ ОЦЕНКИ

Непараметрические байесовские 
оценки охватывают более общий рас
четный случай, когда параметрическое 
семейство для случайной наработки 
на отказ не задано. Существует ряд 
методов непараметрического байесов
ского оценивания, однако они весьма 
громоздки и могут быть использованы 
в инженерной практике с большим 
трудом. Ниже приведены основные по
ложения и расчетные формулы, при
менение которых при проведении кон
кретных расчетов не вызывает за
труднений. Рассмотривается два типа 
оценок: общие непараметрические бай
есовские, которые справедливы для 
любых распределений случайной на
работки на отказ Е (/)> и непараметри
ческие байесовские, справедливые для 
класса стареющих и стареющих в сред
нем распределений Е (/).

Общие непараметрические байесов
ские оценки. Рассматривается техниче
ское устройство с произвольной функ
цией распределения наработки на от
каз Е (0 при * £ [0, оо). Априорная 
информация задается в виде некоторой 
метрики а  на промежутке [0, оо). 
Каждому промежутку [а, 6] С  [0, оо) 
метрика а  ставит в соответствие не
которое число а  ([а, М). При про
ведении конкретных расчетов метрика 
а  задается следующим образом. Пусть 
Е0 (О — априорное представление не
известной функции распределения, за
данное в виде некоторой параметри
ческой функции. Тогда для любых 
промежутков [0, /) С  [0, оо) метрика 
а  определяется с помощью выражения

Ео (0  -
а ([0 , 0 ) а  ([0, і\) 
а  ([0, оо)) р

где Р =  а  ([0, оо)). Величина Р имеет 
смысл показателя значимости априор- 

7*

ной информации, измеряемого экви
валентным числом испытаний. Значе
ние показателя Р назначается из субь- 
ективных соображений. Если, напри
мер, априорная информация имеет 
такую же значимость, что и резуль
таты эксперимента, то р следует счи
тать равным числу опытов N. Если же 
значимость априорной информации в 2 
раза меньше, то р =  N/2. Таким об
разом, для задания априорной мет
рики а  необходимо иметь: априорную 
функцию распределения Е0 (¿) и пока
затель значимости априорной инфор
мации р.

Используя Е0 (/) и Р, выражение 
для априорной метрики окончательно 
представим следующим образом:
а ( ( 0 ,  * ] )=  РЕо (0. (20)

Точечная апостериорная оценка функ
ции распределения по полной выборке 
определяется следующим образом. 
Пусть испытания проводятся до от
каза каждого опытного образца и 
і* =  ..., — выборка момен
тов отказов. Тогда апостериорная не
параметрическая байесовская оценка 
функции распределения наработки на 
отказ определится следующим образом:

Е* (і | ?*) =  РлгЕо (0  +

+  ( 1 - Р л г ) ^ ( М П .  (21)
где рм =  р/(р +  п), Е^ (*]?*) — эмпи
рическая функция распределения. 
С помощью формулы (21) оценивается 
вероятность безотказной работы Р (і)\

р* (0  =  Р іЛ  (0  +  0  - Р іѵ) X
й ( і )

X 1 — N ]• (22)

где Р0 (() — априорное значение ве
роятности безотказной работы в те
чение наработки /; Л (/) — число отка
зов, наблюдаемых в промежутке [0, *I.

Пример 10. При испытаниях устрой
ства зафиксированы следующие на
работки (в часах): І* =  (124, 118, 
148, 106, 92, 134). Априорное значение 
вероятности безотказной работы в те
чение 110 ч составляет 0,95. Априор
ное распределение наработки на отказ
экспоненциальное: Е0 (і) — 1 — 
Априорная информация и результаты
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эксперимента имеют одинаковую зна
чимость. Необходимо найти точечную 
оценку Р* (100).

Р е ш е н и е .  Определим априорное 
значение интенсивности отказов 
используя тот факт, что Р0 (ПО) =  
=  0,95:

Х-о —• ІП Ро (ПО) 
ПО 4,66-10 4 І/ч.

Поскольку априорная информация 
имеет такую же значимость, что и 
экспериментальные данные, принимаем 
Р -  УѴ = 6. Отсюда р]ц =  0,5. Число
наблюдаемых отказов к моменту ? =  
=  100 ч составляет А (100) — 1. Ис
пользуя формулу (22), получим

Р* (100) =  0,5 ехр (— 4,66-10“4- 100) +

0,8939.

Апостериорные оценки вероятности 
безотказной работы по многократно 
цензурированной выборке. Пусть в про
цессе испытаний наблюдается выборка 
т =  (?*, ?), где?* ~  I?!*; Ц, ..., ?^| — 
выборка моментов отказа, ? =  {?4, 
?2> ..., ?&} — выборка моментов при
остановки испытаний. Вектор ? для

удобства дальнейших построений пред
ставим в виде возрастающей последо
вательности неповторяющихся значе
ний  ̂ =  (?<о)> ?т> ¿(пг+і))’
причем ?(0) =  0, ?(т+і) =  оо, и обоз
начим с помощью — количество 
моментов приостановок, равных t^j}. 
Формулы для расчета апостериорных 
оценок Р* (?) и <т|^  ̂ приведены 
в табл. 10.

Пример 11. В процессе испытаний 
наблюдается выборка, включающая мо
менты отказов (в секундах) і* =  (36, 
42, 46) и моменты приостановок ? =  
— (20, 34, 38, 20). По априорным сооб
ражениям Р0 (?) =  1 — е~~™\ известно 
также, что априорное значение 
Р0 (30) =  0,95. Необходимо найти 
оценки вероятности безотказной ра
боты Р (?) в течение времени ? для за
данного показателя значимости апри
орной информации р.

Р е ш е н и е .  Запишем вектор ?(3) г= 
=  (0, 20, 34, 38, ос); проанализиро
вав кратность цензурирования, най
дем Іх =  2, /2 =  /3 =  1. В дальнейшем 
используем формулы табл. 10. Оценки 
вероятности безотказной работы Р (?) 
являются аналитическими. В табл. 11 
приведены формулы для расчета иско-

10. Непараметрические байесовские оценки вероятности безотказной работы

Оценка Расчетная формула для оценки

Р* (?)
РРр (?) +  м *  (0  -ГТ рР0(?(,)) +  М (?(і)) .

Р+Л Г ¿А  рРо(?<я) +  ЛІ ( ? < „ ) - ! ,  ’

/(і) <  і <  *(і+п; * = 0 ,  1, 2, ..., т

Р *  (?)

Р* (?) рРо (?) + ЛІ+ (?) + 1 тгг РР0(?Ц,)+ЛІ(?(І))+1

Р +  ЛГ +  1 ¿А Р />о (/« я )+ л | (^ ( і) ) -^ + 1

-  Р* (0 ^(і) ^   ̂<  (̂*+1)5 * 0, 1, 2, ш

П р и м е ч а н и е .  Р 0 (?) =  1 — Р0 (?), М  (?) — количество элементов вы
борки больших или равных ?; Л4+(?) — количество элементов выборки строго 
больших ?.
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11. Непараметрические байесовские оценки вероятности безотказной работы 
для выборки примера 11

[*(ІЪ 
*(г+1 )]> С

Р* (0 С+Р* (/)

[0 , 2 0 ) +  7 
Р +  7 ?*(<) - Р М о ]

[20, 34)
§ е ~ и  +  5 $ е ~ ш  4  7 

Р +  7 ре-а»- +  5

Р* (0 " Ре“ ^ +  6  Ре
Р +  8  ре

— Р * ( і)

-20А _|_ з 
- 20А _|_ 6

[34, 36)

Ре“ ** +  4 ре“ т  +  7 
Р +  7 ре—20». +  5  х

Х ре-34  ̂+  4

р* (/)

X

$ е ~ и  +  5 ре“ т  4

Р +  8  Ре-20Х +

Р< - т + 6  р. ( < ) 1

- 8
--- X

6

[36, 38)

з ре“ 20* +. 7 
Р +  7 р е -^  +  5 Х

ре“ 34 к  +  5 
Х ре“ 34Х +  4

р* (0

X

ре“ ** +  4 ре_ 2 0 Х 4  

Р 4  8  р е - т  4

9е - г  °  р *  
ре“ 34* +  5  г  V )

- 8
--- X

6

[38, 42)

р е ~ М  _|_ 2 ре_ т  +  7 
Р +  7 р«-*»- +  5 Х

ре“ т  _|_ 5  р ^ т  _|_ з
х  ре“ 34Ь +  4  * р̂ —38А, _|_ 2

Р *  (0

х  *  
р<

" ре- ^ 4  3 ре
Р + 8 р£

-34Х _|_ 6 р̂ -З 
—34Х _|_ з р̂ -З

— Р* (0

,-т  _|_ 8
,-20Х +  6 Х
8А_|_4 

вА 4  з

[42, 46)

р е ^  +  1 ре—20А, _|_ 7  

р +  7  р̂—20Х _|_ 5  х

ре 34А, _|_ 5  р̂ -звх _|_ з 
Х р£-34Х _)_ 4  ре-38Ь _|_ 2

Р *  (0

„ р<

р е -^ 4  2  ре_ т  4  8

Р + 8  р ^  + б Х
-т  4  6 рс-звя,̂ ^

р^-т _|_ 5 р̂ -э
— Р* (/)

в* +  3
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Продолжение табл. 11

Р* и) о--
^(*-И)]» с Р* «)

ре~М ^ - 2 0 X ^ 7

Р +  7 $е-Щ  +  5 * Х 

Р е - ^  +  б ре~ш  +  3
Х ре~34Х +  4 _|_ 2

в .  т Г Р «“ М-+ 1  р е -т  +  8 
и [ Р +  8 ре- ^  +  6

(46, оо) Р г - ^ + б  (іе~ 
Р е-34" +  5 ре~

■38?. _|_ 4 

■38Х д

— Р* (0

мых оценок (при произвольных значе
ниях к и Р), которые позволяют найти 
значения оценок для любого момента 
времени Л Пусть, в частности, р =  7, 
т. е. априорная информация имеет 
такую же значимость, что и результаты 
эксперимента. Поскольку Р0 (30) =  
=  0,95, определим к =  —1п 0,95/30 
— 1,71-10“3. Используя формулы 
табл. 11, найдем, например:

Р* (30) 7 ехр (— 1,71 • КГ3« 30)+5

X

7 +  7
7 ехр (— 1,71 • 10_3«20)+7
7 ехр (— 1,71 10_3«20)+5 =  0,9736;

Р*(30)

=  0,9736 р » р ( - 1,7Ь Ш -».30)+ 6х

7 ехр (— 1,71-10~3 - 20)+8
Х 7 ехр (— 1,71-10_3-20)+6

— 0,9736 J =  1,820 • 10~3 =  0,04272.

Приведенная в табл. 10 байесовская 
оценка обобщает хорошо известную 
оценку Каплана—Майера. Если счи
тать р =  0, что означает игнорирова
ние априорной информации, то фор-
мула для Р* (0 преобразуется в фор
мулу Каплана—Майера.

Приближенные оценки для класса 
стареющих распределений наработки

на отказ. Класс стареющих в
среднем распределений включает в себя 
все распределения, для которых от
ношение

х
Ч (*) =  Л^  |  ^ (X) ¿т, X >  О,

о

является неубывающей функцией вре
мени. Здесь

х

М *) =  , £ ' / ! )  ; Л (*) =  | м т ) х
о

X  сіт — —  1п [1 —  Р  (х)]

соответственно функции интенсив
ности й ресурса. Класс / вб вклю
чает в себя класс Рв, так называемых 
ВФИ-распределений (т. е. распреде
лений с возрастающей функцией ин
тенсивности). Распределения из класса 
р& имеют неубывающую функцию 
интенсивности л (/). Существо излага
емой ниже процедуры состоит в при
ближенной аналитической замене не
известной функции ресурса Л (х) с 
помощью двухпараметрической функ
ции Л (х) вида (рис. 2):

Л (*) =  X (і — х ) V  +  X {х —

— 0 і^іХ — (Яц — Хц) /],
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где  ̂— момент времени, для которого 
оценивается неизвестная вероятность 
безотказной работы Р (¿), а функция 
% (т) определяется следующим образом:

Х(т) =
0, т < 0 ;

Используемая априорная информа
ция исчерпывается промежутком не
определенности [РІУ Р2\, внутри ко
торого содержится оцениваемый по
казатель Р (/); предполагается, что 
Р (?) распределен в [РІУ Р2\ равно
мерно.

Оценка Р (/) проводится по цензу
рированной выборке т =  (т^  
т^ ) =  (?*, I). Достаточную статистику 
образуют величины: й — число отка
зов, —число отказов после момента і,

N

ш =  2  т іЦ — суммарная относи- 
і= 1

тельная наработка при испытаниях,
N

© 1 = 2  (Ті/*— 1 )х (Ѵ * — 1) — сум-
І =  1

марная относительная наработка 
после момента Р Расчет байесовских 
оценок Р {і) проводится по формулам:

р* (t\ _  1с (1) . а2 _  1с (2) 
/с(0) ’ p * ( t )  І с ( 0 )

где

I с  (m) ft 4°
Z j  (ш ,+  ! ) '+ '

(23)

* 2f—П

(d — i)<l>
(P

со+т+І
2 X

x  I In P2 1*-*-' — p f+ m+l X

x |  . n P , r - o .  " W = T ^ >

mr=  ̂0, 1, 2, . . .

Рис. 2. Байесовская аппроксимация 
функции ресурса

Для определения байесовской ниж
ней доверительной границы Ря (¿) не
обходимо решить уравнение

2 4 °  ѵ ч  (d — ¿)(/)

(©1 +  1),+1 / У  (© +  1)Ж

X ( Р £ + І  I ІП р 2 -  P “ + l (t) X

X | l n P , ( f )  |d — *') —  q l c ( 0 )  =  0 .

(24)

При проведении практических расче
тов рекомендуется использовать ЭВМ.

Пример 12. В результате десяти ис
пытаний технического устройства за
фиксированы следующие наработки 
(в с.): ?* -  (150, 160, 180), f =  (120, 
140, 90, 160, 95, 115, 105). Необ
ходимо найти байесовские оценки ве
роятности безотказной работы R (100). 
По априорным соображениям показа
тель надежности содержится, в про
межутке [0,8; 1].

Р е ш е н и е .  Определяем значение 
достаточных статистик: d — 3, dt =  3, 
о) =  13,15, 0) ! =  3,30. Расчет оценок 
надежности проводим по формулам 
(23)—(24) с помощью программы на 
алгоритмическом языке ФОРТРАН-ІѴ 
для ЕС ЭВМ. В результате расчетов 
получены следующие значения оце
нок: Р* (100) =  0,9307, —
-  0,0523, Р0.9 (100) =  0,8495. За
метим, что если бы все отказы прои
зошли до момента времени t, то при 
тех же значениях со и од оценки на
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дежности были бы хуже. Это подтвер
ждается расчетами: при й — 3, <іг =  0
имеем Р* (100) =  0,8579, (100) =
=  0,0596, Р0,9 (100) =  0,8099.

4. БАЙЕСОВСКИЕ ОЦЕНКИ 
ВЕРОЯТНОСТИ БЕЗОТКАЗНОЙ 
РАБОТЫ В УСЛОВИЯХ 
ЧАСТИЧНОЙ АПРИОРНОЙ 
ОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Данный тип оценок используется 
в тех ситуациях, когда априорное рас
пределение не задано, а известны лишь 
некоторые ограничения, накладывае
мые на априорные числовые характе
ристики показателя надежности. На
иболее распространенным является 
случай, когда задано в виде конкрет
ного числа априорное значение пока
зателя надежности. Сущность спосо
бов получения апостериорных байе
совских оценок заключается в исполь
зовании таких априорных распреде
лений, которые максимизируют функ
цию апостериорного байесовского ри
ска, т. е. в качестве априорного рас
пределения выбирается наихудшее рас
пределение, для которого выполняются 
упомянутые ограничения. Ниже при
водятся байесовские оценки вероят
ности безотказной работы для бино
миальной схемы и экспоненциального 
распределения при многократном цен
зурировании.

Биномиальная схема. Результаты 
испытаний представлены в виде двух 
чисел: общего количества испытаний N 
и количества отказов Известно 
априорное значение оцениваемой ве
роятности безотказной работы Р0. Рас
чет оценок показателя надежности 
проводится по формулам:
р* _  N — й . ст, =

ос* + Р* + N * р*
__ _____ (а* + N — (Р* Ч~ Ф_____ .

(«* + Р* + Л0а (сс*.+ Р* + ^ -Н )’

1 + Р* 4~ ^
а* -{- іѴ — й

(25)
X

X Р 1— 2(Р*+<і); 2(a*-^-N—d)

Значения параметров а* и 0* опре
деляются с помощью следующей про
цедуры. Необходимо принять а* =  
=  Р* =  0 при выполнении условий:

, Nесли а ^  —

или

если й > N 
2 ’

(27)

где
(<*+1) ( N - 2 * 0  +

й  ■+ 2 ^  — ¿)2
—  ( Ы —  <М~1)Х

X { N  —  2(1) — 2й^

Если условия (27) не выполняются, 
то с помощью стандартных средств 
необходимо решить кубическое урав
нение
г3 4- Аг2 +  Вг +  С =  0, (28)
где

25(2Р0- 1 )  . 
Т Ѵ О -Р о )  ’

В =

С

з(Зз +  2Р0 - 1 ) .  
М 1 - Р о )  *

2^
Р о О - Р о )  ’

=  N  (1 — Р0) —
Это уравнение имеет единственный ко
рень г* в области г >  N. С помощью 
величины г* найдем а* и Р*:
а , =  (г, — 14) Я0; Р* =  (г» — М)Х
Х (1 -Я о )  (29)

Для определения оценки Рд кроме 
формулы (26) рекомендуется уравнение 

1
|  х а * + , Ч - с і - \  (1  ¿ х  =

—9
=  дВ(а* +  М -<1, р* +  <1).

Для получения приближенной оцен
ки Рд может быть использована сле
дующая приближенная формула:

& (1-<7)с
Р*

(30)
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Пример 13. Априорное значение ве
роятности безотказной работы Р0 со
ставляет 0,98. В процессе эксперимен
тальной отработки объект продемонст
рировал десять успешных испытаний. 
Необходимо найти апостериорные оцен
ки вероятности безотказной работы.

Р е ш е н и е .  По условию N =  10, 
й =  0, откуда £ =  0, тогда условия
(27) не выполняются. Для определения 
а* и (3* необходимо решить уравнение
(28) . Определим коэффициенты урав
нения: А =  — 19,59, В =  — 15,92, 
С =  —4,082. С помощью преобразо
вания г — х — АІЗ приведем урав
нение (28) к следующему виду:
х3 +  рх +■ г — 0,
где р =  —.143,86, г =  —665,08. Ре
шая уравнение с помощью стандартных 
средств, получим ** =  13,852, от
куда г* =  20,38. Используя формулы
(29) , найдем а* =  10,172, Р* =  0,2076.
Расчет Р* и проводим по форму
лам (25):

10,172 +  10 
10,172 +  0 ,2076+  10 0,9898;

й _ (10,172+  10)0,2076
° Р * ~ ~  (10,172 +  0 ,2 0 7 6 + ІО)2 X 

X (10,172 +  0 ,2076+  1 0 +  1) 
=  4,716-10-4.

Расчет байесовских оценок интен
сивности отказов X проводится по 
формулам:

?* __ d Ч~s* +  1 . 
к +  е* ’

а 2 — 
X*

—   ̂ s* * - 
(х +  е,)1 2 ’

ѵ 2<1   "1-—q\ 2 ( s * — I )
2 (х +  в*)

(31)

(32)

где параметры s* и в* определяются 
следующим образом:

(«*. е*) =

(«•

^А,0х — 2d — 1; х —

2d \  „ 2d +  12d \  
Хо )  7

Хп > ~ х
(33)

Конечные аналитические выражения 
для оценок вероятности безотказной 
работы имеют вид

ох =  
Р*Ѵ)

/ U * \ 0 * + 1  /  U *  \ 2 ( и * - Н )  .

W + ~ 2 /  “ W + 1 7
Нижнюю доверительную границу 

Рд при <7 — 0,9 определим с помощью 
приближенной формулы (30):

1 — 0,9898 
0,9898 1,0305-10-*:

P q =  (1 — о,9)Ь0305-10 2 = 0,9766.
Экспоненциальное распределение.

Случайная наработка на отказ подчи
няется экспоненциальному распре
делению F (t) =  F (7; X) =  1 — 
— exp (—Xt) с неизвестным параметром 
X. Известно априорное значение А,0 па
раметра X или априорное значение ве
роятности безотказной работы Р0 — 
=  Р (tg) в течение некоторого времени 
/0. Испытания объекта проводятся по 
цензурированным планам, сводящимся 
к достаточной статистике (d, х), где 
d — число отказов, а х определяется 
с помощью табл. 3.

Р а  (0 =  ехр —
%Г-д\ 2 (rf+s»-И) 

2 и*

е* . х . ,
и* — —j.— I— ѵ* — s* +  d.

(34)

(35)

(36)

При выполнении условия К  <  (2* +  
+  1)/х значение Рд может быть найдено
из уравнения

Ь -1

|ln (/) |‘ 
ft!

-

=  1 — <7, (3 7 )

а при безотказных испытаниях (d =  0) 
и Я,0 <  х_1

1
/> ,(/) =  < 1 - Т ) “ ' • (38)
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Пример 14. В процессе независимых 
испытаний объекта наблюдается сле
дующая выборка (в с.): / — (120,
128, 144, 130, 152, 104, 92). Все испы
тания заканчиваются успешно. Апри
орное значение вероятности безотказ
ной работы в течение — 80 с состав
ляет 0,94. Необходимо определить 
оценки вероятности безотказной ра
боты в течение і =  100 с.

Р е ш е н и е .  Исходя из приведен
ной в условии априорной информации, 
определим априорное значение интен
сивности отказов:

0,94 =
1п 0,94 

80
=  7,73-10~4 1 /с.

Найдем значение суммарной нара
ботки при испытаниях:

7
уі -  ^  іі — 870 с.

і

С помощью выражения (33) опре
делим значения параметров я* и е*. 
Поскольку в данном случае Х0 <  
<  (2й +  1 )/и, то я* =  0, е* =  1292,92. 
Используя формулы (36), получим

и. 1292,92 870
100 +  100

21,629;

=  0.

Расчеты по формулам (34), (38) поз
воляют получить Р* (100) =  0,9558,

°Р .  (10») =  ° '04228’ Ро.о 000) =
=  0,8990.

Пусть теперь при всех прочих рав
ных условиях два испытания окончи
лись отказами, т. е. й =  2. По-преж
нему выполняется условие Я0 <  (2й +  
+  1 )/х. Но значение параметра и* =  2. 
Расчет по формулам (34)—(35) при
водит к следующим значениям оценок:

Р* (ЮО) =  0,8732, =  0,06697,
г *  ( 100)

Ро.эООО) =  0,7819.

5. ЭМПИРИЧЕСКИЕ 
БАЙЕСОВСКИЕ ОЦЕНКИ 
ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАДЕЖНОСТИ

При эмпирическом байесовском под
ходе априорное распределение пара
метра Ѳ является неизвестным. Ос
новная идея этого подхода заключается 
в использовании в общей схеме бай
есовского оценивания вместо апри
орного распределения его аппрокси
мации, построенной на основании преж
них наблюдений. ___

Пусть =  ( т ^ ) ( / — 1. п) — ре
зультаты испытаний (например, в виде 
наработок на отказ), зафиксированные 
в у-й серии экспериментов. Объекты, 
испытанные в 1, 2, ..., (п — 1)-й се
риях, являются аналогами для объекта, 
который подвергается испытаниям в 
л-й серии. Задача заключается в на
хождении байесовской оценки Рэ по 
результатам испытаний п-й серии эк
спериментов с учетом результатов ис
пытаний предыдущих серий. Предпо
лагается, что для каждой у-й серии 
может быть найдена оценка Ѳу (у =
— 1, п). В качестве Ѳу может быть 
использована, в частности, оценка 
максимального правдоподобия. В даль
нейшем ограничимся случаем скаляр
ного параметра Ѳ и квадратичной функ
ции потерь.

В практических приложениях наи
более распространены эмпирические 
байесовские процедуры, в которых 
аппроксимация априорной функции 
распределения проводится с помощью 
эмпирической функции распределения, 
построенной на основе совокупности
оценок 0!, Ѳ2, ..., Ѳп. Выражение для 
эмпирической байесовской оценки по
казателя надежности Р (Ѳ) записы
вается в этом случае в виде

2  р  (в,) і (в, і т<в>) 
р  Э =  ---------------------- , (39)

2 1 (ѳ,-1 і (п))
/=1

Как видно, в этом случае значение 
оценок существенно ниже.

где I (б /!* "» ) — значение функции 
правдоподобия для п-й серии опытов
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в точке Ѳ =  Ѳу. Оценка погрешности 
расчета показателя надежности по 
формуле (39) проводится с помощью 
эмпирического апостериорного сред
него квадратического отклонения

а ~* -  Р э*

~ п ~ 1
2  Рг <ё,) ( (Ѳ; | і (л)) 2

=  Ь Ц ------------------------- К 2

/=1 -I

Воспользовавшись формулой (39), 
запишем расчетное соотношение:

П

£  Ц п е х р [ -Я у (х п -И )]
Я* (/) =  -̂----------- :----------.

2  ^ /ПехР ( - Ѵ п )
/= і

(43)

По аналогии с помощью формулы (40) 
запишем выражение для эмпирического 
апостериорного среднего квадратиче
ского отклонения:

(40)

Пример 15. Наработка объекта на 
отказ подчиняется экспоненциальному 
распределению с плотностью /  (/) =  
=  /  (¿; X) =  Я ехр (—Я/), Я 0, / ;> 0. 
Испытания объекта проводятся по 
плану [7Ѵ, и , Г ]. Известны резуль
таты (п — 1)-й серии испытаний объ
ектов-аналогов. При испытании ис
следуемого объекта зафиксирована вы
борка т<п> =  ( і ; <п), е2 <п>, (п>,
Т п, ТпУ где (п* — момент от
каза объекта і =  1, 2, й. Необ
ходимо найти эмпирическую байесов
скую оценку вероятности безотказ
ной работы Я (0 в течение заданного 
времени і.

Р е ш е н и е .  Будем считать, что 
проведены п серий испытаний. В каж
дой у'-й серии независимым испытаниям 
подвергаются Щ объектов, причем 
испытания продолжаются до момента 
времени Ту. Функция правдоподобия 
для каждой /-Й серии в соответствии 
с (6) имеет вид

О (>• I і (" )  =  Хре

/ =  1 .2 , N . (41)

где dj — число отказов в у'-й серии; 
Ху — суммарная продолжительность 
испытаний в у'-й серии. Согласно вы
ражению (41) оценка максимального
правдоподобия Яу записывается в виде

°Рэ (П

23 */Пехр [~~яу (хп + 201
_  /= і__________________________

£ ехр Ил)
/= і

- [ Я - ( О ] 2. (44)

Пример 16. Пусть даны следующие 
результаты пяти серий испытаний, 
проводимых по плану [N, U, Т] 
при различных N и Т: 1) 180, 175,
210, 220, 220, 220; 2) 154, Тб8, І48, 
195, 200, 200; 3) Ш6, _180, 170, 200;
4) J70, 210, 210, 210; 5) _180, _190, 205,
220, 220, 220, 220, 220.

Подчеркнутые элементы выборки со
ответствуют отказу объекта. Необ
ходимо найти эмпирическую байесов
скую оценку вероятности безотказной 
работы в течение 75 с для экспоненци
ального распределения наработки на 
отказ.

Р е ш е н и е .  Определим достаточ
ные статистики для каждой серии 
(dy, ху) (у =  1, 2, 3, 4, 5). Получим 
(3, 1225), (4,1065), (3,746), (1,800), 
(3,1675). Им соответствуют следующие 
оценки максимального правдоподобияА А
Яу (у =  1, ..., 5) параметра Я: Хг =  
=  2,46-10"3, Я2 =  3,76-10"3, Я3 =  
=  4,08-ІО"3, Я4 =  1,25-ІО"3, Я6 =(42)
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Расчетный случай
Исходные данные — 
результаты п серий 

испытаний

Эмпирическая байесовская оценка

параметра вероятности безотказной работы

Биномиальная схема

X (1 — р)а

р — неизвестный па
раметр

(Л̂ а, <Іг) 

(Л^п. ^п)

р* _ /—І

І~  1

р р , ( \ - ф

Ь $ п~*л$ - Ф  
/=1

__ р* 2 •э '

^  / =  і, 2, . . п

Р з (0  =  Рэ*; 

а р* (о =  ° р ;

Экспоненциальное
распределение

! (0 =  Хе~к*
Я. — неизвестный па
раметр

т<П =.{2) *(п).1 ) Ь ) • • • )  ̂ |

«  35 ^
/ 1| 2 , >>•) л

2  5и»+ І « г Ѵ і .
Р* /А — /=1‘

/=1

л . .
2  Х1*е-*ЧЖ"
1=1

208 
Байесовские методы

 при оценке надеж
ности невосстанавливаемы

х объектов



й] — число моментов 
отказов в выборке
^(/)

Распределение Вей- 
булла

/ ( 0  =  - ^ - ' а ' 1е
І І

ѳ

а  — известный пара
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=  1,79-10~3. Расчеты по формулам 
(43) и (44) соответственно при t =  75 
позволяют получить

Р * (75) =  0,84935;

0,0563.

Рь =  0,9687. Определим оценки Р* 
и

р і

5

/■=* 1

0.9723;

Сравним полученные оценки с оцен
ками максимального правдоподобия. 
Если пользоваться только выборкой 5, 
отбросив предыдущие данные, то
можно получить Р м ц (75) =
=  ехр (—А5-75) =  0,8743. В то же вре
мя погрешность этой оценки, оценивае
мая с помощью нижней границы для 
дисперсии (в соответствии с неравен
ством Крамера-Рао), составляет

^мп <75>
А675 ехр (—А675) =  0,1174,

т. е. более чем в 2 раза выше. Объеди
нив результаты всех пяти выборок (что 
приводит к достаточным статистикам 
<1 =  =  14, х =  +
... +  х6 =  5501), получим А =  2,545 X 
X ІО-3 и ей соответствующие оценки
Р„п (75) =  0,8262; о

^мп
-  0,1577.

В табл. 12 приведены расчетные соот
ношения для эмпирических байесовских 
оценок в наиболее распространенных
практических ситуациях. С помощьют^ 
в табл. 12 обозначена выборка для /-й 
серии экспериментов объема много
кратно цензурированная справа, т. е. 
полагается, что в каждой выборке

содержится моментов отказа и 
— dj моментов приостановок. 

Пример 17. Проведены пять серий 
испытаний по биномиальной схеме. 
Результаты этих испытаний имеют 
вид:

=  40, =  1; УѴ2 =  64, й 2 =  2;
іѴэ =  50, ¿э =  1; УѴ4 =  104, <і4 = 3; 
Л/6 =  32, й 6 =  1. Необходимо найти 

эмпирическую байесовскую оценку для 
вероятности безотказной работы.

Р е ш е н и е .  Воспользуемся фор
мулами табл. 12. С помощью формулы 
Р } =  1 — і  найдем оценки пара
метра р в каждой серии: рг =  0,975, 
Р2 =  0,9675, р3 =  0,98, /»4= 0,9711,

- РV

/=1

2  * 7 'О - * * )
/=1

= 0,0049782.

Заметим для сравнения, что если бы 
оценивали параметр р только по пятой 
выборке, то получили бы Р =  Р ь ~  
— 0,9687, Ор — 0,0308. В случае объе
динения всех экспериментальных дан
ных в одну выборку получим следую
щие оценки: р =  0,9724, Ор — 0,00962.

Приведенный выше способ эмпири
ческого байесовского оценивания мо
жет быть уточнен путем использования 
следующей итерационной процедуры:
вместо оценок Ѳ1? Ѳа, ..., Ѳ„ в форму
лах (39), (40) и табл. 12 используются
эмпирические байесовские оценки Ѳ/
(І =  1, п), найденные по выборке 
с учетом предыдущих ( / —1)-й выбор
ки. Процедура реализуется с помощью 
следующей двухэтапной последова
тельности расчетов.

Эгпап 1. Определение оценок Ѳ/: 

Ѳ* =  ;

ДЗ ѳ .і (е4 1 ««>)

«/ =  ■*=7-------------------
£  ‘ (®, I i«>)
i= l

., П.

(45)

Этап 2. Определение эмпирических 
байесовских оценок второго прибли
жения:
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для параметра 9:

0(2) _  
иэ п (46)

Ѵ 2) ~

£ ( ( ѳ ; | т <">)
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2  ѳ ;2( ( ѳ ; | т (п))
/=1______________

£ ' № " > )
/= 1

_  [0(2)12;

(47)
для показателя . надежности R  (Ѳ):

п

Е * ( 0/ И ё/И (п))
п 2) (0  =

/= і

£  ' (®; іі<п))
/= і

(48)

Е я2(ѳ?)*(ѳ;|т(п>)
і= і__________________

/= і

-  И 2’ (О]2. (49)

Пример. 18. Используя исходные 
данные примера 17, найдем эмпириче
ские байесовские оценки второго при
ближения.

Р е ш е н и е .  Получим оценки пер
вого приближения:

Л* =  1 -----¡¡г- =  0,975;

. .  /»f3 P  -  А )8 +  |» Р (1 -/> ,)*
р '2 РГЧі -  P J 1 +  №  (1 - /» „ ) ’ “
=  0,9712;

3
£  Эао (1 -  Al)

«  =  ------------------ =  0,9745;

г= 1

ЕеГО-Оі)3
А* =  ------------------------  0,9731;

£  с  -  ь т
/=1

Р* = Р * =  0,9723.

По формулам (48) и (49) найдем 
оценки второго приближения:

¿ W )“ ( '-* ;)
Р<2) =  ---------------------- =0,9732;

£  < о?Г  0 - ^ * )
/=1

Е  W ) 33 < і - * 7 )
о2 =  _________________

р < 2 ,  5

э Е W)*1 О -Р1)
/ = і

— [P^2)j2= 0 |00142>

Как видно из результатов расчетов, 
полученная оценка имеет существенно 
меньшую погрешность по сравнению 
с оценкой Р*.



Глава 9. Байесовские методы
объединения априорной информации 
и экспериментальных данных при оценке 
надежности восстанавливаемых объектов

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ 
ЗАМЕЧАНИЯ

Методы учета дополнительной ин
формации при обработке результатов 
испытаний восстанавливаемых изде
лий основываются на использовании 
теоремы Байеса, смысл которой пояс
няется ниже. Допустим, что имеется 
большое число партий изделий. Вну
три каждой партии изделия однородны. 
Изделия разных партий между собой 
могут считаться подобными. Надеж
ность изделий каждой партии харак
теризуется параметром а. Тогда по
казатель а можно рассматривать как 
случайный: в случайно взятой партии 
его значение заранее неизвестно. Рас
пределение параметра а задается в 
виде априорной плотности вероятности 
Я  (а). Результат испытаний У явля
ется случайной величиной, распреде
ленной по известному закону ф (Уіа).

Оценка показателя надежности а 
с помощью теоремы Байеса состоит 
в следующем. По результатам испыта
ний У определяется апостериорный 
закон распределения неизвестного па
раметра а, соответствующий данному 
результату эксперимента. Согласно те
ореме Байеса плотность апостериор
ного закона записывается в виде

, . Я  (а) ф {У ¡а) ...
ю ( а ) = —----— ^ ■— • (1)

|  Я  (а) <р {У¡а) йа

Далее в соответствии с принятым 
критерием неизвестный параметр а 
оценивается с помощью величины гу .

Ошибка данной оценки 
А =  гу  — а.

Поскольку результат испытаний У— 
случайная величина, оценка гY —
также случайная величина. Поэтому 
в качестве критерия точности оценки гу
для каждого значения а принимается 
математическое ожидание квадрата 
ошибки:
М і(гу - а ) 2} =

00
=  £  (гу - а ) 2 Ф(К/а).

У=0
Для определения точности такой 

оценки для произвольного значения а 
полученное выражение следует про
интегрировать по всем значениям а:

00 оо
б2 =  [ У  (2у — а)2 ф (У!а) Я (а) йа.

о Ѵ=0
Среднеквадратичная ошибка б будет 

минимальна при значении
оо

|  Кф {У¡а) Я  (а) йа

гу  =  . (2)

|  ф (У/а) Я  (а) йа
о

2. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ 
И ТОЧЕЧНЫЕ ОЦЕНКИ 
ДЛЯ ПАРАМЕТРА ПОТОКА 
ОТКАЗОВ ВОССТАНАВЛИВАЕМЫХ 
УСТРОЙСТВ

Восстанавливаемые изделия харак
теризуются возможностью устранения 
отказов, возникающих в процессе эк
сплуатации, после чего их использо
вание продолжается. Так как восста
навливаемые устройства обычно состоят 
из значительного числа элементов, по-



Интервальные и точечные оценки параметра потока отказов 213

ток отказов для установившегося про
цесса эксплуатации можно считать 
стационарным — пуассоновским. В 
этом случае надежность изделия обыч
но характеризуют параметром потока 
отказов Я.

Рассмотрим один из распространен
ных планов испытаний. Испытывается 
N изделий в течение заданного вре
мени Л Фиксируется общее количество 
отказов Я. Согласно эргодическому 
свойству закон распределения числа 
отказов зависит только от суммарного 
времени
Б =  N t

Тогда выражение для апостериор
ного распределения показателя Я. при
нимает вид

ехр fr  +  E)2 )
2о* ] •

(5)
Определение доверительных гра

ниц осуществляется следующим об
разом. Устанавливается доверительная 
вероятность у. Далее вычисляется 
вероятность

У' I — у 
2 ‘

испытаний всех изделий. В этом слу
чае вероятность появления R  отказов 
за время испытаний описывается зако
ном Пуассона:

В качестве априорного распределе
ния параметра Я обычно принимается 
усеченное нормальное распределение

(Я.-*)*
Я  (Я) =  Ле 2а* при Я > 0 ;  (3)

Я  (А,) =  0 при Я <  0.

В соответствии с формулой (1) апо
стериорная плотность распределения 
в этом случае принимает вид

п Г Я2 +  2Я(сг| — Л)) 
и  (Я) =  ЛЯ* ехр | -------- 1 go®--------- у

(4)
где

С использованием выражения (5) ин
тегральная функция апостериорного 
распределения

Р(Я) =  |  ©<Я)гіЯ, 
о

при принятых обозначениях может 
быть представлена в виде

Р(Ь) =
Jr  (Я) 

Jr
(6)

(Я + Р )а 1
2 о» J

dk.

Доверительные границы ^  и Яа, от
вечающие доверительной вероятности 
у, определяются как значения Я, 
соответствующие значениям:

F (k) =  y'; 1
5(Я) =  1 - у ' .  J

Г.р Г Яа +  2Я(<x2S —  А)} ж
J >■* « Р  I ------------- ¿ 5 -------- &
о  ̂ J

Введем следующие обозначения: 
Р — a2-S — Л;

В инженерной практике необходи
мые расчеты могут быть проведены 
на ЭВМ.

Пример 1. Испытываются три тех
нических устройства в течение 500* ч 
каждое. В процессе испытаний зафик
сировано шесть отказов. Кроме того, 
считаются известными параметры ап
риорного распределения параметра по
тока отказов:

2 ,5-10-3 1/ч; о =  0 ,7 -ІО-3 1/ч.
Требуется определить доверительный 
интервал показателя надежности Я,
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соответствующий доверительной ве
роятности у — 0,8.

По имеющимся данным определим Р 
и у':
р =  0,5- 10-е-3-500 — 2 ,5 -10-3 =
=  —1,75-10-®;

В соответствии с изложенным мето
дом значения нижней и верхней дове
рительных границ соответственно ра
вны:
X* = 2 ,1 *  ІО-3 1/ч; Х2 =  3 ,6-ІО"3 І/ч.

В качестве точечной оценки, объеди
няющей априорные данные с резуль
татами испытаний, целесообразно при
нять математическое ожидание апо
стериорного распределения, которое 
может быть записано в виде

2в  “ */д
Введя обозначения 

Ь =  кв-,

(7)

к а*
а?

и перейдя к безразмерному параметру

х  = %
к Ѵ к  9

получим следующее соотношение:

ѵ -  Зд+і(*)
* -  <Ы *) ’

где

(8)

^ р е * р { - - Ц - Р ')* ¡Ас;

4 6 - 1
р = - р г -

Значение х  можно определить из 
следующего рекуррентного соотно
шения:

*Д+1 “

Определим х0, соответствующее слу
чаю, когда в процессе испытаний не 
зафиксировано ни одного отказа:

V Оі (*)
° Со (*) ’

где (¿о (х) =  / 2 я  [1 — Ф (р')1;
(Р'>

Ъі(*) =  е 2 -  р'<?0;
Э' _  иг

С помощью рекуррентного соотно
шения (9) по известному значению х0
МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ X], х2, х3 и т. д. 
Значение уточненной оценки гд при
этом определяется соотношением

гв  =  =  хна, (10)
Пример 2. С учетом условий примера 

1 определим уточненную оценку по
казателя надежности.

Вычислим б и к\
б =  2,5- ІО“3-3-500 =  3,75;

0,5-10-* 
“  6 ,2 5 '10_|і =  0,08.

Далее определим значения:
3.75 0 ,008-1

Р у- --- " 1̂ »
/0,008

Ф (—2,5) =0,012;

$0 =  0,012 /6Д8 = 0,03;

С1Х (х) =  е~3-12 +  0,012 Ѵ б М  =  0,074;

*о
0,074
0,03 =  2,5.

Затем найдем значение

Ч  =  +  2,5 =  2,9/

Аналогично рассчитываются: 
х2 =  3,18; х3 — 3,43;
Ч  — 3,65; хь =  3,85; х9 =  4,05.

Значение уточненной оценки гв вы
числяется по формуле (10):

(9)
2« =  2 ,5 'Ю-з /0 ,08 -4 ,05  =  
=  2 ,8 'ІО"3 І/ч.
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Рассмотрим еще один приближенный 
метод расчета, дающий при большом 
числе отказов 7? хорошие результаты. 

Можно показать, что значение хп
удовлетворяет условию 
где

*я  =  - - ^ - + ' | /  ( - х ) 2 +  Л; (11)

* я  =  - _Ѵ +  V ( т ~ )  +  *  +  *•
( 12)

Поэтому для /? >  5 (когда точные 
вычисления становятся более трудоем
кими) значение может быть заме
нено одним из значений или Жд, 
или их средним арифметическим:

х я  ~
ХЯ “Ь хя  

2
Пример 3. С учетом условий приме

ра 1 определим значение по прибли
женным формулам. Подставляя исход
ные данные в выражения (11), (12), 
получим следующие приближенные 
значения Хд:

Отсюда приближенные оценки пара
метра потока отказов Хв:

гв =  2,75*КГ3 1 /ч; т* — 3 -ІО-3 1/ч; 
2в =  2 ,9 -ІО“3 1 /ч.

Точность байесовской оценки мо
жно характеризовать дисперсией апо
стериорного распределения. В при
нятых обозначениях она может быть 
представлена соотношением

п  (Ч  ( (Х) У
Н J я W  \  1в1М  >
С использованием безразмерных па

раметров она принймает вид

О я  =

где

ед =
QR+2 (Х) ( <?Д+1 (X) \2

V Сія(х) ) (13)
(¿ Я  (*) V <?Д (X )

Выражение (13) можно представить 
в виде
ед =  хя+1хя  ХЯ-

Можно записать другое выражение 
для

(14)ея  =  * + 1 — Р'*л —
С помощью полученных формул лег

ко определить дисперсию оценки 2д.
Пример 4. Априорные данные и ре

зультаты испытаний задаются усло
виями примера 1. Определим диспер
сию байесовской оценки. По формуле 
(14)
ев =  7 +  1 +  2,5-4,05 — (4,05)2 =  0,9.

Далее определим дисперсию апо
стериорного распределения

=  0,08-6,25- 10_в-0,9 =
=  0,45- 10“в (1/ч)2.

Рассмотрим случай изделий, когда 
априорное распределение параметра X 
является равномерным в интервале X* 
и Х2:
Н (Я) =  -*— —  для Хх <  X <  Ха;

Н (X) =  0 для X <  Хх; X >  Ха.
При равномерном априорном рас

пределении апостериорное распреде
ление параметра потока
©(X) =

м (ЬЗ)* .с , , „
А р  е для Ха < Х  < Я я;/?!

0 дли X ^  X}, X ^  X | ,
где 
А = Кя

\ (ХЯ)* _
я » ¿X

Наиболее вероятное значение

Л — 5 - .

Математическое ожидание

г = * ± і - .
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3. АПРИОРНОЕ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
ПОКАЗАТЕЛЯ НАДЕЖНОСТИ 
ВОССТАНАВЛИВАЕМОГО 
УСТРОЙСТВА

Ниже рассматриваются возможные 
пути построения априорного распре
деления неизвестного показателя на
дежности при использовании различ
ных дополнительных сведений в ка
честве исходных данных. В качестве 
показателя надежности рассматрива
ется параметр потока отказов восста
навливаемого изделия. Полученные ос
новные результаты и выводы могут 
быть отнесены к другим показателям 
надежности и математическим моделям, 
описывающим процессы возникновения 
отказов.

Допустим, что в состав испытывае
мого изделия входит элемент с извест
ной величиной надежности. Тогда, 
если отсутствует резервирование этого 
элемента, естественно предположить, 
что параметр потока отказов изделия 
ограничен снизу значением надежности 
этого элемента. Аналогичная ситуа
ция возможна, если сложное устрой
ство состоит из блоков, часть из ко
торых входила в ранее разработанные 
изделия и поэтому длительное время 
эксплуатировалась. На практике та
кие ситуации складываются весьма 
часто в связи с широким внедрением 
унифицированных блоков и узлов. 
В этих случаях до проведения испыта
ний изделия можно считать, что пока
затель надежности изделия Я удовлет
воряет условию 
Я >  Яі,
где Ях — параметр потока отказов той 
части изделия, надежность которого 
известна в результате предшествующих 
испытаний или длительной эксплуата
ции. в составе других изделий.

б  качестве верхней границы пара
метра Я2 можно принять расчетное 
значение, вычисленное исходя из на
иболее тяжелых условий эксплуата
ции. Кроме того, верхняя граница 
Может быть установлена по данным 
испытаний и эксплуатации подобных 
устройств, если известно, что при раз
работке и изготовлении испытывае
мого изделия приняты специальные

меры по повышению надежности. Это 
может быть в случае, если оценива
ется надежность изделия, прошедшего 
модернизацию с целью повышения 
надежности. Тогда в качестве верхней 
границы интенсивности отказов можно 
принять значение надежности Я2 этого 
изделия, которое оно имело до модер
низации.

Второй метод построения априорного 
распределения применим в случае, 
когда до проведения испытаний данно
го типа изделий известна априорная 
оценка Аь+1 его неизвестного показа
теля надежности Я&+1 и задан набор 
пар значений (Ах, Ях, Аз, Я2, ..., Ап, 
Яп) показателей надежности и их 
априорных оценок для других типов 
изделий, подобных испытываемому (из 
предшествующего опыта проектиро
вания и эксплуатации аналогичных 
устройств).

Поскольку надежность изделия мож
но характеризовать надежностью 
компонент, показатель Я; любого из
делия из всего класса, объединяющего 
подобные изделия, можно считать так
же случайным, принадлежащим не
которой генеральной совокупности. В 
этом случае целесообразно априорное 
распределение показателя Я;, соответ
ствующее каждому значению А¡, при
нять нормальным с параметрами, за
висящими от значения А;:

Н  (Я, ) 

где

-1*|-ч (М1а
- = ! — е. 2°* (*«> ,
Ѵг 2по(кі)

т| (Аі ) =  М (Яі /Аі); 

СТ(М  =  V В гц  М ;

М  — оператор математического ожи
дания.

Если априорная оценка не имеет 
систематической ошибки, то
М  {Я|/А,*} =  А|.

В этом случае регрессионный ана
лиз используется только для опреде
ления дисперсии априорного рас
пределения.

Для оценки дисперсии необходимо, 
чтобы был известен вид зависимости
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дисперсии о2 (Л) с точностью до неиз
вестного коэффициента О:
а2 (А) == бф (Л).

помощью расчетных формул (16), (17) 
(18):
Я  (Л*+1) =

Значение ^  (Л) для оценки диспер
сии а2 (Л) имеет следующий вид:

к
2  (Л *-А *)1

5 2 (Л) =  ф(й) ---------------. (15)
£ ф ( Л | )
і= і

Дисперсия априорного распределе
ния, вычисленная в точке кк+ІУ при
ближенно равна

Л
Е (Лі- м2

Фк+і) — ф (^£+і) ‘ й *
2  ф <**)
і= і

( іб }

Обычно в практических задачах 
можно считать, что дисперсия возра
стает пропорционально А или Л2. 
В этих случаях формула (16) преобра
зуется в следующий вид:

к
Е -  **>*

(Лк+і) =  ------------

2 л*
*=1

для ф(Л) =  аЛ; (17)

(Ч +і~ Нк+х)2
=  - = - 1________е  252 (Ч ч -і)

Ѵ 2 л  Б (кк+1)

Третий метод построения априорного 
распределения относится к случаю, 
когда дополнительные сведения об 
испытываемом изделии ограничены за
данием априорной оценки Л показателя 
надежности и значением ее точности. 
Дисперсия оценки о2, характеризующая 
ее разброс относительно параметра X, 
служит мерой этой точности. Допу
стим, что априорная оценка не имеет 
систематической ошибки. В этом слу
чае в качестве дисперсии априорного 
распределения может быть принята 
известная величина а2. Таким образом, 
если известна априорная оценка и ее 
дисперсия, то в качестве априорной 
оценки неизвестного показателя сле
дует принять нормальное распределе
ние с математическим ожиданием Л 
и дисперсией от2-

Пример 5. Известна расчетная оценка 
параметра потока отказов А =  200 X 
X 10~б 1/ч и ее среднеквадратичная 
погрешность о =  40- ІО“6 1/ч. В этом 
случае в качестве априорного распре
деления принимается

(К—200-10-*)*
____ 2.1600.10-*°
•ІО “5

Н ( Х )  =
1

1Л2я40

кЕ ( ы  -  К ) 2

(*М-і) =  Л1+1 к
Е"?і=1

для ф (Л) == ак2. (18)

Таким образом, если априорная 
оценка показателя надежности явля
ется несмещенной, то в качестве апри
орного распределения следует принять 
нормальное распределение с математи
ческим ожиданием, равным априорной 
оценке надежности испытываемого из
делия, и дисперсией, вычисленной по 
имеющимся статистическим данным с

4. ЭМПИРИЧЕСКИЙ 
БАЙЕСОВСКИЙ ПОДХОД 
К ОЦЕНКЕ ПАРАМЕТРА 
ПОТОКА ОТКАЗОВ

Задание априорного распределения 
для применения теоремы Байеса во 
многих практических задачах затру
днительно.

Эмпирический байесовский подход 
может быть использован в ситуации, 
когда для оценки надежности по ре
зультатам испытаний имеются стати
стические данные по большому числу 
изделий, подобных испытываемому. 
В этих случаях можно получить оцен
ки, которые при увеличении априор_
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ных данных стремятся к байесовским. 
При этом оценка надежности осущест- 
вляется без предварительного опреде
ления априорного распределения.

Для изложения существа метода 
рассматривается следующая типовая 
ситуация. В течение длительного пери
ода заводом выпускаются однотипные 
изделия. В силу естественной неста
бильности производственных процес
сов и исходных материалов надежность 
выпускаемых изделий может колеба
ться в значительных пределах. При 
этом изделия, принадлежащие разным 
партиям, могут считаться подобными. 
Д ля сложных восстанавливаемых из
делий поток отказов можно считать 
простейшим с параметром А, который 
в каждой партии считается постоянным, 
а от партии к партии в силу указанной 
нестабильности может изменяться, 
принимая различные значения А* (ин
декс і — номер партии). Для постоян
ного контроля уровня надежности изго
товляемой продукции систематически 
проводятся выборочные испытания из 
каждой выпускаемой партии, в про
цессе которых оцениваются показа
тели надежности А*. Размер выборки, 
т. е. количество испытываемых изде
лий N  и время испытаний /, одинаков 
для всех партий. Поэтому общая на
работка

Б =  N t

во всех случаях остается постоянной.
Тогда, если отсутствуют какие-либо 

дополнительные данные, в качестве 
оценки параметра А* следует принять 
оценку максимального правдоподобия:

ной, безусловное распределение кото
рой может быть представлено в виде

ОО
ф (Я) =  |  ф (Я/А) И (А) йК

о
где Н (А) — априорная плотность рас 
пределения А, характеризующая раз
брос параметра А от партии к партии, 
которая по условиям задачи считается 
неизвестной; ф (Я/А) — распределе
ние вероятностей числа отказов, соот
ветствующее каждому значению А.

Для многокомпонентных изделий чи
сло отказов при установившихся усло
виях эксплуатации распределено по 
закону Пуассона:

ф (Я/А) = (АЗ)*
Я !

Тогда безусловное распределение 
Ф(Я) принимает вид

♦  (Я) =  - ^ т  І  № ) г< н  (Ч
О

(19)
Байесовская оценка 2Д, минимизиру

ющая среднеквадратичную ошибку, 
принимает вид

е~ к8(К8)н + іИ (к) ¿А

гв  =  ^  *
|  (АЯ)* Н (А) ¿А
о

(20)

где Яі — число отказов всех изделий, 
зафиксированных во время испытаний 
выборки из і-й партии.

Если ко времени испытаний изделий 
(6 — 1)-й партии накоплены резуль
таты выборочных испытаний изделий, 
предшествующих к-й партии, то они 
могут быть использованы при обра
ботке результатов выборочных испы
таний (к +  1)-й партии.

Количество отказов Я і в  каждой 
выборке является случайной величй-

В данном виде воспользоваться фор
мулой (20) для практических расчетов  
нельзя, поскольку априорное распре
деление /  (А) неизвестно.

Однако, сопоставляя выражения (19) 
и (20), можно записать следующее ос
новное соотношение для байесовской 
оценки:

Я + 1  ф ( Я + П  
Б  ф ( Я )  ’

из которого видно, что в случаях, ко
гда имеющиеся статистические мате
риалы позволяют определить ф  (Я ), 
оценку 2Д м ож но получить, не при-
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бегая к предварительному построе
нию априорного распределения.

В данном случае, используя имею
щиеся ко времени испытаний (У +  1)-й 
партии изделий материалы, выраже
ние для эмпирической байесовской 
оценки можно записать в виде

г(Як+1) Ъ + і  1 ^  (%ь+1 ~І~ О
5 И- (^ь+і) 1

(21)

где р (х ) — число партий из испытан
ных ранее У партий, в процессе испы
таний которых произошло х  от
казов.

Оценка г (/?&+1) при больших зна
чениях У близка к байесовской, по
скольку значения И1 (Кк+1 О

У и

М- (^к+1) 
к

по мере увеличения Устремят

ся соответственно к вероятностям 
ф (#й+і"І' О и Ч>(Як+і)- .Использо
вание формулы (21) для оценки пока
зателя надежности правомерно только- 
при достаточно больших к. При этом 
эффект в повышении точности такой 
оценки зависит от степени нестабиль
ности производственных процессов 
(разброса Хг) и количества испытанных 
ранее партий изделий (к) и может быть 
значительным. Применение перечис
ленных методов возможно только в том 
случае, если анализ природы разброса 
показателей надежности подобных из
делий допускает интерпретацию каж
дого показателя как случайной вели
чины, заданной своим априорным рас
пределением.

8*



Глава 10. Триботехнические задачи
надежности машин

1. ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ 
ТРЕНИЯ и ИЗНАШИВАНИЯ

Основные положения теории внеш
него трения и усталостного изнашива
ния разработаны с учетом механики 
контактного взаимодействия шерохо
ватых твердых тел и физических пред
ставлений о разрушении контакта, 
основанных на фактах эксперименталь
ной трибологии, важнейшие из кото
рых следующие:

микронеоднородность физических 
свойств и геометрических очертаний 
поверхностей реальных тел, приводя
щая к дискретному характеру зоны 
фактического контакта;

наличие в процессе трения и изна
шивания критических точек, т. е. 
таких сочетаний внешних и внутренних 
факторов, при которых в течение на
блюдаемого процесса появляются ка
чественные изменения;

усталостный характер процесса раз
рушения поверхностных слоев твердых 
тел при трении.

Положение об усталостной природе 
изнашивания, выдвинутое ранее в ка
честве гипотезы, к настоящему вре
мени подтверждено результатами фи
зических исследований и сформулиро
вано в виде теории фрикционной уста
лости.

Повышение долговечности машин ли
митируется главным образом долго
вечностью узлов и элементов трения. 
Создание узлов с минимальными по
терями на трение равносильно высво
бождению огромных ресурсов рабочей 
силы и различных материальных за
трат, в том числе ремонтных предпри
ятий.

Эта задача крайне усложнится, 
так как тенденции развития науки, 
техники и производства ведут к уже

сточению и усложнению режима ра
боты машин, а значит, и узлов трения 
по нагрузкам, скоростям, температу
рам, вибрации, условиям воздейстия 
различных газовых и жидких сред, 
воздействию радиации и т. д. Эти же 
тенденции таковы, что габаритные раз
меры и масса узлов трения будут 
уменьшаться, что еще больше услож
нит задачу. Возникают новые виды 
ускоренного изнашивания, например 
изнашивание деталей под влиянием 
водорода, не известное ранее. Прин
ципиально различно должны решаться 
задачи трения и изнашивания при 
торможении реактивных самолетов, 
возвращаемых космических объектов, 
скоростного магистрального, моно
рельсового и трубоконтейнерного 
транспорта, при использовании линей
ных и реактивных двигателей с магнит
ным и газодинамическим подвесом. 
Чрезвычайно важно повысить срок 
службы узлов трения и инструментов 
при глубинном бурении и работе 
в морских глубинах. Также новым 
вопросом является повышение износо
стойкости элементов атомной энерге
тики. Исключительное значение при
обретают вопросы трения и изнашива
ния для узлов трения автоматизиро
ванных и программирующих устройств, 
особенно для роботов и манипуляторов, 
а также для сельскохозяйственного 
машиностроения.

Наука о трении и изнашивании (три
бология) устанавливает ряд фунда
ментальных экспериментально-теоре
тических закономерностей, решает 
прикладные инженерные (триботехни
ческие) задачи в области трения без 
смазочного материала и со смазочным 
материалом (граничное, гидродинами
ческое, газодинамическое и контактно
гидродинамическое) абразивного и ус-
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талостного изнашивания, которые ре
ализуются в различных узлах машин 
при скольжении, качении или качении 
со скольжением.

Расчетные методы оценки износа 
поверхностей трения. За основную 
расчетную характеристику процесса 
изнашивания принята интенсивность 
линейного изнашивания / ь, определя
емая одним из следующих безразмер
ных соотношений:

/л =
сИі йѴ

А. ггСіРп
К (Ю , йѴ 

~  рт (Ит ~  а (Ш ’ ( 1)

где Л, V, б  — величины линейного, 
объемного и массового износа соответ
ственно; £ т — путь трения; А т — но
минальная площадь трения; ха =  
— Рт/А а — удельная номинальная 
сила трения; А а — номинальная пло
щадь контакта; Рт — сила трения; 
ѴР =  РТРТ — работа силы трения; 
рт — плотность истираемого материала;
^ - А д/ .

В некоторых случаях целесообра
зно использовать для расчета объем
ную /у , массовую /<з или энергетиче
скую /\у интенсивности изнашивания:

, йѴ , сЮ , йѴ
Іѵ=ж ;‘' Іа~ ж ;;

связь которых с линейной интенсив
ностью изнашивания следует из со
отношений (1). Кроме того, используют 
характеристику, называемую скоро
стью изнашивания =  *Й/^СК, ко
торая связана с интенсивностью соот
ношением 7/г =  Уіі/ѵ, где ѵ и /ск — 
соответственно скорость и время сколь
жения. Величина, обратная интен
сивности (или скорости) изнашивания, 
называется износостойкостью.

В отличие от перечисленных харак
теристик изнашивания значение ли
нейной интенсивности изнашивания не 
зависит от выбора системы единиц из
мерения определяющих величин. Поэ
тому эта характеристика используется 
как основная для расчетной оценки 
износа.

В стационарном (установившемся) 
режиме интенсивность изнашивания 
постоянна, и дифференциалы в соот
ношениях (1) могут быть заменены со

ответствующими конечными прираще
ниями. В случае скольжения твердого 
шероховатого тела по гладкому де
формируемому интенсивность изна
шивания последнего определяется сле
дующими формулами:

при упругом взаимодействии контак
тирующих микронеровностей

при пластическом

где

V ѵГ (у) Г (1 +  а 2)
4(ѵ +  1)Г(ѵ +  */2)

Р — 1/(2ѵ+ 1); — номинальное
контактное давление; ѵ* — коэффи
циент эластичности истираемого ма
териала; Кѵ — расчетный микрогео
метрический коэффициент; /?тах, — 
соответственно наибольшая высота и 
средний радиус вершин неровностей 
поверхности; сто» е<ь * — параметры 
фрикционной усталости истираемого 
материала; г]с — относительная кон
турная площадь контакта; НВ  — твер
дость по Бринеллю; ѵ, Ь — параметры 
степенной аппроксимаций опорной кри
вой шероховатой поверхности;
К™ — расчетные коэффициенты, при
водящие сложное деформированное со
стояние материала в зоне контакта 
к эквивалентному одноосному растя
жению соответственно при упругом и 
пластическом взаимодействии; Г — 
гаммц-функция.

В случае, когда шероховатость исти
раемого тела такова, что сравнительно 
с твердым (в индексе 1) контртелом 
оно не может считаться гладким (в ин
дексе 2), в зависимости (2) и (3) вводят
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эквивалентные характеристики ше
роховатости:

R =  RiR^iRi  +  ft2);

R max — ^тпах 1 H-  R шах 2 ! 
v2;

Ь — &1&2 KbRmax
nv 1 f?v- A max l7'  max 2

Къ = Г ( У ! + 1 ) Г ( у а + 1 )  
Г ( ѵ +  1)

Для учета упругих свойств контр
тела в формулы. (2) и (3) вводят кор
ректирующий множитель

а  =  ^ 1 +  -  (ѵ+1) ¿/(2v+l)

Температурно-скоростной фактор 
учитывается как параметр, влияющий 
на изменение физико-механических 
свойств контактирующих тел вслед
ствие их разогрева, так что эти свой
ства должны быть учтены в (2) и (3) 
в соответствии с результатами тепло
вого расчета или эксперимента по 
определению температуры поверхно
стей трения.

На практике основные факторы, 
определяющие износ, часто подвер
жены случайным вариациям. Согласно 
формулам (2) и (3) зависимость ин
тенсивности изнашивания от большин
ства факторов носит степенной харак
тер:

I =  /СѳѲ'Ч (4)
где Ѳ и /пѳ — значения некоторого 
фактора и показателя степени при нем.

Среднее значение I и коэффициент 
вариации V/  интенсивности изна
шивания для ряда законов распреде
ления Ѳ могут быть выражены в виде

/ = /Свѳ"Чі; Кі^Ь-Іі/Ь.
где Ѳ — среднее значение фактора; 
£і, £2, Із — коэффициенты, зависящие 
от типа закона распределения Ѳ.

При расчете износа конкретных со
пряжений, обладающих, как прави
ло, неравномерно распределенной 
эпюрой давлений и скоростей сколь
жения, зависимости (2), (3) или (4) 
выступают как элементные законы

изнашивания. С учетом конструктив
ных особенностей их используют для 
вывода уравнений изнашивания со
пряжений.

Так, ресурс сопряжения вал—втул
ка с обратной парой трения (неизна
шивающаяся втулка с радиусом R) 
при постоянных нагрузке ф и угловой 
скорости ¿о определяется выражением

иі
Т =  Г 0 |  + “ + ‘ (у) йу, (5)

О
где 

W :
+  ЧУ' 8° — Л ( ° ^ і: 

Ri — начальный радиус вала;

Г 0 =
2л Ѵ л Т  ( “i p  +  і )

Г (
т  +  3 X

шД (0)

У

X (°) bh (0);

а (0  -  а (0)
А (0)

— нормированный износ.
Здесь Д (0) — начальный радиаль

ный зазор сопряжения; ^тах (0) — 
максимальное контактное давление;. 
Ьк (0) — полуширина площадки кон
такта по Герцу в неизношенном со
пряжении.

Для практически важного случая 
е «С 1 из выражения (5)

3—тп
2 Т 0

(1 + У ) 2 - 13 — ѵп 
при m Ф  3;

Г — Го 1п (1 +  у) при m =  3.

/

(6)

Ближайшей общей задачей развития 
расчетных методов оценки износа яв
ляется разработка на основе теории 
фрикционной усталости комплекса ме
тодик для расчета долговечности и на
дежности по изнашиванию наиболее 
распространенных сопряжений дета
лей машин в характерных условиях 
эксплуатации. Актуальными являются
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исследования так называемой динами
ческой износостойкости при перемен
ных режимах трения, характерных 
для реальных условий работы машин.

Практика инженерного применения 
методов показывает, что аналитические 
закономерности позволяют при про
ектировании машин эффективно оце
нивать возможные процессы изнашива
ния. Эти методы требуют дальнейшего 
развития как в теоретическом плане, 
так и в части накопления необходи
мого справочно-нормативного материа
ла по механическим и усталостным 
свойствам поверхностей трения, по 
параметрам их микрогеометрии. Важ
нейшим условием дальнейшего совер
шенствования расчетов на изнаши
вание является также создание спе
циализированного комплекса испыта
тельно-измерительной аппаратуры для 
определения используемых в расчете 
параметров с применением ЭВМ.

Усталостное разрушение поверхно
стей трения. Усталостная теория из
нашивания позволяет с единых пози
ций рассмотреть разрушение поверх
ностей трения, несмотря на все много
образие конструкций фрикционных 
пар, материалов, условий их работы 
и изменений, происходящих в процессе 
трения. Молекулярно-механическая 
теория трения получила широкое раз
витие. Одно из направлений дальней
шего совершенствования расчетной ме
тодики — накопление справочно-нор
мативного материала по механическим 
и усталостным свойствам поверхно
стей трения.

Исследования физической сущности 
процессов, происходящих на контакте, 
обусловлены не только поиском путей 
для уточнения существующих расчет
ных зависимостей, но и необходи
мостью выявления структурных кри
териев разрушения. Исследование 
структурных изменений поверхностей 
трения позволило выявить их периоди
ческий характер и тем самым обосно
вать представление об усталостной 
природе изнашивания.

В результате детального исследова
ния на модели фрикционного контакта 
(скольжение цилиндра, моделирующе
го единичную неровность, по плоской 
поверхности) с помощью рентгенов
ского анализа, измерения электриче

ского сопротивления, металлографиче
ского анализа была выявлена зави
симость характеристик периодических 
кривых от условий трения (нагруже
ния, смазывания, характера перемеще
ния элементов пары трения).

Периодический характер структур
ных изменений (рис. 1) обусловлен 
периодическим ростом плотности дисло
каций до критического значения (уп
рочнением) и последующим ее частич
ным уменьшением в результате нару
шения сплошности материала путем 
образования микротрещин (разупроч
нением поверхности). Таким образом, 
среднее для каждой периодической 
кривой расстояние между минималь
ными значениями исследуемого струк
турного параметра (ширины дифрак
ционной линии, электрического со
противления, микротвердости и т. д.) 
является числом циклов до разруше
ния N  (см. рис. 1). С увеличением на
грузки 7т  число циклов до разруше
ния уменьшается, при использовании 
смазочного материала — увеличи
вается. Изменяется и максимальное 
значение структурного параметра, на
пример ширины дифракционной ли
нии В (см. рис. 1). Поскольку между 
последней и остаточной деформацией 
существует линейная связь, исполь
зование градуировочных кривых по
зволяет определить остаточную де
формацию в поверхностных слоях при 
трении и установить соотношение ме
жду нею и числом циклов до разру
шения (рис. 2). Полученное на базе 
периодических кривых уравнение 
фрикционной усталости для стали 45

№ ’4вт =  0,06 (7)

оказалось аналогичным уравнению 
Коффина для малоцикловой усталости

ЛГ°’5Де =  0,29, (8)
где N  — число циклов до разрушения; 
ет — остаточные деформации при тре
нии; Ае — размах пластической де
формации.

Проверка значимости отличия пока
зателя степени 0,4 в уравнении (7) 
от 0,5 в уравнении (8) показала, что 
с доверительной вероятностью 90 % 
это отличие не является систематиче
ским, а обусловлено действием слу-
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Рис. 1. Зависимость ширины дифрак
ционных линий В (220)
а  — Ре от числа воздействий нако
нечника:
о ~  Ят =  598,2 МПа; б -  </т  =
=  1343.5 МПа

чайных факторов. Общность характера 
структурных изменений и аналитиче
ских зависимостей, описывающих раз
рушение металлов и сплавов при обыч
ных испытаниях на усталость и при 
испытаниях на фрикционную уста
лость, свидетельствует об общности 
механизма разрушения при обоих ви
дах нагружения и обосновывает право
мерность использования обычных урав
нений усталости для процесса трения.

К вопросу об избирательном пере
носе при трении. В трении при гранич
ной смазке контакт дискретен и со
ставляет ничтожную долю от номиналь
ной поверхности, что предопределяет 
взаимное внедрение неровностей, тем
пературные вспышки на них и высокие 
удельные нагрузки на смазочную плен
ку, обусловливающие изнашивание че
рез эту пленку. В режиме избиратель
ного переноса (ИП) контактирование 
происходит по площадям, на несколько 
порядков большим, чем при граничной 
смазке, поэтому трение носит непре
рывный характер, происходит при низ
ких давлениях, а смазочный материал 
не испытывает влияния температурных 
вспышек. Это оказывается возможным 
благодаря тому, что в начальной ста
дии трения возникает избирательное 
растворение поверхностного слоя мед
ного сплава, в результате чего обра
зуется защитная металлическая плен
ка, в которой локализуется трение.

ід(іт-юо)

Рис. 2. Связь между числом циклов 
до разрушения и остаточной дефор
мацией, трение без смазочного мате
риала:
1 — расчет по формуле (7); 2 — расчет
по формуле (8); 3 — область эксперимен
тальных значений

Электрохимический процесс избира
тельного растворения вызывается ак
тивными продуктами трибодеструкции 
смазочного материала, вступающими 
в химическую реакцию с анодными 
компонентами сплава, в результате 
чего в сплаве на месте ушедших ато
мов остаются вакансии, а на поверх
ности и в порах — металлорганиче- 
ское соединение — трибопав. Кроме 
того, возникают полимерные образова
ния и коллоиды, участвующие в умень
шении трения и изнашивания.

ИП апробирован в сопряжениях 
металлорежущих станков (направляю
щие, пара винт—гайка), прессового 
оборудования (подшипники скольже
ния), редукторов (червячная пара), 
автомобилей (узлы передней подвески), 
нефтепромыслового оборудования (уз
лы трения насосов, буровой инстру
мент).

ИП применяется особенно широко 
в таких узлах^ где в условиях гранич
ной смазки имеет место очень большой 
износ, например в тяжелонагруженных 
узлах трения самолетов (узлы пово
рота крыла, шасси и др.), в узлах 
трения, смазываемых морской водой, 
в забортных механизмах кораблей, 
в уплотнениях магистральных нефте
проводов, электробуров, водяных на
сосов, в станках текстильной промыш
ленности.

Рядом производств накоплен мате
риал по результатам эксплуатации 
узлов трения в режиме ИП, повыше
нию надежности узлов трения и эф-
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фективности применения, однако не
обходимо более полное использование 
описанных выше преимуществ при 
проектировании новых видов машин и 
конструкций.

Оценка качества обработки поверх
ности и износостойкости по параме
трам, характеризующим структурное 
состояние металлов и сплавов. Уста
новление закономерностей пластиче
ской деформации и целенаправленное 
управление процессами поведения ма
териала в зоне контактирования лежат 
в основе достижения максимальной 
износостойкости узлов трения, надеж
ности и долговечности изделий.

Для исследования процесса пласти
ческой деформации зоны контактного 
взаимодействия используют физиче
ские методы, основанные на дифрак
ции электронов, которые несут инфор
мацию о слоях толщиной до ІО-8 м. 
При использовании рентгеновских лу
чей оцениваются слои толщиной 1(Гв— 
ІО-4 м. Важный для процессов трения 
и изнашивания диапазон толщин ІО-8— 
ІО-6 м оказался недоступным для 
исследования при обычном использо
вании рентгеновских лучей, так как 
особенности поверхностных превраще
ний не допускают применения способов 
послойного травления.

На основе систематического исследо
вания большого числа металлических 
материалов и смазочных сред разра
ботаны структурные критерии высокой 
износостойкости, экспериментальной 
основой которых являются параметры 
субмикроструктуры тонких поверх
ностных слоев металлов и сплавов, 
деформированных трением.

Особое место в науке о трении и из
нашивании занимает методология под
бора и оценки эффективности смазоч
ных сред. Для оценки смазочной спо
собности используются абсолютные 
значения коэффициента трения и из
нашивания, критическая нагрузка за
дира, температура разрушения сма
зочного слоя. В основе метода оценки 
смазочной способности лежит высокая 
чувствительность параметров струк
турного состояния тончайших поверх
ностных слоев контактирующих ма
териалов к свойствам смазочной среды.

На рис. 3 показана зависимость 
логарифма интенсивности изнашпва-

A pod
Рис. 3. Зависимость логарифма интен
сивности изнашивания металлов от 
ширины рентгеновских линий тонких 
поверхностных слоев:
а — медь; б — железо; в — никель

ния основных промышленных метал
лов, испытанных при различных сма
зочных материалах, от структурного 
параметра [5. Математическая обра
ботка дает следующее выражение связи 
интенсивности изнашивания и пара
метра структуры:

I  =  - 4 Я -  =  Ю~12 exp 0,5[J, 
p A cL T

где AG — потеря массы образца на 
пути трения Lx с контурной площади
Не

высокая чувствительность параме
тра Р к природе смазочного вещества 
и его корреляция с величиной износа — 
один из критериев оценки смазочного 
действия среды, при этом параметр Р 
отражает комплекс механофизико-хи- 
мических процессов узла трения в це
лом и, следовательно, может служить 
основой решения вопроса регулирова
ния этих процессов в зоне контакта 
твердых тел.

В задачах улучшения качества ме
таллов, сплавов и изделий из них 
особое место занимают средства и ме
тоды поверхностных технологических 
обработок, разработка которых тре-
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сГует контроля с точки зрения физиче
ских процессов, происходящих в кри
сталлической решетке обрабатываемого 
металла.

Анализ условий шлифования тита- 
новых сплавов с точки зрения суб- 
микроструктурных изменений в слоях 
долей микрона показал, что форми
руется резко отличающийся от объема 
комплекс физических и механических 
свойств, характеристики которых по
ложены в основу выбора режимов тех
нологических обработок изделий и 
разработки условий их промышленной 
эксплуатации.

В процессе пластического деформи
рования при трении и изнашивании, 
различных технологических обработ
ках определяющая роль принадлежит 
поверхностным слоям. Физические, хи
мические и механические свойства по
верхности в ряде случаев существенно 
отличаются от свойств внутри объемов 
и определяют поведение изделий в ус
ловиях эксплуатации.

Основы создания новых конструк
ционных самосмазывающихся мате
риалов. Характер разрушения фрик
ционной связи и комплекс процес
сов, протекающих в поверхностных 
слоях и микрообъемах, в значитель
ной степени зависят от ряда факторов: 
геометрических, механических, физи
ческих и химических. Основной за
дачей при создании материалов яв
ляется максимальное увеличение числа 
циклов N  до разрушения, т. е. макси
мальной стойкости поверхностей тре
ния к повторному деформирова
нию:

где t -* шах — параметр, характери
зующий стойкость материала к повтор
ным нагружениям; /  —- коэффициент 
трения; рг — давление на фактиче
ском пятне контакта.

Коэффициент пропорциональности К 
зависит от механизма разрушения ма
териала и связан с коэффициентом 
Пуассона. Ориентировочно можно при
менять для хрупких материалов К  =  
=  5, для высокоэластичных К — 3, 
для металлов К 2,3 V 1 +  1/15рг.

Необходимо снижение молекулярной 
составляющей силы трения

, В
хПол =  +  - г —; Ч  и ß -► ш ш ,

Рт

для чего важно обеспечить необходи
мую и достаточную дефектность струк
туры поверхностного слоя твердого 
тела (металла или твердого смазочного 
материала). В этом случае может 
вступить в действие вакансионный ме
ханизм течения поверхностного слоя, 
обеспечивающий минимальную проч
ность вакансионных связей.

Согласно молекулярно-механической 
теории трения для обеспечения малого 
трения и минимального изнашивания 
необходимо соблюдение правила по
ложительного градиента механической 
прочности, по которому прочность 
возникающих молекулярных связей на 
поверхности должна быть меньше проч
ности нижележащих слоев. Положи
тельный градиент сдвигового сопротив
ления по нормали к контакту дхідг 
>  0, когда на поверхности трения 
вводятся жидкие или пластичные сма
зочные материалы. Указанное положе
ние всегда реализуется, так как проч
ность на сдвиг смазочного материала 
значительно ниже, чем металла, на 
который он нанесен. В паре трения та
кой градиент может быть достигнут 
нанесением пленки (металлической, не
металлической и др.), применением 
самосмазывающегося монолитного ма
териала, который в процессе трения 
также обеспечивает положительный 
градиент механической прочности за 
счет активного наполнителя (дисуль
фиды и селениды переходных метал
лов V и VI группы и др.) или путем 
выдавливания смазочного материала 
(маслянит). Все эти явления активизи
руются с повышением температуры, 
трения, которая, в свою очередь, 
приводит к возникновению ряда про
цессов, связанных со структурными 
превращениями в поверхностных 
слоях, явлениями избирательной диф
фузии, газовыделением и, таким обра
зом, к изменению значений коэффи
циентов трения и изнашиваний-

Температура и температурный гра
диент оказывают решающее воздей
ствие на фрикционное поведение ма
териалов.
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Самосмазывающиеся материалы 
прочно вошли в современную технику 
и широко применяются в узлах трения 
машиностроения и приборостроения. 
Это новый класс материалов для узлов 
трения, обладающих способностью соз* 
давать на поверхности контртела ори
ентировочные пленки, имеющие малую 
прочность на срез в поверхностном, 
слое и выдерживающие большое число 
циклов без разрушения. В процессе 
трения эта пленка непрерывно создает
ся и поддерживается, а возникающие 
деформации локализуются в тонком 
поверхностном слое.

Свойства самосмазывающихся мате
риалов можно изменять в широких 
пределах, варьируя для полимерных 
материалов характер исходных хими
ческих молекул, состав и последова
тельность их чередования, вид напол
нителя и степень наполнения, усло
вия синтеза и последовательность об
работки материалов, технологию из
готовления основы и наполнителя для 
порошковых материалов, а также по
крытий и способ их нанесения и др.

Выбор того или иного класса само
смазывающихся материалов зависит 
от назначения узла трения (тяжело
нагруженный, высокотемпературный, 
вакуумный, теплостойкий и др ). Во 
всех случаях необходимо соблюдать 
правило положительного градиента ме
ханических свойств, приводящее к ло
кализации сдвигового сопротивления 
в тонком поверхностном слое.

Разработка и применение твердых 
смазочных и самосмазывающихся кон
струкционных материалов в узлах 
трения без смазочного материала по
ставили много новых задач и потре
бовали новых нетрадиционных кон
структорских и материаловедческих 
решений.

Вследствие повышенного трения в 
узлах с твердыми смазочными мате
риалами возникают напряженные тем
пературные условия. Во избежание 
этого в высокооборотных узлах тре
ния наносят теплопроводящие метал
лические покрытия на контртело, раз
рабатывают теплостойкие материалы, 
улучшают также теплоотвод генери
руемого при трении тепла.

Теплопроводность некоторых твер
дых смазочных материалов, в частности

такого распространенного, как ди
сульфид молибдена MoS2, мала, по
этому при разработке твердых смазоч
ных и самосмазывающих конструк
ционных материалов учитывают их 
фрикционную теплостойкость. При 
конструировании высокооборотных уз
лов трения выполняют проверочные 
расчеты температур с учетом ресурса 
узла трения.

К недостаткам самосмазывающихся 
материалов (особенно полимерных) сле
дует отнести помимо низкой теплопро
водности малую несущую способность, 
а также потерю эластичности и проч
ности вследствие утраты пластифика
тора.

Применение этих материалов позво
лило в ряде случаев отказаться от 
жидких и пластичных смазочных ма
териалов, что существенно расширило 
температурный диапазон использова
ния материалов в узлах трения. Тер
мическая стабильность дисульфида мо
либдена позволяет сохранять пол
ностью смазывающую способность от 
— 180 до 300° С на воздухе и до 1100 °С 
в вакууме. Исключительно высокая 
прочность на сжатие пленки дисуль
фида молибдена позволяет применять 
ее при давлении на контакте, прибли
жающемся к пределу текучести многих 
металлов.

Селениды молибдена, вольфрама, 
ниобия и тантала успешно применяют 
в последнее время для узлов трения, 
работающих в ультравысоком вакууме, 
в качестве наполнителей самосмазы
вающихся материалов и покрытий. 
Одним из больших преимуществ са
мосмазывающихся материалов яв
ляется их малая скорость газовыде- 
ления: Температурный режим работы 
этих материалов в зависимости от 
служебного назначения колеблется в 
пределах —200 ч -1100 °С.

Самосмазывающиеся материалы 
(табл. 1) широко применяют в качестве 
сепараторов подшипников качения, 
вкладышей в опорах скольжения, сма
зывающихся зубчатых колес, в редук
торах трения без смазочного материа
ла, в виде щеток или материалов 
для коллекторов двигателей постоян
ного тока, вкладышей муфт предель
ного момента, в резьбовых соедине
ниях и др.
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I. Рабочие характеристики самосмазывающихся материалов

Материал Среда
Интенсив

ность изна
шивания /

Коэффи
циент 

трения /

Предельная 
температура 
на поверх
ности тре

ния, °С

АМАН Вакуум 0,08 300
Воздух 1,10-® 0,2 300

Порошковый материал с ра- Вакуум 5 ,10-11 0,06—0,08 600
бочим слоем МоБг Воздух і ,ю - 9 0,08—0,12 400
Жаропрочный с рабочим Вакуум і ,іо -10 0,08—0,1 900
слоем Мо8е2 Воздух 1,10“® 0,08—0,12 400

2. МЕХАНИКА КОНТАКТА 
И ОПОРЫ С ГАЗОВОЙ СМАЗКОЙ

Вопросы контактной прочности. Кон
тактная прочность рабочих поверх
ностей деталей машин — одна из важ
нейших качественных характеристик 
ответственных узлов (шариковые и ро
ликовые подшипники, направляющие 
качения, зубчатые и червячные пере
дачи, шариковые вариаторы, пара ко
лесо—рельс, кулачковые и многие 
другие механизмы), работоспособность 
и долговечность которых полностью 
определяют надежность и ресурс мно
гих машин и приборов в целом.

При одном и том же значении кон
тактного напряжения (по Герцу) дол
говечность может различаться в 8— 
10 раз в зависимости от формы пло
щадки контакта. Наименьшую дол
говечность имеют детали с сильно 
изогнутой площадкой контакта, на 
которой вследствие интенсивного про
скальзывания действуют значитель
ные касательные силы.

В результате исследования законо
мерностей возникновения и накопле
ния местных остаточных деформаций 
при контактном нагружении уста
новлено, что уже при напряжении по
рядка 3 ГПа даже у закаленных на 
высокую твердость (НДС 60—62) де
талей появляются нарушения исход
ной их формы, причем значения де
формации растут пропорционально 
четвертой степени расчетного напря
жения и при первом нагружении со
ставляют 50—85 % такого ее уровня, 
которого она достигает при Весьма 
большом (порядка 10е) числе циклов

I нагружения. Оценено влияние этих 
деформаций на напряженное состоя
ние.

В широком диапазоне условий иссле
дована контактная прочность ряда 
пластмасс и спецматериалов. Пока
заны принципиальная возможность и 
границы целесообразной применимости 
этих материалов для, изготовления де
талей, работающих в условиях кон
тактного нагружения, а также их 
преимущества (легкость, способность 
работать в агрессивных средах и при 
ударных нагрузках, неэлектропровод
ность, малая шумность) и недостатки 
(малая грузоподъемность, плохой те
плоотвод, нестабильность формы). Ис
следование упругих характеристик 
этих материалов показало, что при 
определенных ограничениях расчет 
пластмассовых деталей можно вести 
по общеизвестным методикам с исполь
зованием условного модуля упругости.

Известно, что затрачиваемая при 
качении энергия поглощается глав
ным образом поверхностными слоями 
материала, вызывая в них интенсив
ное циклическое передеформирование, 
накопление усталостных повреждений, 
(увеличение износа, нагрев, вибрацию 
и шум рабочих элементов узла. Кроме 
того, легкость хода опоры в ряде слу
чаев определяет работоспособность уст
ройства в целом (например, в гиро
скопах) или же габариты и мощность 
привода (тяжелонагруженные поворот
ные устройства). Созданы оригиналь
ные экспериментальные установки, ко
торые позволили провести исследова
ния трения качения в диапазоне ско
ростей от нескольких сантиметров
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в минуту до 89 м/с при нагрузках 
до 147 кН, различных формах рабочих 
поверхностей (в том числе шара по 
шару) и условиях смазывания.

Исследована зависимость сопротив
ления качению от значений нормаль
ной и касательной нагрузок, скорости,, 
вида смазки, твердости материала де
талей и геометрии сопряженных по
верхностей. Полученные результаты 
дали возможность установить ряд но
вых закономерностей и предложить 
конкретные рекомендации по снижению 
энергетических потерь при качении. 
Разработаны гиперболические, эллип
тические и сложные профили качения 
с одноточечным и двухточечным на
чальным контактом. Проведенные ис
следования показали, что при исполь
зовании этих профилей можно суще
ственно снизить контактные напряже
ния, уменьшить энергетические потери 
в опоре, повысить ее статическую гру
зоподъемность либо получить опти
мальное соотношение этих характери
стик для заданных условий работы и 
требований. Разработана методика оп
ределения напряжений на неэллипти
ческих площадках контакта.

Исследование опор с газовой смазкой. 
Комплексный подход к решению проб
лемы, связанной с внедрением опор 
с газовой смазкой в промышленность, 
заключается в создании инженерных 
методик расчета, разработки техноло
гии изготовления и методов аттеста
ции качества сборки, отработки мето
дик стендовых и производственных 
испытаний, проведении эксперимен
тального исследования статических и 
динамических характеристик узлов на 
опорах с газовой смазкой и, наконец, 
в создании опытно-промышленных об
разцов приборов,, узлов металлорежу
щих станков и испытательных стендов. 
Объективный подход к оценке целе
сообразности применения того или 
иного типа опор является одним из 
основных факторов, не только опреде
ляющих современность разработок, но 
и в значительной мере способствующих 
перспективности их применения в ма
шинах будущих поколений.

Основные свойства газовой смазки 
выгодно отличают ее от жидкостной. 
Минимальные потери на трение, обус
ловленные малой вязкостью газов,

позволяют достигать высокой частоты 
вращения (до 500 000 об/мин), а от
сутствие скачков силы трения при 
относительном перемещении узлов, раз
деленных смазочным газовым слоем,— 
осуществлять перемещения с мини
мальной скоростью скольжения (до 
сотых долей мм/мин).

Подшипники с газовой смазкой, не 
теряя своих эксплуатационных ка
честв, могут работать при температуре 
до 1000° С и выше и высоком давлении 
(вязкость газов практически не зави
сит от температуры и давления). На
пример, при 1000 °С вязкость воздуха 
по сравнению с нормальными усло
виями увеличивается всего в 2,5 раза, 
а при 20 °С и при изменении давления 
от 0,1 до 30 МПа вязкость возрастает 
менее чем в 2 раза. Отсутствие уплот
нений и сборников существенно упро
щает конструкцию опор, а повышенное 
давление на выходе из зазора предохра
няет рабочие поверхности от загряз
нений. Все это позволяет использовать 
их в навигационной, космической, 
ядерной или лазерной технике, где 
некоторые системы должны работать 
в разреженной газовой среде для сни
жения энергетических потерь, в це
лях повышения точности приборов или 
в случаях их работы в стратосфере и 
при частичной разгерметизации аппа
ратуры в космосе.

Завершено комплексное исследова
ние работы опор с газовой смазкой 
в переходном режиме (пуск — оста
новка), в том числе в условиях раз
реженной среды, когда процесс форми
рования газового смазочного слоя осо
бенно затруднен. Именно этот период 
работы в значительной мере определяет 
работоспособность подшипникового уз
ла и диктует требования- к материалам 
его рабочих поверхностей. Впервые 
экспериментально исследовано влия
ние разреженности и состава газовой 
среды, окружающей подшипники, ди
намики разгона, нагрузки, геометри
ческих параметров и материалов на 
условие формирования газового сма
зочного слоя в подшипнике. Выявле
ние закономерности формирования не
сущей газовой смазочной пленки в опо
ре позволило получить в аналитиче
ской форме зависимости для расчета 
характерных скоростей всплытия. Эти



230 Триботсхнические задачи надежности машин

ѵвспл*смІ с

Рис. 4. Изменение скорости всплы
тия Т!Всші подшипников в зависимо
сти от понижения давления для че
тырех газовых сред

зависимости могут быть использованы 
при проектировании и совершенство
вании газодинамических подшипников 
с учетом их геометрических и нагру
зочных параметров и разреженности 
газовой среды различного состава. 
Результаты экспериментальных иссле
дований работы подшипников в пере
ходных режимах показали, что и 
в диапазоне давлений от атмосферного 
до 0,04 МПа скорость всплытия иВСШІ 
газодинамических подшипников прак
тически не зависит от давления окру
жающей среды. Дальнейшее умень
шение давления окружающей среды 
влечет за собой существенное уве
личение скорости всплытия, необходи
мое для образования сплошного газо
вого смазочного слоя (рис. 4).

Унифицированная методика расчета 
жесткости газостатических опор с раз
личными системами поддува позво
лила проводить объективную оценку 
их эксплуатационных характеристик. 
В частности, установлено, что наи
большей жесткостью обладают опоры 
с дискретными источниками поддува. 
Однако такие опоры довольно сложны 
в изготовлении; при относительном 
изменении эксцентриситета (меньше 

.единицы) рекомендуется применять 
опоры с питающими щелями. В таких 
опорах практическое отсутствие потерь 
на расширение газа при входе его в за
зор позволяет применять радиальные 
подшипники с очень малым относи
тельным удлинением (менее 0,5), при
ближая, таким образом, их размеры 
к размерам подшипников качения.

Результаты геометрического и экспе
риментального исследования статисти
ческих и динамических характеристик 
опор с питающими щелями использо
ваны при создании типовых конструк
ций газовых опор, которыми оснащены 
рамки трехстепенного подвеса прибора 
инерциальной навигации, а также ряд 
прецизионных шпиндельных узлов 
шлифовальных станков.

Проведено обширное эксперимен
тальное исследование газодинамиче
ских подшипников со спиральными 
канавками, для работы которых не 
требуется источника сжатого газа. 
Область, профилированная спираль
ными канавками, в таких опорах пред
ставляет собой как бы встроенный ми- 
крокомпрессор, который обеспечивает 
опоре повышенное давление в несущем 
смазочном слое и позволяет создавать 
направленный поток газа от одной 
границы подшипника к другой. Во
преки установившемуся мнению об 
абсолютной устойчивости такого типа 
опор при определенных скоростных 
режимах работы они теряют устойчи
вость. Причем физическая сущность 
этого явления сходна с аналогичным 
явлением в газостатических подшипни
ках, известным под названием «пневмо
молот». На основании выполненных 
исследований оптимизированы геоме
трические параметры газодинамиче
ских подшипников со спиральными 
канавками не только из условия макси
мума статических характеристик, но 
и из условия обеспечения абсолютной 
устойчивости.

В настоящее время ведутся работы 
по теоретическому и эксперименталь
ному исследованию комбинированной 
опоры, представляющей собой сочета
ние газодинамического подшипника со 
спиральными канавками и газостати
ческого подшипника с питающими ще
лями. Такие опоры при переходных 
режимах, т. е. при запусках и останов
ках, не имеют непосредственного кон
такта рабочих поверхностей, а в усло
виях установившегося режима работы 
несущая способность смазочного слоя 
создается спиральными канавками. Та
ким образом, отпадает необходимость 
в источнике сжатого газа.

Технология формирования рабочих 
поверхностей газовых подшипников.
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Одним из новых направлений является 
исследование вакуумных ионно-плаз
менных методов формирования рабо
чих поверхностей подшипников с га
зовой смазкой. В связи с возможностью 
возникновения трения без смазочного 
материала газодинамических подшип
ников в процессах пуска и остановки 
и при случайных касаниях вследствие 
перегрузок, потери устойчивости и 
т. п. (последнее относится к подшипни
кам и других типов) от материалов 
поверхностей трения требуется чрез
вычайно высокая износостойкость, низ
кая повреждаемость и невысокие зна
чения коэффициента трения. Объемные 
свойства материалов деталей газовых 
подшипников должны отвечать сле
дующим требованиям: обладать до
статочно высокой прочностью, ста
бильностью размеров, высокой тепло
проводностью, равными для всех де
талей и по возможности низкими зна
чениями коэффициентов термического 
расширения и т. п.

Практически невозможно найти ма
териалы, которые в полной мере удо
влетворяли бы этим требованиям. Как 
правило, материалы, удовлетворяю
щие комплексу объемных свойств, 
имеют низкие противозадирные свой
ства, легко повреждаются при трении 
и не обеспечивают малых коэффициен
тов трения. Материалы же, обладающие 
достаточной износостойкостью, обычно 
хрупки, имеют низкую теплопровод
ность и с трудом поддаются механиче
ской обработке.. Антифрикционные ма
териалы в большинстве своем обла
дают недостаточной механической проч
ностью.

В связи с малыми нагрузками, дей
ствующими на подшипники с газовой 
смазкой, и высоким качеством поверх
ностей в процессах трения и изнаши
вания участвуют лишь очень тонкие 
поверхностные слои. Именно эта осо
бенность предопределила выбор пути 
создания комбинированных материалов 
для подшипников с газовой смазкой — 
последовательное нанесение на рабо
чие поверхности деталей подшипников, 
изготовленных из конструкционных 
материалов, тонких слоев, обладающих 
высокой износостойкостью и антифрик- 
цнонностью. Из известных методов 
нанесения тонких слоев перспектив

ными для газовых подшипников яв
ляются методы покрытия на атомном 
или молекулярном уровне, т. е. очень 
тонкие равномерные по толщине по
крытия, без заметного ухудшения гео
метрического качества поверхностей.

Наиболее подходящими для нанесе
ния тонких комбинированных поверх
ностных слоев с заданным комплексом 
свойств на изготовленные из кон
струкционных материалов детали га
зовых подшипников являются вакуум- 
но-ионно-плазменные методы нанесе
ния покрытий. Ионные методы весьма 
эффективны для очистки поверхностей 
деталей перед нанесением покрытия 
(бомбардировка ионами инертного газа 
или наносимого вещества) и точной 
размерной обработки газодинамических 

-канавок (ионное травление при бом
бардировке ионами инертного газа). 
Разные методы ионного нанесения по
крытий разрабатывались главным об
разом в электронной промышленности 
применительно к производству ин
тегральных микросхем. В последние 
годы эти методы начинают интенсивно 
развиваться и применяться в машино
строении для нанесения покрытий раз
нообразного назначения, в том числе 
износостойкости и антифрикционных.

Ионные методы нанесения покрытий 
можно разделить на три группы: ме
тоды, основанные на катодном распыле
нии; ионное осаждение; ионное леги
рование или внедрение (имплантация). 
Используются также методы химико
термической обработки в тлеющем раз
ряде (например, ионное азотирова
ние).

В методах первой группы покрытие 
образуется главным образом конден
сацией нейтральных атомов или моле
кул, выбиваемых из «мишени» быст
рыми ионами инертного газа. Благо
даря тому, что выбиваемые частицы 
имеют энергию по крайней мере на 
порядок выше, чем энергия частиц, 
участвующих в образовании покрытия 
при термовакуумных методах, адгезия 
покрытий к подложке существенно 
выше и, что самое главное, для ее 
реализации нет необходимости в на
греве детали до высоких температур. 
При нанесении покрытий из материа
лов с металлической проводимостью и 
полупроводников применяется распы
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ление на постоянном токе, из диэлек
трических материалов — на высокоча
стотном разряде.

В методах второй группы в процессе 
образования покрытия на подложке 
конденсируются главным образом 
ионы, дополнительно ускоренные в 
электрическом поле. Энергия частиц 
еще выше, чем в методах, основанных 
на катодном распылении, благодаря 
чему условия для достижения высокой 
адгезии покрытия к подложке более 
благоприятны. Этому способствует так
же непрерывная «самоочистка» поверх
ности в процессе образования покры
тия в результате бомбардировки ее 
ионами наносимого вещества.

В основе метода ионного легирова
ния лежит бомбардировка обрабаты
ваемой поверхности ионами очень вы
сокой энергии. Такие ионы практиче
ски уже не вызывают явления катод
ного распыления. Они проникают в 
кристаллическую решетку на боль
шую глубину, обеспечивая образова
ние сплава или псевдосплава с сильно 
искаженной кристаллической решеткой.

Методы химико-термической обра
ботки в тлеющем разряде заключаются 
в том, что ионы легирующего компо
нента конденсируются на поверхности 
деталей, находящихся под отрицатель
ным потенциалом (до 1000 В). Благо
даря нагреву деталей в результате 
бомбардировки ионами, а также актив
ному состоянию прибывающих на по
верхность частиц веществ диффузион
ные процессы существенно ускоряются.

Методы ионного легирования, а так
же методы химико-термической обра
ботки в тлеющем разряде позволяют 
получать модифицированные поверх
ности со свойствами, недостижимыми 
при использовании традиционных спо
собов химико-термической обработки 
и диффузионного насыщения поверх
ностных слоев.

Образование покрытий ионными ме
тодами может осуществляться в ре
зультате только физических или хими
ческих (плазмохимических) процессов. 
Последние методы носят название ре
активных. Благодаря этому и другим 
упомянутым ранее особенностям ион
ные методы позволяют наносить высо
кокачественные покрытия из самых 
разнообразных, часто даже нераство

римых в Материале основы, веществ: 
металлов, карбидов, нитридов, бори- 
дов, силицидов, окислов, халькоге- 
нидов и, наконец, полимеров. Этими 
методами можно наносить компози
ционные и многослойные покрытия 
(в том числе и с плавным переходом 
по составу от одного вещества к дру
гому), а также сложные вещества, 
получение которых обычными спосо
бами затруднительно или невозможно. 
Ионные методы позволяют наносить 
даже алмазоподобные покрытия.

Таким образом, при применении 
ионных методов нанесения покрытий:

обеспечивается высокая адгезия по
крытия к подложке за счет хорошей 
очистки и высокой энергии конден
сирующихся частиц (способствующей 
необходимой активации поверхност
ного слоя);

не требуется повышения температуры 
подложки до высоких значений, бла
годаря чему сохраняются структура 
и свойства основного материала и ис
ключаются коробление деталей и по
теря ими геометрической формы;

обеспечивается возможность нанесе
ния очень тонких равномерных по 
толщине покрытий на окончательно 
обработанные поверхности деталей без 
ухудшения геометрического качества 
поверхности;

в процессе осаждения осуществляет
ся «залечивание» поверхностных де
фектов (микротрещин, зон предраз- 
рушения и т. п.), неизбежно образу
ющихся при процессах механической 
обработки;

имеется возможность варьирования 
состава и свойств покрытий в широ
чайших пределах;

при ничтожном расходе материалов 
обеспечивается весьма существенное 
повышение износостойкости и надеж
ности трущихся сопряжений.

Наиболее эффективным путем сниже
ния трения, опасности повреждения 
и изнашивания рабочих поверхностей 
в периоды пуска и остановки газоди
намических подшипников является 
применение твердых смазочных ма
териалов в виде тонких покрытий, 
обладающих высокой прочностью и 
адгезией к износостойкой основе и 
обеспечивающих максимальную дол
говечность при низком трении.
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В качестве твердых смазочных ма
териалов могут применяться как не
органические твердые соединения (ди
сульфид молибдена), так и органиче
ские (фторопласт, предельные жирные 
кислоты, их соли и амиды). Испыта
ния пленок фторопласта, напыленных 
на образцы из стали Ш Х15, продемон
стрировали значительное снижение 
трения по сравнению с трением сталь
ных поверхностей. Значительно боль
шую долговечность и низкий коэф
фициент трения показали пленки МоБ^, 
напыленные на стальные образцы с под
слоем из 5 і0 2.

Высокие свойства отмечены у пленки 
предельных жирных кислот (бегено- 
вой и стеариновой),, полученной ком
бинированным методом, который пред
ставляет собой сочетание метода ион
ного распыления (получение подслоя 
из высокомолекулярного полимера) с 
методом термовакуумного испарения 
(нанесение граничной пленки смазоч
ного материала). Полимерная пленка 
обеспечивает прочную адгезионную 
связь с твердой поверхностью и сма
зочной пленкой вследствие наличия 
большого числа ненасыщенных свя
зей на поверхности полимерной плен
ки. При нанесении смазочного мате
риала происходит своеобразная «при
вивка» молекул к полимеру. Все это 
обеспечивает комбинированному по
крытию большую долговечность и низ
кий коэффициент трения.

Специфические условия работы га
зодинамических подшипников обуслов
ливают очень высокие требования к гео
метрической точности и качеству обра
ботки поверхностей трения. Это отно
сится также и к обработке газодина
мических канавок подшипников, су
щественно повышающих несущую спо
собность газового слоя. Как показали 
исследования, ионная технология весь
ма перспективна и для точной размер
ной обработки поверхностей газовых 
подшипников — нарезания газовых ка
навок. Она имеет ряд преимуществ 
по сравнению с традиционными спо
собами механической обработки га
зообразными и электромеханическими 
методами. Ионная технология позво
ляет нарезать канавки на деталях 
из любых материалов с высокой точ
ностью и любой формы. Качество по

верхности при ионной обработке 
остается высоким.

Ионную технологию целесообразно 
применять при производстве газоди
намических и газостатических подшип
ников для выполнения следующих 
важных операций: очистки поверхно
стей бомбардировкой ионами (перед 
нанесением износостойких и тончай
ших покрытий); нанесения износо
стойких покрытий; нанесения анти
фрикционных смазочных материалов; 
точной размерной обработки (нареза
ния канавок). Все эти операции можно 
проводить на одном и том же оборудо
вании (при небольших конструктивных 
изменениях). Однако в условиях се
рийного или тем более массового про
изводства необходимо создание спе
циализирован ного высокопроизводи
тельного оборудования с автоматиче
ским регулированием параметров тех
нологических процессов.

3. ТЕПЛОВАЯ ДИНАМИКА 
И МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕНИЯ 
И ИЗНАШИВАНИЯ 
ФРИКЦИОННЫХ ПАР

Фрикционные динамические устрой
ства предназначаются для изменения 
скорости за счет превращения кине
тической энергии движущихся масс 
в тепловую при помощи сил трения и 
последующего рассеяния выделяюще
гося тепла. Фрикционные устройства 
используют для остановки и снижения 
скорости (тормоза), разгона и измене
ния направления движения (муфты 
сцепления) и регулирования скорости 
(вариаторы) транспортных средств, 
приводов технологического оборудова
ния и т. д.

Специфика работы устройств подоб
ного типа связана с нестационарностью 
процесса трения и тепловыделения, 
значительными статистическими и ди
намическими нагрузками, высокими 
скоростями скольжения и температу
рами, развивающимися на фрикцион
ном контакте и в объеме элементов 
пары трения. Эти факторы оказывают 
существенное влияние на рабочие ха
рактеристики пар трения, вызывая их 
значительное изменение в процессе 
эксплуатации.
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Анализ имеющихся данных показы
вает, что применительно к нагружен
ным тормозам, опорам скольжения, 
муфтам, в процессе работы которых 
выделяется большое количество тепла, 
влияние конструктивных и режимных 
параметров на работоспособность фрик
ционного узла осуществляется главным 
образом через температурный режим.

Действительно, интенсивное тепло
выделение при эксплуатации нагружен
ных узлов оказывает существенное 
влияние на механизм контактирования 
и рабочие характеристики пара за счет 
изменения структуры, механических 
и физических свойств материалов, 
активации физико-химических процес
сов и т. д. и часто способствует появле
нию отказов и преждевременному вы
ходу из строя фрикционных устройств. 
В связи с этим расчеты по среднему 
коэффициенту трения в большинстве 
случаев оказываются несостоятельны
ми. В этих условиях особую актуаль
ность приобретают задачи, связанные 
с прогнозированием работоспособности 
пар трения для заданных эксплуата
ционных условий на стадии разработки 
конструкции тормоза, муфты и т. д. 
Решение этих задач возможно лишь на 
основе комплексного подхода к проб
леме трения и изнашивания при раз
гоне и торможении с учетом взаимо
связи и взаимообусловленности про
цессов, протекающих при трении и 
изнашивании.

Метод тепловой динамики трения.
Метод математического моделирования 
процесса нестационарного трения, учи
тывающий превалирующее влияние 
температуры на фрикционно-износные 
характеристики, получил название ме
тода тепловой динамики трения 
(ТДТ). Он рассматривает совместные 
системы интегрально-дифференциаль
ных уравнений, которые описывают 
процесс трения с учетом взаимосвязи 
и взаимообусловленности его пара
метров, и в первую очередь тепловых.

Система уравнений ТДТ связывает 
изменение скорости, нагрузки, коэф
фициента (момента) трения и темпе
ратуры в процессе торможения, раз
гона и буксования с силовыми и кине
матическими параметрами, конструк
тивными размерами фрикционных эле
ментов, механическими и теплофизи

ческими свойствами материалов пары.
Использование систем уравнений 

ТДТ позволяет прогнозировать про
должительность торможения (время 
буксования), путь трения, изменение 
скорости скольжения, тормозного мо
мента и интенсивности изнашивания 
элементов пары в процессе трения; 
объемную температуру и температуру 
поверхности трения фрикционных эле
ментов и характер изменения их в про
цессе трения.

В общем виде система уравнений 
ТДТ может быть представлена следую
щим образом:
ѵі =  ѵі Ѵѵ рѵ *’ Сі ) ; (9)

ѵ2 =  ѵ2 ^ ѵ  Рѵ с 2>: 0 ° )

*>от =  »1 — ц*; (И )
// =  /  (Фтах> £ 3)» (12)
р* =  р (О; (13)

Ф т а х  =  (1 (/4» Рі» ^от» ^г» £ 4)» 0  4)

¿г =  <*(**, Е и Съ)\ (15)
£ , = £ ( # ; ,  /, Св); (16)

('в'шах» £ 7)» (17)
где ѵ2 — скорости соответственно 
ведущего и ведомого валов; ѵот — 
относительная скорость (проскальзы
вания); Сі (і =  І-т-7) — коэффициен
ты, которые определяются по исход
ным данным, известным при проекти
ровании.

В приведенной системе первые три 
уравнения задают изменение по време
ни ведущей (9) и . ведомой (10) частей 
анализируемого узла трения и относи
тельной скорости скольжения (11) 
в зависимости от текущих значений 
коэффициента трения и давления рѵ
моментов инерции и характеристики 
привода, т. е. уравнения динамики; 
уравнение (12) описывает изменение 
коэффициента трения от температуры 
на фрикционном контакте; уравне
ние (13) описывает характер изменения 
нормальной нагрузки в процессе тре
ния; уравнение (14) связывает измене
ние максимальной температуры фрик
ционного контакта Фщах со скоростью 
скольжения, нагрузкой, коэффициен
том трения, диаметром фактического 
пятна контакта ¿г, теплофизическими
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свойствами материалов и характером 
охлаждения; уравнение (15) представ
ляет изменение диаметра пятна кон
такта <іг в функции механических 
свойств Е, зависимость которых от 
средней поверхностной температуры Ф* 
выражается уравнением (16). Уравне
ние (17), входящее в состав системы 
ТДТ, описывает изменение изнашива
ния фрикционного элемента по времени 
в зависимости от температуры фрикци
онного контакта, коэффициента тре
ния, скорости и нагрузки.

Система уравнений' ТДТ для режима 
чистого торможения или разгона пред
ставляет частный случай системы при 
ѵ2 == 0. Системы уравнений ТДТ раз
работаны для случаев однократных и 
повторно-кратковременных режимов 
трения. Исходными для расчета дан
ными служат полная работа торможе
ния (буксования); начальная скорость 
торможения (буксования); номиналь
ное давление и характер его изменения 
во времени, зависящий от системы 
создания нагрузки в узле трения; 
номинальная площадь трения и номи
нальная площадь контакта; толщины 
фрикционных элементов; механические 
и теплофизические свойства материалов 
в функции температуры; данные по 
фрикционной теплостойкости рассма
триваемой пары трения (зависимость 
коэффициента трения и интенсивности 
изнашивания /* =  /  (Фшах) и /* =  
=  /  (Фщах) от максимальной темпе
ратуры поверхности трения), получае
мые на серийных испытательных ма
шинах трения типа УМТ-1, ИМ-58; 
параметры микрогеометрии поверхно
сти трения (для более теплостойкого 
и твердого элемента пары) и параме
тры кривой опорной поверхности. Все 
эти данные, как правило, известны при 
проектировании.

Для установления возможности ис
пользования систем уравнений была 
доказана совместимость входящих в 
нее уравнений, а также единствен
ность и действительность решений. 
Решение систем уравнений ТДТ осу
ществляется с помощью ЭВМ, для чего 
разработаны специальные программы 
на языках АЛГОЛ и ФОРТРАН. 
На основе системы уравнений ТДТ 
создана инженерная методика расчета 
рабочих характеристик тормозов и
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Рис. 5. Сравнение расчетных и экс
периментальных данных для 36 мно
годисковых авиатормозов при одно
кратном торможении

муфт для различных режимов работы. 
Эта методика была широко проверена 
на практике при определении рабочих 
характеристик тормозов и муфт раз
личных конструкций (камерные, ко
лодочные, дисковые) с различными 
фрикционными материалами (асбокау
чуковые и асбосмоляные композиции, 
порошковые материалы на основе же
леза, изготовленные методами порош
ковой металлургии). Отклонение ре
зультатов расчета от эксперимента не 
превышало 15%.

На рис. 5 показано сравнение расчет
ных данных с экспериментальными 
по тормозному моменту.

Температура при нестационарном ре
жиме трения. Помимо использования 
в системах уравнений ТДТ для ком
плексной оценки работоспособности 
пар трения определение температуры 
на скользящем контакте представляет 
собой самостоятельную задачу, имею
щую большое теоретическое и практи
ческое значение.

Задача теоретического и эксперимен
тального определения температуры по
верхности трения тесно связана с ус
ловиями на фрикционном контакте, 
микро- и макрогеометрией контакти
рующих поверхностей. Анализ физи
ческих, химических, механических из
менений на фрикционном контакте 
особенно важен, когда проводится 
определение температуры поверхности
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трения, которая, как отмечалось выше, 
оказывает определяющее влияние на 
процесс нестационарного трения. Обес
печить идентичность температуры по
верхности трения и физической модели 
контакта при теоретическом опреде
лении весьма трудно. Вследствие этого 
корреляция между результатами тео
ретического и экспериментального оп
ределения температуры часто оказы
вается неполной, и для оценки реаль
ных температур в зоне контакта не
обходимо использование косвенных ме
тодов. В этих случаях полезным может 
оказаться анализ структурных изме
нений в поверхностных слоях контак
тирующих материалов, а также ана
лиз продуктов изнашивания.

Для сталей и чугунов, работающих 
в тяжелых режимах трения, наблю
дается существенная разница между 
поверхностными температурами, по
лученными экспериментально (поверх
ностные термопары с головкой, дина
мические термопары, инфракрасный 
метод), и результатами рентгенострук
турного и металлографического ана
лиза поверхностных слоев. Измерен
ные температуры, как правило, недо
статочны для фазового превращения 
а  — Ре -*■ уРе, в то время как в по
верхностных слоях материалов фикси
руются изменения, типичные для этою 
превращения. Структуру, которая на
блюдается после прекращения трения, 
можно классифицировать как аусте
нито-мартенсито-карбидную, с высокой 
микротвердостью (НѴ 1000—1400) и 
большим количеством остаточного 
аустенита.

С учетом дискретности микрокон
тактирования элементов пары трения 
подъем температуры на фрикционном 
контакте представляется возможным 
рассматривать как двухстадийный Про
цесс, включающий в себя общий подъем 
температуры поверхности, т. е. неко
торую среднюю поверхностную (или 
подповерхностную) температуру Ф* и 
локализованные температурные вспыш
ки на фактических пятнах контакта 
Фвсп, которые накладываются на сред
нюю температуру и в сумме дают макси
мальную температуру поверхности тре
ния Фтах-

С использованием гипотезы сумми
рования для однократного режима

трения максимальная температура по
верхности трения
Фтах — “Ь ^всп»
а для повторно-кратковременного ре
жима
К а х  =  <Ѵ +  +  »всп,
где Фу — объемная температура фрик
ционного элемента перед л-м тормо
жением.

Для вычисления Ф*, Фвсп и Фу ПРИ 
стационарных и нестационарных ре
жимах трения используют расчетные 
соотношения, при разработке которых 
серьезное внимание было уделено учету 
и правильному определению таких па
раметров, как коэффициент взаимного 
перекрытия /Свз, коэффициент рас
пределения тепловых потоков между 
элементами пары трения а т . п, кон
турная А с и фактическая А г площади 
касания, временные факторы мощности 

и работы трения т^,, коэффициент
внешней теплоотдачи а'

Существенную роль для задач тре
ния без смазочного материала и тре
ния в условиях гранцчной смазки 
сыграло введение понятий об эффектив
ной глубине проникновения тепла 6Эф 
и эффективном теплопоглощающем 
объеме фу.:

1 , 2 нест V ЗПі, 2̂ Т ’

Ъэфі,2 стац
^ а1* 2

где а і ,2. ^1,2> ^ а 1ч 2* а 1*2 И 2 — 
соответственно температуропровод
ность, теплопроводность, номинальная 
площадь трения, внешняя теплоот
дача и периметр первого и второго 
элементов; £т — продолжительность 
трения; для биметаллических конструк
ций и при наличии тонких пленок на 
поверхностях трения должны опреде
ляться приведенные значения бэфі а 
и фу с учетом продолжительности 
трения и контактирования.

Введение этих величин в расчетные 
соотношения значительно уточнило 
формулы для определения Ф*. ФВсп
И Ф у .

В рамках гипотезы суммирования 
температуры на фрикционном контакте
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О 200 000 т}* ° С

Рис. 6. Зависимости максимальной 
“Ощах температуры от средней О* тем- 
пературы поверхности трения с уче
том температурной вспышки ФВсп Для 
различных режимов трения легиро
ванного чугуна ЧНМХ по легиро
ванной стали ЗОХГСА [в соответ
ствии с уравнением (19) |

значение температурной вспышки и 
соответственно максимальной темпе
ратуры должно в значительной сте
пени зависеть от средней температур
ной поверхности, поскольку именно 
эта температура определяет механиче
ские и теплофизические свойства ми
кронеровностей, вступающих в кон
такт, и соответственно размер пятен 
контакта, фактическую площадь и рас
пределение тепла на контакте, т. е. 
физику контактирования.

Исследование зависимости Фвсп от 
средней поверхностной температуры 
Ф* позволило впервые получить сле
дующие фундаментальные зависимо
сти:
Фвсп =  В ехр (—Сд*); (18)
#тах =  й* +  В  ехр (~~СЪ*), (19)
г^е В и С — коэффициенты, зависящие 
от свойств материалов пары и микро
геометрии поверхности трения. Для 
определения их разработан ряд номо
грамм.

Получение зависимости Фвсп — 
=  #всп (Ф*) является новым принци
пиальным результатом, позволяющим 
существенно упростить задачу опреде
ления ‘Ощах и решение систем уравне
ний ТДТ за счет сокращения числа 
уравнений. На рис. 6 и 7 'даны расчет
но-экспериментальные значения Фвсп, 
0* и d max, а также коэффициенты В 
и С при различных режимах скорост
ного трения скольжения.

Доказана также однозначная зави
симость коэффициента трения и ин
тенсивности изнашивания от макси-

ѵ^м/с

0 2 4 6 В-Ю~2 14 16 18 С 4 0 4
о) 5 )

Рис. 7. Зависимости коэффициентов 
В (а) и С {6) в уравнениях (18) и 
(19) от скорости скольжения и давле
ния (МПа) для легированного чугуна 
ЧНМХ при трении по легированной 
стали ЗОХГСА:
1 — 0,25; 2 — 0,5; 3 — 0,75; 4 — 1,0;
5 — 1,25

мальной температуры поверхности тре
ния (рис. 8), что обеспечило возмож
ность использования характеристик 
фрикционной теплостойкости =
_ /  (ФтахСз) и =  /  (Фтзх/^ т )  в си_ 
стеме уравнений ТДТ.

Суммирование температуры на фрик
ционном контакте возможно до тех 
пор, пока неровности под влиянием 
поверхностной температуры не начи
нают размягчаться. В этих условиях 
фактическая площадь касания может 
настолько возрасти, что температура 
контакта будет определяться только 
Ф*, и система уравнений ТДТ может 
быть упрощена.

Имеется еще один немаловажный, но 
малоизученный аспект воздействия 
фрикционного нагрева на элементы 
пары трения, который заключается

200 4 0 0  600  800

Рис. 8. Зависимость коэффициентов 
трения различных материалов по ле
гированной стали ЗОХГСА от # гаах 
при различных давлениях (от 0,25 
до 1,25 МПа) и скоростях скольже
ния, м/с:
0 — 10; А — 25; □ — 45; •  — 75; А — 
100
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в нарушении стабильности контакта 
(макроконтакта). Действительно, не
равномерный по толщине разогрев 
может привести к тепловым деформа
циям фрикционных элементов — вы
пучиванию отдельных участков по
верхности, в результате чего контакт 
'поверхностей будет осуществляться по 
вершинам отдельных «термических» ма- 
кронербвностей, даже если в исходном 
(приработанном) состоянии контакти
рующие поверхности были плоскими.

Проблема неравномерности макро
контактирования первоначально пло
ских приработанных фрикционных эле
ментов, работающих в условиях тре
ния со значительным тепловыделением, 
последнее время привлекает к себе 
большое внимание, так как ухудшение 
условий контактирования, концентра
ция нагрузки, тепловыделения в зонах 
контакта термически деформированных 
поверхностей приводят к увеличению 
напряжений и интенсивности изна
шивания, дальнейшему росту темпе
ратуры, т. е. к существенному ухуд
шению работоспособности фрикцион
ных узлов. Наиболее заметно эффект 
термоупругой нестабильности контак
та проявляется при работе дисковых 
тормозов с жесткими фрикционными 
материалами и торцовых уплотнений 
(при /Свз =  1). Например, контурная 
площадь многодисковых тормозов в 
процессе эксплуатации из-за неста
бильности контакта уменьшается более 
чем в 2 раза.

Нестабильность контакта начинается 
при некотором соотношении между 
несколькими параметрами: скоростью 
скольжения, коэффициентом теплового 
расширения, температуропроводно
стью, коэффициентом трения, модулем 
упругости и геометрическими раз
мерами.

Задача расчетного определения ма
ксимальной температуры поверхности 
в условиях нестабильности контакта 
требует уточнения модели контактиро
вания. В рамках представлений о сум
мировании температуры, очевидно, 
максимальная температура будет пред
ставлять собой сумму средней поверх
ностной температуры, температурной 
вспышки на микроконтакте и темпе
ратуры по вершинам термических не
ровностей, размер которых может су

щественно превышать исходную вол- 
нистость поверхностей трения.

При высоких скоростях скольжения 
без смазки (оСк >  50 м/с) даже при 
очень низких начальных коэффици
ентах трения могут постепенно созда
ваться такие предельные условия, 
когда изнашивание материалов стано
вится чрезвычайно интенсивным и 
нормальная эксплуатация узла трения 
невозможна. Анализ исследований по
казывает, что существенную роль в 
регламентации предельного режима ра
боты по скорости скольжения играют 
коэффициент взаимного перекрытия 
К вз и продолжительность процесса 
трения ¿т . При определенных значе
ниях уСк упред максимальная тем
пература поверхности трения фтах 
достигает температуры плавления бо
лее легкоплавкого материала пары 
трения. Из соотношения "Отах^ “в1* +  
Н~Фвсп видно, что предельный режим 
может быть Достигнут в трех случаях. 
Первый крайний случай связан с реа
лизацией предельных значений ф*, 
когда ‘двсп пренебрежимо мала, вто
рой — предельных значений /®Всп» 
когда ■&* очень невелика. Третий слу
чай является общим, здесь реализуются 
какие-то промежуточные значения ф* и 
#всп- Наиболее тяжелый предельный 
режим реализуется, когда 0 тах —
=  ** =  Ъиг.

Из этого условия вытекает требова
ние отсутствия дискретности контакти
рования (А т =  А0). Вся номинальная 
поверхность трения является источ
ником тепла и имеет температуру, 
равную температуре плавления мате
риала более легкоплавкого элемента 
пары трения. Такое условие не может 
реализоваться мгновенно, так как тре
буется определенное время для разо
грева поверхностных слоев материала 
и перехода от дискретного контакти
рования к сплошному по номинальной 
поверхности трения. Это время будет 
различным в зависимости от К в3 и 
коэффициента фѵі. учитывающих эф
фективные объемы материалов пары 
трения, участвующие в теплопоглоще- 
нии и теплопроводности, При /Свз ~ >' 0 
для определения предельных значений 
Ф* =  $ші имеет существенное значе
ние, какой из элементов является бо
лее легкоплавким. В этом случае про



Тепловая динамика и моделирование трения и изнашивания 239

исходит скольжение макропятна (ог
раниченного тела) по поверхности на
правляющей бесконечной длины (по- 
луограниченного тела) и наблюдается 
своеобразный температурный скачок. 
Эффективные объемы тел, участвующих 
в теплопоглощении и теплопровод
ности, проявляют себя по-разному. 
При числах Пекле Ре ^  20 поверх
ность трения скользящего тела все 
время находится в контакте, причем 
оно накапливает в своем объеме и пе
редает в окружающую среду тепло, 
а каждая точка поверхности трения 
контртела находится в контакте очень 
короткое время, при этом объем этого 
тела практически не меняет своей 
исходной температуры.

Если шероховатое полуограниченное 
тело является тугоплавким и не изме
няет свои прочностные характеристики 
вплоть до температуры плавления 
скользящего по нему тела, то при уве
личении О* поверхностные слои ма
териала скользящего тела по опреде
ленному закону снижают свои проч
ностные характеристики. Эксперимен
ты по замеру силы трения, линейного 
износа и в особенности О* контактными 
и бесконтактными методами, а также 
расчет показали, что еще задолго до 
достижения Опл несущая способность 
этих слоев при воздействии нормаль
ных и касательных сил будет значи
тельно снижена. Материал поверх
ностных слоев скользящего тела будет 
под влиянием нагрузки Р и силы тре
ния выдавливаться в боковые сто
роны и сдвигаться к сбегающему краю 
скользящего тела. Таким образом, на 
скользящем теле не может образовы
ваться и восстанавливаться сплошной 
расплавленный слой по всей номиналь
ной поверхности трения. В результате 
будет происходить значительное из
менение толщины скользящего тела, 
вызванное пластическим формоизме
нением его, и линейный износ тела бу
дет в основном зависеть от этого про
цесса, а не от истирания и расплавле
ния материала, в фактических зонах 
касания.

Согласно экспериментальным данным 
при режимах работы, когда при
ближается к Опл, возникает значитель
ное рассогласование линейного и мас
сового износа скользящего тела. Ли

нейный размер тела из-за необратимого 
пластического формоизменения изме
няется значительно, в то время как 
массовый износ его в начальной стадии 
весьма мал. Со временем дальнейшее 
пластическое формоизменение с вы
давливанием материала в стороны в 
горизонтальной плоскости, перпенди
кулярно векторам скорости и силы 
трения, приводит к отламыванию обра
зующихся усов со значительной по
терей массы скользящего тела, кото
рая не согласуется с потерей массы 
этого тела от износа, ни тем более 
с изменением линейного размера тела 
от износа. Металлографический и рент
геноструктурный анализ материала 
скользящего тела в области боковых 
усов показал, что эти объемы материа
ла не достигали температуры плавле
ния. Отдельные участки номинальной 
поверхности трения, особенно те, ко
торые силой трения сдвинуты к сбе
гающему краю скользящего тела, до
стигали температуры плавления ма
териала. Эксперименты при -► 0 
с использованием скоростной кино
съемки и улавливающего экрана, в ко
торый внедрялись частицы износа, 
вылетающие из-под сбегающего края 
тела, скользящего со скоростями более 
100 м/с, также показали, что при до
стижении определенных критических 
скоростей или после определенной 
продолжительности трения некоторая 
часть вылетающих частиц износа (20— 
50 %) имеет вид расплавленных ка
пель металла. Таким образом, режимы 
фрикционного разогрева при высоко
скоростном скольжения, когда движу
щийся элемент сделан из пластиче
ского материала, сопровождаются из
менением линейного размера, обуслов
ленным на 80—95 % необратимым из
менением формы образца и лишь на 
5—20 % вследствие износа за счет 
истирания скользящего тела. Хруп
кие материалы сильно изнашиваются 
и поверхностно разрушаются без за
метного формоизменения.

Предельным условием, при котором 
не нарушается несущая способность 
трущегося тела и линейный износ от 
необратимого формоизменения имеет 
допустимое значение, является усло
вие, когда пластический макрокон
такт с увеличением Ф. не превышает
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номинальную площадь трения сколь
зящего тела Р/НВ  <Г А а. Отсюда сле
дует, что давление на номинальной 
площади трения должно быть меньше 
текущей, зависящей от температуры 
твердости поверхностных слоев сколь
зящего тела.

Это ограничение необходимо учиты
вать при проектировании высокоско
ростных узлов трения при малых коэф
фициентах перекрытия, работающих 
как при стационарных, так и при не
стационарных режимах.

Физическое моделирование процесса 
трения. Физическое моделирование 
процесса трения и изнашивания на 
образцах является весьма перспектив
ным направлением, в особенности для 
случаев, когда не представляется воз
можным составить математическое опи
сание рассматриваемой системы. Метод 
физического моделирования предусма
тривает совместное применение теории 
подобия и метода размерности. При 
этом вводится система допущений и 
ограничений, которые дают возмож
ность достаточно строго получить един
ственное решение для масштабных 
коэффициентов перехода от модели
к натуре вида р — рС®.

Каждый из параметров исследуемого 
процесса, для которого по априорной 
информации составлена модель, рас
сматривается как множество. При этом 
два множества — модель и натура — 
конечные и равномощные, т. е. имеют 
одинаковое число параметров. Множе
ства будут подобными только при воз
можности их линейного упорядоче
ния. Это означает, что между одно
именными параметрами, характеризую
щими модель и натуру, должна суще
ствовать линейная математическая 
связь. Такой связью являются крите
рии подобия — безразмерные степен
ные комплексы, составленные из пара
метров процесса.

Физическое подобие осуществляется 
только при равенстве критериев мо
дели и натуры, т. е. когда отношение 
одноименных критериев в симплексной 
форме равно единице.

Все параметры процесса разделяют 
на три группы: основные, определяю
щие и вспомогательные. Определяю
щие параметры, например максималь

ная температура или предельная на
грузка, оказывают наибольшее влия
ние на выходные характеристики про
цесса трения и изнашивания; вспомо
гательные параметры, например удель
ная теплоемкость, подъемная сила 
среды, обычно автомодельны по от
ношению к выходным характеристи
кам в большинстве задач.

Алгоритм расчета масштабных ко
эффициентов перехода от модели к на
туре (МКП) содержит следующие уз
ловые операции: получение обобщен
ных переменных (ОП) методом размер
ности; превращение ОП в критерии 
подобия и проверка их на физическую 
значимость; составление уравнения по
добия и преобразование его в замкну
тую систему линейных уравнений за 
счет введения дополнительных усло
вий тождественности у модели и на
туры некоторых определяющих пара
метров; решение этой системы, т. е. 
получение для каждого параметра 
единственного значения МКП вида
Р 1м =  РінС ?; />2М =  />2нС? и т - Д-

В заключение проводят серию мо
дельных экспериментов и контроль
ный натурный эксперимент.

В общем виде критерии подобия пред
ставляют собой выражение вида

71 —  р р і/£ > о р О * /Д о р О ./Д о  ’

где Р і,2, з — базисные параметры си
стемы; рп — один из параметров си
стемы; Г>0, £)2, П3 — определи
тели системы.

Критерии такого вида линеаризуют
ся путем логарифмирования.

При решении триботехнических за
дач методом моделирования приходит
ся учитывать несколько десятков па
раметров режима работы, материалов 
элементов пары трения, окружающей 
среды, микро-и макрогеометрии. Часть 
этих параметров одноименная, и полу
чаемые на их основе критерии подобия 
также имеют одинаковый вид. Однако 
произвольно удалять из общего списка 
одноименные параметры нельзя, как 
нельзя сокращать одинаковые размер
ности двух величин разной физиче
ской природы. Следует отметить, что 
такие стадии процесса трения, как
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приработка, эксплуатационный режим, 
заедание, необходимо описывать раз
личными моделями.

Режим лабораторных испытаний ис
следуемого узла трения определяется 
путем пересчета параметров работы 
натурного узла с помощью расчетных 
масштабных коэффициентов перехода. 
При этом в ряде случаев достигается 
существенное ускорение испытаний, 
сокращение числа испытаний, необ
ходимых для оценки фрикционных 
свойств различных пар трения, а 
также номенклатуры испытательных 
установок, что способствует унифика
ции методов испытаний.

Для некоторых материалов особое 
внимание необходимо уделять влиянию 
окружающей среды, в частности воз
духа, для чего в расчетных коэффи
циентах перехода должны быть учтены 
симплексы адсорбционного и щеле
вого эффекта проникновения среды 
в зону трения.

Лабораторные испытания с исполь
зованием масштабного фактора вхо
дят составной частью в рациональный 
цикл испытаний материалов пар тре
ния (РЦИ), представляющий собой 
комплексную многоэтапную систему 
испытаний, которая позволяет опреде
лить работоспособность пары трения 
и влияние ее на фрикционно-износ- 
ные характеристики и конструктивное 
оформление исследуемого фрикцион
ного устройства.

В общем виде рациональный цикл 
испытаний включает следующие 
этапы:

установление зависимости фрикци- 
онно-износных характеристик материа
лов пары трения на образцах от опре
деляющего параметра (например, от 
температуры или нагрузки) без учета 
конструкции узла трения (обычно это 
испытания на фрикционную тепло
стойкость) ;

выявление влияния конструктивного 
оформления пары трения и режима 
работы на ее рабочие характеристики 
(модельные триботехнические испыта
ния с учетом масштабного фактора на 
режимах, соответствующих эксплуа
тационным, обычно это испытания на 
теплоимпульсное трение);

проверку работоспособности на стен
де в натурном узле пары трения, вы

бранной на основании предыдущих 
этапов испытаний;

эксплуатационные контрольные ис
пытания.

На основании рассмотренных выше 
методов физического моделирования 
и рационального цикла испытаний и 
подбора фрикционных материалов были 
прогнозированы сроки службы раз
личных серийных и опытных фрикци
онных пар в тормозных и фрикцион
ных устройствах разного класса и на
значения, в том числе опор скольжения 
и токосъемных устройств железнодо
рожного подвижного состава и высо
коскоростного наземного транспорта 
на магнитном подвесе с линейными 
электрическими двигателями, а также 
в различных уплотнениях быстровра
щающихся валов машин и агрегатов.

Применение методов прогнозирова
ния, базирующихся на моделировании 
процессов трения и изнашивания, по
зволяет также значительно сократить 
время, необходимое для установления 
межремонтных сроков. Наибольший 
эффект достигается на малогабарит
ных моделях, имитирующих натурные 
узлы трения, характерный размер ко
торых отличается от натурных в де
сятки и сотни раз. В этом случае до
стигается 10—15-кратное уменьшение 
машинного времени, необходимого для 
получения такой же величины износа, 
что и в натурном узле. При этом обя
зателен контроль за сохранением на 
модели физики процесса контактиро
вания и разрушения (тождественность 
вида контакта, например упругого или 
пластического; усталостный или абра
зивный вид изнашивания и т. п.). 
Вследствие малых габаритных разме
ров модели и удобства замены образ
цов фрикционных материалов экономия 
времени при подготовительно-заклю
чительных и вспомогательных опера
циях во время испытаний весьма су
щественна, и общая продолжитель
ность исследования сокращается в сот
ни раз.

Использование эффектов влияния 
окружающей среды на повышение из
носостойкости фрикционных асбополи- 
мерных материалов. Весь парк выпу
скаемых и эксплуатируемых транспорт
ных машин снабжен фрикционными 
устройствами разного назначения. Эти
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Рис. 9. Изнашивание фрикционного 
асбополимерного материала НСФ-1 в 
зависимости от продолжительности 
трения и газовой среды:
1 — воздух; 2 — азот; 3 — углекислый 

газ

устройства реализуют свои функции 
через различные фрикционные эле
менты. В отечественном автомобиле- 
и тракторостроении, сельскохозяй
ственном машиностроении в качестве 
фрикционных элементов (накладок, ко
лодок, дисков и т. д.) применяют 
фрикционные асбополимерные мате
риалы. Эти материалы отличаются 
друг от друга составом связующего 
и наполнителя, а также типом приме
няемого асбеста.

Отечественная и зарубежная прак
тика эксплуатации тормозов муфт ва
риаторов на транспортных и дорожных 
машинах, оборудованных фрикцион
ными асбополимерными материалами, 
показывает, что они обладают весьма 
малым (по сравнению с другими агре
гатами этих машин) ресурсом. Так, 
для отечественных тракторов при тре
буемом ресурсе 9 тыс. моточасов на
кладки тормозов и муфт полностью 
изнашиваются за 1,5—3 тыс. ч экс
плуатации. В связи с этим асботехни- 
ческие заводы вынуждены ежегодно 
изготовлять миллионы комплектов ко
лодок и накладок для тормозов и сцеп
лений. Это обстоятельство заставляет 
материаловедов разрабатывать новые 
износостойкие фрикционные материа
лы. Однако, как показал анализ, 
в настоящее время увеличение изно
состойкости фрикционных асбополи- 
мерных материалов не превышает, как 
правило, 20—30 % при существенном 
удорожании материала и усложнении 
технологии его изготовления.

Опыт показывает, что принципиаль
но новое связующее, позволяющее

повысить в несколько раз фрикцион
ную теплостойкость, создается один 
раз в 15—20 лет (как это было, напри
мер, в конце 50-х гг. при разработке 
материала ретинакс). Поэтому при 
существующих типах серийных свя
зующих (каучуковых и смоляных) 
невозможно значительно увеличить 
фрикционную теплостойкость и, как 
следствие, износостойкость асбополи- 
мерных материалов за счет технологий 
их изготовления.

Большой цикл экспериментальных 
исследований по изучению влияния 
окружающей газовой среды на трение 
и изнашивание асбополимерных ма
териалов вследствие щелевых и адсорб
ционных эффектов (рис. 9) позволил 
изыскать новый способ увеличения 
износостойкости, не требующий допол
нительных капиталовложений и удоро
жания материала. Этот способ может 
быть успешно применен как на вновь 
выпускаемых, так и на находящихся 
в эксплуатации машинах. Речь идет 
о введении в зону трения фрикционных 
асбополимер ных материалов таких га
зов, как азот и углекислый газ.

Такой же эффект может быть полу
чен при введении в зону трения отра
ботавших газов двигателей внутрен
него сгорания (ДВС), которые имеются 
на абсолютном большинстве автомоби
лей и тракторов, а также на многих 
экскаваторах, буровых лебедках, су
дах, автомотрисах и т. п. Суть спо
соба состоит в том, что в зону трения 
фрикционного асбополимерного мате
риала подается очень небольшая часть 
отработавших газов ДВС в количе
ствах, обеспечивающих вытеснение воз
духа из полости, в которой расположен 
фрикционный узел, и модификацию 
поверхностных слоев асбофрикционного 
материала. Как показали расчеты и 
экспериментальная проверка в лабора
торных и полевых условиях, необ
ходимое количество газа состав
ляет (З-гЮ) 1(ГБм3 при давлении 
(1-5-Ю) Ю2 Па.
4. ТРЕНИЕ И КОНТАКТНОЕ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПРИ 
ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ

Развитие современной техники тре
бует создания новых конструкционных 
материалов, способных работать при
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высоких температурах и в различных 
средах. Знание закономерностей про
цессов трения и изнашивания новых 
тугоплавких и жаропр.очных материа
лов при высоких температурах очень 
важно для обеспечения успешной ра
боты подвижных и неподвижных разъ
емных сопряжений в машинах. Кроме 
того, взаимодействие различных ма
териалов при высоких температурах 
определяет возможность получения 
композиционных материалов. Были 
проведены исследования трения и кон
тактного взаимодействия в вакууме 
и газовых средах ряда материалов 
в широком диапазоне температур.

Трение металлов и тугоплавких со
единений. Проведены исследования 
трения, адгезионного взаимодействия 
и эвтектического плавления материа
лов различных классов: металлов, ме
таллоподобных соединений, окислов, 
графитных материалов, алмаза. Тре
ние и изнашивание поверхностей при 
высоких температурах в значительной 
мере определяются термически акти
вируемым адгезионным взаимодей
ствием. При превышении температуры 
начала интенсивного термического ак
тивируемого адгезионного взаимодей
ствия начинается резкое увеличение 
коэффициента трения. Адгезионное 
взаимодействие в экспериментах оце
нивалось коэффициентом адгезии /Сад» 
представляющим собой отношение си
лы, необходимой для разделения на
ходящихся в контакте под нагрузкой 
при заданной температуре в течение 
3 мин образцов, к значению прило
женной нагрузки. Установлено, что 
интенсивная термически активируемая 
адгезия начинается для одноименных 
чистых металлов IV, V и VIA групп 
периодической системы элементов при 
температурах (0,3—0,4) фпл, для раз
ноименных при (0,35ч-0,45) “Одл (более 
легкоплавкого элемента пары). Для 
тугоплавких металлоподобных соеди
нений (карбидов, боридов) относитель
ные температуры несколько выше. 
Еще более высокие температуры (0,45-г- 
0,65) Фил получены для одноимен
ных и разноименных тугоплавких 
окислов. Адгезия одноименных образ
цов графитовых материалов не на
блюдалась при температурах до 
2000 °С.

О 250 500 150 1000 г}, °С

Рис. 10. Зависимость коэффициентов 
трения чистых металлов в вакууме 
при высоких температурах нагрева

Характер температурных зависимо
стей коэффициента трения чистых ме
таллов определяется их положением 
в периодической системе элементов 
и кристаллическим строением (рис. 10). 
Наибольшее трение наблюдается у ме
таллов с кубическими гранецентриро
ванными (ГЦК) и кубическими объ
емно-центрированными (ОЦК) решет
ками, минимальное — у металлов с 
гексагональной плотноупакованной 
(ГПУ) решеткой, деформация которых 
может происходить лишь в результате 
скольжения по базисной плоскости. 
Наглядным примером влияния кри
сталлического строения металла на 
трение является кобальт, претерпев
ший при 400°С полиморфное превра
щение из ГПУ в ГЦК модификацию. 
Низкое для металлов трение при пре
вышении этой температуры начинает 
интенсивно расти. Кроме кобальта 
низкое трение характерно для гекса
гонального рения, особенно при вы
соких температурах.

Для улучшения антифрикционных 
свойств металлов широко используется 
легирование. Проведены исследования 
по влиянию легирования кобальта ре
нием. Такое легирование расширяет 
температурную область, в которой 
стабильна гексагональная кристалли
ческая структура кобальта, а сплавы 
с массовым содержанием рения более 
25 % сохраняют ГПУ решетку вплоть 
до температуры начала плавления. 
Исследования показали, что имеется 
взаимосвязь между диаграммой со
стояния сплавов системы Со—Ке и 
их поведением при трении в вакууме 
в изотермических условиях при раз-
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Рис. 11. Зависимость коэффициента 
трения корундового кермета, моди
фицированного добавками окиси маг
ния, в вакууме и на воздухе при раз
личных температурах нагрева:
/  — на в озд ухе; 2 — 5 — в вак уум е с р а з 
личным содерж анием  окиси магния

ных температурах. По-видимому, по
добная связь будет существовать и 
для сплавов других систем. Это дает 
возможность управлять фрикционными 
характеристиками материалов путем 
их легирования.

Характеристики трения металлопо
добных соединений (карбидов и бори- 
дов) в вакууме при высоких темпера
турах близки к наблюдавшимся для 
металлов. Как и в случае металлов, 
превышение температуры начала тер
мически активируемого адгезионного 
взаимодействия приводит к увеличе
нию коэффициента трения либо к рез
кому возрастанию амплитуды фрик
ционных автоколебаний.

Температурные зависимости коэффи
циента трения твердых карбидоволь
фрамовых сплавов с кобальтовой связ
кой (ВК) определяются наличием в них 
карбида вольфрама и кобальта (связ
ки) и зависят от содержания послед
него. Температура начала термически 
активируемого адгезионного взаимо
действия также зависит от содержания 
кобальта. Для сплавов с различным 
содержанием кобальта значение этой 
температуры находится в пределах 
между температурами адгезии для 
одноименных образцов карбида воль
фрама и кобальта.

Широко применяется в качестве 
конструкционного материала кермет. 
Было исследовано трение корундо
вого кермета, модифицированного раз
личными добавками окиси магния 
(0,6—3,0) %, в вакууме и на воздухе 
при температурах до 1500°С (рис. 11). 
В отличие от металлов и металлоподоб
ных соединений при трении корундо

вых керметов превышение температуры 
начала термически активируемого ад
гезионного взаимодействия (приблизи
тельно 1200° С) не приводит к увели
чению коэффициента трения. На тре
ние этих материалов существенное 
влияние оказывают шероховатость тру
щихся поверхностей и наличие между 
ними частиц износа.

При трении гладких неповрежден
ных поверхностей контакта между не
большими по высоте микронеровно
стями (не более 0,15 мкм) скольжение 
происходит по их сглаженным Верши
нам, имеющим большой радиус за
кругления. Деформация неровностей 
в этом случае имеет в основном упру
гий характер. Фактором, определяю
щим трение таких поверхностей в ва
кууме, является их адгезия (межмоле
кулярное взаимодействие). Появив
шиеся частицы износа изменяют ха
рактер взаимодействия поверхностей 
трения. Между ними скапливаются 
порошкообразные частицы износа, ко
торые царапают поверхности, увеличи
вая повреждения и порождая новые 
частицы износа. В последующем сколь
жение поверхностей происходит с обя
зательным участием этой порошкооб
разной прослойки и в значительной 
мере определяется ее поведением. Про
исходит перемещение частиц относи
тельно друг друга, их совместное де
формирование и разрушение. Трение 
в этом случае определяется главным 
образом механическими свойствами ма
териала, в частности твердостью. Ко
эффициент трения корундовых керме
тов в вакууме при температурах до 
1000° С в значительной мере опреде
ляется изменением твердости материа
лов в зависимости от температуры. 
Трение корундовых керметов на воз
духе подобно описанному выше, оно 
отличается лишь более низкими зна
чениями коэффициента трения.

Графитовые материалы на воздухе 
при комнатной температуре обладают 
высокими антифрикционными свой
ствами. Однако, как показали исследо
вания, в вакууме для графитовых ма
териалов характерны высокие коэффи
циенты трения и интенсивное изнаши
вание. При нагреве коэффициент тре
ния снижается от 0,7—0,75 при ком
натной температуре до 0,15 при тем
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пературах выше 1500 °С. Впуск воз
духа при комнатной температуре после 
нагрева в вакууме приводит к рез
кому снижению коэффициента трения 
на целый порядок (с 0,75 до 0,08). 
При последующей откачке воздуха 
высокий коэффициент трения быстро 
восстанавливается. Это свидетельству
ет о решающей роли адсорбированных 
слоев газов и паров в снижении трения 
графитовых материалов. При высоких 
температурах в вакууме и инертных 
газах такая адсорбция невозможна, 
однако трение при этом не увеличи
вается, а уменьшается. По-видимому, 
это объясняется ослаблением при на
греве связей между слоями кристалли
ческой решетки графита, наиболее 
плотно упакованными атомами угле
рода, что приводит к более благоприят
ной ориентации плоскостей кристал
лов.

Значительный практический интерес 
представляет трение разноименных ма
териалов. В вакууме и инертных сре
дах возможны два основных вида взаи
модействия поверхностей без смазоч
ного материала:

перенос одного из материалов на 
сопряженную поверхность и переход 
вследствие этого к трению одноимен
ных материалов, а также триботехни
ческое взаимодействие материалов, из
меняющее состав и химическую при
роду поверхностей трения, характер 
и механизм трения и изнашивания.

При трении разноименных металлов 
из-за высокой способности к схваты
ванию имеет место, как правило, пер
вый вид взаимодействия. При трении 
графитовых материалов по тугоплав
ким металлам и их карбидам графит 
также намазывается на сопряженную 
поверхность, и температурные зави
симости коэффициента трения полу
чаются соответствующими трению од
ноименных образцов графитового ма
териала.

При трении кермета по металлам 
происходит перенос металла на поверх
ность кермета. При этом, если сопря
женный с керметом металл образует 
устойчивые окислы или соединения 
через «кислородные мостики», то тре
ние будет определяться перенесенной 
пленкой металла. Зависимость коэф
фициента трения до определенной тем

пературы (близкой к температуре на
чала интенсивного термически активи
руемого адгезионного взаимодействия) 
соответствует зависимости, характер
ной для одноименных образцов ме
талла, а выше этой температуры — 
для одноименных образцов корундо
вого кермета, что связано, по-види
мому, с обратным переносом металла 
с поверхности окисного образца и 
вырывом частиц окисла. Для благород
ных металлов, обладающих малым 
сродством к кислороду и не образую
щих вследствие этого прочных адге
зионных соединений с керметом, тре
ние определяется процессами на гра
нице металл—кермет. Трение серебра 
по корундовому кермету остается низ
ким (/ «  0,3-ч-0,4) вплоть до предель
ной температуры испытания (800 °С).

При трении корундового кермета по 
графиту в вакууме происходи!' перенос 
графита на сопряженную поверхность. 
Трение этого сочетания в интервале 
температур 600— 1500°С характеризу
ется очень низкими коэффициентами 
трения и малой величиной износа. 
Снижение трения по сравнению с тре
нием одноименных материалов как 
корундовых, так и графитовых вызвано 
химическим взаимодействием находя
щихся в контакте материалов. Хотя 
при статическом контакте начало хими
ческого взаимодействия окиси алюми
ния с углеродом происходит при тем
пературе 1400—1600° С, при трении 
реакция начинается, по-видимому, при 
значительно более низких темпера
турах. Активирующими химическое 
взаимодействие факторами являются 
температурные вспышки на поверхно
стях трения и механическая активация 
(нарушение химических связей в окис
ле и графите вследствие процессов 
деформирования и разрушения при 
трении).

Принцип смазывания графитовыми 
материалами при трении в вакууме 
и инертных средах, основанный на 
трибохимических реакциях, имеет бо
лее общий характер, и низкий коэф
фициент трения и небольшая величина 
износа могут обеспечиваться при по
ступлении в зону трения в результате 
реакций с сопряженной поверхностью 
или между отдельными фазами уча
ствующих в трении материалов других
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активных, снижающих трение графита 
веществ (газов, паров и т. д.).

Трение алмазов и эвтектическое 
плавление. В связи с разработкой мето
дов получения синтетических алмазов 
и расширением добычи природных боль
шой интерес представляет контактное 
взаимодействие алмаза с металлами 
при высоких температурах. Исследо
вания этого взаимодействия необхо
димы для понимания процессов изна
шивания алмаза при применении его 
в качестве инструментального и абра
зивного материала и в узлах трения, 
а также взаимодействия со связкой при 
изготовлении алмазного инструмента.

Одной из причин, вызывающей из
нашивание алмазного инструмента, яв
ляется адгезионное взаимодействие с 
металлами. Испытанные в контакте 
с алмазом металлы делятся на две 
группы: химически взаимодействую
щие с углеродом или заметно раство
ряющие его (¿п, Мо, Ре, Со, N0 и про
являющие адгезию к алмазу при тем
пературах порядка (0,4-н0,5) ФПл> а 
также не взаимодействующие с угле
родом (Си, Ag) и проявляющие адге
зию к нему при температурах (0,7 -т- 
0,8) Одл- Этим в значительной мере 
объясняются трудности, возникающие 
при обработке алмазным инструментом 
металлов первой группы и сплавов, 
полученных на их основе.

При высоких температурах возможно 
повреждение алмаза в результате кон
тактного эвтектического плавления. 
Проведенными экспериментами уста
новлено, что при контактировании с ме
таллами, имеющими с углеродом диа
граммы состояния эвтектического типа, 
алмаз и графит начинают плавиться 
совместно с металлами при температуре 
плавления эвтектики с образованием 
сплава эвтектического состава. Тем
пература начала плавления не зависит 
от типа кристаллической решетки угле
рода и для алмаза и графита практиче
ски одинакова. Это позволяет при ис
следовании контактного эвтектического 
плавления алмаза в модельных опытах 
заменять его графитом.

Плавление алмаза с чистыми, наи
более широко применяемыми в тех
нике металлами (Ре, Ыі, Со) начинается 
практически при температурах плав
ления эвтектик На соответствующих

диаграммах состояния (1150°С для Ре, 
1318° С для N1 и 1309°С для Со).

Установленный факт контактного 
эвтектического плавления алмаза и 
графита при температурах намного 
ниже температуры плавления находя
щегося с ними в контакте металла 
(не говоря уже о температуре плавле
ния соответствующей кристаллической 
модификации углерода) позволил обо
сновать существование нового вида 
изнашивания, названного «эвтектиче
ским изнашиванием». Он заключается 
в том, что при достижении на участках 
фактического контакта разноименных 
материалов, составляющих эвтектиче
скую пару, температуры плавления со
ответствующей эвтектики начинается 
совместное плавление участвующих в 
трении материалов. Образующаяся 
жидкая фаза выдавливается действую
щей нагрузкой, в результате чего во
зобновляется непосредственный кон
такт твердых поверхностей, поддер
живается непрерывный процесс кон
тактного эвтектического плавления и 
происходит удаление материала тру
щихся поверхностей, т. е. их изнаши
вание. Необходимые для эвтектиче
ского изнашивания температуры мо
гут достигаться объемным нагревом 
или же совместным действием объем
ного нагрева и температурных вспышек 
на участках фактического контакта.

Эвтектическое изнашивание встре
чается достаточно широко, и неуклон
ное повышение температур и рабочих 
скоростей должно расширить сферу 
его распространения. Его проявления 
можно ожидать при скоростном реза
нии и шлифовании (в частности, ал
мазным инструментом); в тормозных 
устройствах, предназначенных для по
глощения большого количества энер
гии; при процессах горячей обработки 
металлов давлением; при резании и 
обдирке горячих заготовок металличе
скими дисками и т. д. Оценка возмож
ности проявления эвтектического из
нашивания должна проводиться с уче
том того, что оно может происходить 
не только между исходными материа
лами, но и с (или между) материалами, 
образующимися в результате взаимо
действия с внешней средой (напри
мер, окислами) или термической де
струкции (например, углеродом при
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трении фрикционных материалов на 
органическом связующем).

Эвтектическое изнашивание модели
ровалось при трении с малой скоростью 
графитового материала по Армко-же- 
лезу в вакууме. Повышение объемной 
температуры до температуры контакт
ного эвтектического плавления (при
близительно 1150°С) приводило к рез
кому падению коэффициента трения до 
характерных для граничной или даже 
жидкостной смазок (менее 0,05). Вы
давливание образующейся жидкой 
фазы из зоны трения вызывало изме
нение геометрии участвующих в тре
нии поверхностей, т. е. к их изнашива
нию.

Резкое снижение трения при контакт
ном эвтектическом плавлении может 
быть использовано для кратковремен
ного уменьшения потерь на трение. 
Задача сводится к выбору таких мате
риалов или покрытий поверхностей 
трения (или их составляющих), кото
рые бы обеспечивали контактное эвтек
тическое плавление при заданных ре
жимах трения.

Новые методы упрочнения. Лазерная 
обработка. Современные тенденции раз
вития новых методов упрочнения по
верхностей основываются на стремле
нии повысить скорости нагрева, охла
ждения и деформации. Использование 
оптических квантовых генераторов (ла
зеров) открыли возможность нагрева 
поверхностей материалов со скоро
стями, недопустимыми в традиционных 
технологических процессах обработки 
(объемная закалка, закалка ТВЧ и др.) 
В этих условиях тепловой механизм 
разрушения материалов при взаимо
действии с лучом лазера является ос
новным.

Быстрое развитие технологии лазер
ной обработки поверхностей обуслов
лено следующими ее преимуществами 
перед другими методами;

возможностью локализации нагрева, 
обработки сложных профилей, трудно
доступных мест и отверстий и др.;

исключением коробления от на
грева в сравнении с методами термиче
ской и химико-термической обработки, 
связанными с объемным нагревом;

возможностью подвода тепла прак
тически с любой скоростью вплоть до 
получения метастабильного термоди

намически неравновесного состояния 
(могут быть зафиксированы металли
ческие стекла);

получением при лазерном легирова
нии поверхностей модифицированного 
слоя большой толщины;

легкостью управления лучом; при 
этом нужен вакуум, большая произво
дительность (охватывание поверхности 
за секунду порядка 0,0001 м2/с).

Лазерная закалка перспективна как 
финишная упрочняющая операция; 
наиболее интересной областью ее при
менения является термическая обра
ботка поверхностей. Легкость управ
ления лучом и его когерентность поз
воляют получить столь уникальные 
результаты, добиться которых други
ми методами нельзя.

Большие перспективы открываются 
в связи с созданием мощных техноло
гических газовых лазеров непрерыв
ного действия, так как в сравнении 
с импульсными лазерами значительно 
увеличивается производительность 
оборудования. Скорость обработки по
верхности лазерами непрерывного 
действия достигает 0,083 м/с, что во 
многих случаях экономически оправ
дывает их установку в технологиче
скую цепочку при серийном и массо
вом производстве.

В настоящее время наибольший опыт 
накоплен в направлении лазерной за
калки. Общая тенденция такова, что 
значительный эффект проявляется при 
обработке малолегированных черных 
металлов, а именно углеродистых ста
лей, чугунов. Чистые металлы и стали, 
не испытывающие при нагреве фазовых 
превращений, упрочняются. В процессе 
лазерной закалки этих материалов об
разуются белые слои, имеющие тон
кую кристаллическую структуру. 
В зоне лазерного оплавления отсутст
вуют включения графита, который рас
творяется в жидком металле. Микро
рентгеноспектральный анализ пока
зал заметное увеличение концентра
ции углерода (до 10 %). Микротвер
дость в зоне оплавления чугунов до
стигает Ньо =  Ю ГПа, что в 3—5 раз 
превышает твердость исходного мате
риала. В слое толщиной 1 мкм содер
жится примерно до 20 % аустенита и 
мартенсита и до 60 % цементита, а в 
слое толщиной 0,1 мкм наблюдаются,
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кроме того, различные окислы желе
за — до 40 % .

Лучшие эксплуатационные (по из
нашиванию) показатели поверхности 
достигаются при оптимальной плот
ности подводимой энергии лазерного 
излучения, превышение которой при
водит к образованию слоя, ослаблен
ного микротрещинами. Протяжен
ность трещин и их глубина возрастают 
с увеличением энергии излучения. На 
ковком чугуне при импульсной обра
ботке оптимальные характеристики 
достигаются в режиме свободной гене
рации при плотности энергии 
■2,7 Дж/см2.

В процессе трения на упрочненных 
лазером поверхностях образуются ми
кротрещины, характерные для устало
стного разрушения. Формирование ча
стиц износа происходит в результате 
многократных термомеханических воз
действий на материал. При трении не- 
упрочненных металлов на поверхно
стях трения имеются ярко выражен
ные борозды, характерные для абра
зивного изнашивания. В этом случае 
отделение частиц износа происходит 
в результате однократного процесса 
взаимодействия поверхностей (микро- 
резания) или малоцикловой усталости.

На основе анализа выявленного ме
ханизма разрушения упрочненных по
верхностей при трении оптимизация 
режимов лазерной обработки прово
дится по параметрам, характеризую
щим число циклов нагружения до от
деления деформированного объема ма
териала в зонах фактического мето
контакта поверхностей (фрикционная 
усталость). Разработана методика опре- ' 
деления этих параметров по результа
там лабораторных испытаний на изна
шивание и алгоритмы машинной обра
ботки данных.

Локальный термический нагрев ла
зерным пучком приводит во многих 
случаях к образованию значительных 
растягивающих остаточных напряже
ний, достигающих, например, на стали 
35 примерно 10 ГПа, которые оказы
вают влияние на сопротивление уста
лости деталей. Проведенные малоцик
ловые усталостные испытания упроч
ненных лазером образцов из стали 20 
в диапазоне изменения пластической 
деформации за цикл в пределах 0,7—

1,6 % показали значительное сниже
ние циклической прочности в сравне
нии с неупрочненными образцами. 
В области многоцелевой усталости 
предварительные эксперименты пока
зали снижение пределов выносливости 
на 8—27 % для сталей 35 и 45 после 
ІО7 циклов изгибного нагружения.

Следовательно, при применении ла
зерной обработки для упрочнения де
талей, работающих при циклическом 
напряжении, наобходимо учитывать 
возможное снижение сопротивления 
усталости деталей. Широкие перспек
тивы в технологии упрочнения поверх
ностей открывает лазерное легирова
ние и наплавление порошков твердых 
материалов. Одним из перспективных 
способов предварительного нанесения 
порошков является плазменное на
пыление. Регулируя подвод энергии 
лазерного пучка, можно получить раз
личные структуры применительно 
к условиям эксплуатации узла трения.

В задачах борьбы с абразивным из
нашиванием, когда требуется получе
ние наибольшей твердости поверхно
стей, необходимо строго регламенти
ровать подвод энергии, обеспечиваю
щий оплавление поверхности без оп
лавления подложки. Материал основ
ного металла в зоне термического воз
действия закаливается. Другой тип 
структуры образуется при расплавле
нии поверхностного слоя основного 
металла и внедрения в него твер
дых частиц материала покрытия. С уве
личением подводимой энергии расплав
ляются материалы покрытия и основы, 
происходит растворение материалов, 
т. е. собственно легирование поверх
ностей. В этом случае зона лазерного 
влияния наибольшая, соответственно 
уменьшаются градиенты температур и 
твердость. Такие структуры наиболее 
подходят для поверхностей трения, 
защищенных от абразива. Этим путем 
можно получить модифицированные 
слои, обладающие высокой сопротив
ляемостью к разрушениям от повтор
ных деформаций, хорошей ударной 
вязкостью, пластичностью.

В целом проведенные исследования 
позволяют разрабатывать рекоменда
ции по повышению износостойкости 
различных деталей, в частности, для 
тонкослойных подшипников жидкост-
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ного трения, в которых искусственно 
формируется гидродинамический ре 
жим смазки. Для этих подшипников 
одним из важнейших является требо
вание высокой износостойкости.

Рассмотрим примеры, иллюстриру
ющие эффективность лазерной обра
ботки для повышения ресурса работы 
различных деталей.

Видную роль в деле повышения дол
говечности сельскохозяйственной тех
ники могут обеспечить новые техноло
гические процессы, в том числе лазер
ная обработка.

Бичи молотильного аппарата зерно
уборочных комбайнов изготовляют из 
прокатной стали 50Г, имеют твердость 
НЯС 20 и термическому упрочнению 
не подвергаются. Термическая обра
ботка лазером увеличивает твердость 
поверхности до НРС  70 на оптималь
ных режимах, что позволяет повысить 
ресурс работы бичей в 2—3 раза.

Ступицы среднего диска вариатора 
хода изготовляют из стали 20 с после
дующей цементацией поверхности. По 
данным проведенных стендовых поли
гонных и полевых испытаний, приме
нение лазерной обработки позволяет 
перейти на более дешевый ковкий чу
гун КЧ 45-7 и одновременно увеличить 
износостойкость ступиц в 3—4 раза.

5. СМАЗЫВАНИЕ ВОДОЙ

При повышении скорости скольже
ния в подшипниках интенсивно растут 
механические потери от трения и воз
никают серьезные затруднения для 
сохранения допустимого температур
ного уровня работы сопряженных пар 
трения.

Научные основы условий, обеспечи
вающих надежную и длительную ра
боту пары треция подшипника, бази
руются на теории гидродинамической 
смазки. Основным уравнением, отра
жающим процессы, приводящие к раз
витию несущей способности слоя сма
зочного материала в условиях гидроди
намики, является уравнение Рейнольд
са:

д ( др \  
дх \  Т) дх } '
, Л -  (  —  Л Е - \  =

дг \  “П дг I
бу дк

дх (20)

где х и г — координаты поверхности; 
к — толщина слоя смазочного мате
риала; р — давление в несущем слое 
смазочного материала; Г| — коэффи
циент динамической вязкости; ѵ — 
скорость скольжения.

В соответствии с теорией гидродина
мической смазки для обеспечения на
дежной работы пары трения следует 
выполнить два требования: 1) обеспе
чить наличие слоя смазочного мате
риала, разделяющего сопряженные ра
бочие поверхности, имеющего доста
точную толщину, превышающую сум
марную высоту микронеровностей вала 
и вкладыша даже при самых тяжелых 
режимах эксплуатации; 2) не превы
шать температуру рабочей поверхности 
сверх заданного значения.

Процессы, возникающие в несущем 
слое смазочного материала опоры, весь
ма сложны. Они зависят от большого 
числа взаимодействующих факторов: 
конструктивных,технологических, мон
тажных и эксплуатационных (в по
следнем факторе необходимо учитывать 
неравномерность температурного поля, 
с изменением скорости скольжения и 
нагрузки, а также возможность значи
тельного загрязнения смазочного ма
териала).

Точность и надежность расчета несу
щей способности смазочного материала 
в условиях гидродинамики зависят от 
учета комплекса указанных выше фак
торов, находящихся в сложной взаимо
связи. Теория гидродинамической 
смазки позволяет найти параметры, 
характеризующие развитие в подшип
нике рабочего процесса, учитывающие 
несколько влияющих факторов, что 
очень важно для анализа этой много
функциональной зависимости.

Одним из таких параметров является 
коэффициент нагруженности подшип
ника

где Ра — средняя удельная нагрузка; 
со — угловая скорость; т]ср — коэффи
циент динамической вязкости, взятый 
по средней температуре слоя; Д — ди
намический зазор подшипника; сі — 
диаметр подшипника.

•С коэффициентом нагруженности 
необходимо связать эксцентриситет рас-
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Рис. 12. Зависимость коэффициента 
нагруженности подшипника <р от функ
ции х (1 — %), характеризующей экс
центриситет расположения центра вра
щающегося элемента пары при раз
личных соотношениях l id  (I — длина 
подшипника, d  — диаметр)

положения центра вращающегося эле
мента пары в зазоре % в виде функции 
%І(1 — X) и дать графики (рис. 12), 
удобные для практического примене
ния.

Решение уравнения Рейнольдса (20) 
выполнено применительно к неизотер
мическому рабочему процессу в под
шипнике с нахождением расчетных 
коэффициентов, а также получены оп
тимальные соотношения конструктив
ных и эксплуатационных элементов и 
графики, полезные для конструктора.

При высокой скорости скольжения 
в подшипнике особенно важным яв
ляется обеспечение интенсивного от
ведения тепла при трении и возможно 
малая сила трения как в нормальных, 
так и в тяжелых режимах работы. 
Отмеченные обстоятельства показали 
преимущества применения воды в ка
честве смазочного материала подшип
ников высокоскоростных валов, так 
как теплоемкость воды в 2,5 раза боль
ше теплоемкости минерального масла. 
Очень высока скрытая теплота парооб
разования, что существенно облегчает 
задачу отведения выделяемого при тре
нии тепла от подшипника.

Вязкость воды приблизительно в 
50 раз меньше вязкости минерального 
масла, что в условиях гидродинамики 
значительно снижает трение. Однако 
малая вязкость воды затрудняет созда
ние достаточной для всех условий экс

плуатации толщины слоя смазочного 
материала, разделяющего рабочие по
верхности, и требует разработки спе
циальной конструкции подшипника, 
а также тщательности изготовления 
подшипников и применения антифрик
ционных пар трения.

Применение воды в качестве смазоч
ного материала требует обеспечения 
устойчивости материалов к коррозии. 
При конструировании подшипников, 
смазываемых водой, следует учитывать 
вредное действие загрязнений, которые 
могут попасть в смазочный материал 
и ухудшить гидродинамический эффект 
трения.

Основная задача конструктора — 
обеспечение немедленной после пуска 
машин реализации гидродинамического 
трения в подшипниках, которое в даль
нейшем должно существовать при всех 
возможных перегрузках и ужесточе
ниях режима эксплуатации. Нельзя 
допускать наличия на рабочих поверх
ностях участков перегрева — горячих 
зон, которые показывают несовершен
ство гидродинамического процесса.

При соблюдении этих требований 
в подшипниках питательных конден
сатных насосов, устанавливаемых на 
теплоэлектроцентралях, обеспечи
вается длительный срок службы под
шипников: более 50 000 ч при смазы
вании водой. Такой срок службы мо
жет быть обеспечен при определенных 
значениях интенсивности линейного 
изнашивания неподвижной втулки, 
размещенной в картере (/^ =  1,24 X 
X Ю-13), и втулки (рубашки), поса
женной на вращающийся вал (/^ =  
=  2 ,7-10“13). Подобный высокий срок 
службы подшипников достигнут при 
соблюдении требований теории гидро
динамической смазки и в других от
раслях промышленности. Аналитиче
ские и экспериментальные исследова
ния показали возможность: длительной 
работы подшипников при высоких 
удельных нагрузках при смазывании 
водой (пресной и морской) и минераль
ными маслами; обеспечения кратковре
менного температурного барьера 
(~340° С), для длительной работы ре
комендуется предельная температура 
260э С; исключения схватывания пары 
трения со сталью даже при температуре 
около 400° С; получения коэффициента
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2. Допустимые удельные нагрузки 
(МПа) и скорости скольжения (м/с) 
для подшипников из материала С-1-У

Подшипник
Смазочный
материал ради- упор-

альный . ный

Вода 6/70 8/70
Минеральное масло 8/60 9/60

П р и м е ч а н и е .  В числителе 
приведены значения удельных нагру
зок, в знаменателе — скоростей сколь
жения.

трения при трогании с места под высо
кой нагрузкой (начало движения) 
0,05—0,06, что в 2,5 раза меньше, чем 
у баббита.

Рекомендации, основанные на ком
плексе исследований, подтвержден
ных проверкой в натурных условиях, 
внедряются в промышленность в це
лях повышения качества работы, уве
личения срока службы, экономии ма
териалов и компактности изделий. Для 
кратковременной работы значения 
удельных нагрузок, приведенные в 
табл. 2, могут быть увеличены в 2 раза.

6. ПРОБЛЕМЫ ГРАНИЧНОЙ 
СМАЗКИ

Температурный критерий разруше
ния смазочных слоев. Предельная ра
ботоспособность смазочного материала 
определяется критической температу
рой, для оценки которой разработан 
температурный метод. На критическую 
температуру оказывают существенное 
влияние химический состав контакти
рующих материалов, скорость сколь
жения, а также контактные нагрузки. 
Для учета этих факторов и дальней
шего развития температурного метода 
оценки смазочных свойств масел были 
разработаны и применены различные 
схемы трения (рис. 13), которые позво
ляют изучать природу смазочных ма
териалов и материалов поверхностей 
трения, а также исследовать трение не

ч і )  , £ 5  ѵ і )

Рис. 13. Схемы трения, применяемые 
при испытаниях масел температур
ным методом

только при скольжении, но и при ка
чении с Проскальзыванием.

Четырехшариковая и четырехроли
ковая схемы (см. рис. 13, а, б) приме
няются для исследования трения одно
именных материалов — обычно терми
чески обработанных сталей. Схемы 
сфера—кольцо (в), сфера — три ро
лика (г), сфера — три плоскости (д) 
предназначены для исследования тре
ния эталонного материала (шарика из 
стандартной подшипниковой стали) по 
исследуемым материалам (для схемы 
сфера—кольцо — по цветным металлам 
и пластмассам, для остальных схем — 
по сталям, чугунам и в некоторых слу
чаях — по цветным металлам).

Используя смазочные материалы 
с высокими поверхностно-активными 
свойствами (в частности, с высокой 
теплотой адсорбции), можно повысить 
критическую температуру. Однако 
обычно она не превышает 150—200° С, 
а во многих узлах трения генерируются 
более высокие температуры. В таких 
случаях в смазочный материал вводят 
так называемые химически активные 
присадки — соединения, включающие 
активные компоненты: С1, Р, Э. При 
высоких температурах эти соединения 
разлагаются, активные элементы всту
пают в реакцию с металлом поверхно
стей трения и образуют тонкие модифи
цированные слои, обладающие пони
женным сопротивлением сдвигу. Тем
пература, при которой это происходит,, 
называется температурой химической 
модификации $Хм> формальным при
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зн а к о м  ее д о с ти ж е н и я  я в л я е тс я  резкое  
ум е н ьш е н и е  к о э ф ф и ц и е н та  тр е н и я  и 
зам ена  а д ге з и о н н о го  и з н а ш и в а н и я  б о 
лее  ум ер ен н ы м  к о р р о з и о н н о -м е х а н и ч е 
с к и м .

М н о го ч и с л е н н ы е  и с с л е д о в а н и я  п о к а 
з ы в а ю т, ч то  к р и ти ч е с к а я  те м п е р а ту р а  
гр а н и ч н ы х  с м а зо ч н ы х  с ло е в  п р и  о д н и х  
и т е х  ж е  м а те р и а л а х  т р у щ и х с я  о б р а з 
цо в  о п р е д е л я е тс я  п р и р о д о й  с м а зо ч н о го  
м а те р и а л а . Р е з у л ь т а т ы  т а к о г о  р ода  и с 
п ы та н и й  с м а зо ч н ы х  м а те р и а л о в  я в 
л я ю т с я  о тп р а в н ы м и  д а н н ы м и  д л я  в ы 
бор а  о п ти м а л ь н о й  с м а зк и , и с х о д я  из 
п р е д е л ь н о  д о п у с т и м ы х  в э к с п л у а т а ц и и  
те м п е р а ту р .

Т е м п е р а ту р н ы й  к р и те р и й  п о л у ч а е т  
все б о ль ш е е  п р и м е н е н и е  д л я  о п р е д е л е 
н и я  п р е д е л ь н ы х  у с л о в и й , п р и  к о т о р ы х  
о ж и д а е тс я  за е да н и е  т е х  и л и  и н ы х  у з л о в  
м а ш и н . В  с в я зи  с э ти м  п р е д с та в л я е т  
б о л ь ш о й  п р а к ти ч е с к и й  и н те р е с  с о п о 
с та в л е н и е  р е з у л ь т а т о в  и с п ы та н и й  на 
с те н д а х , и м и т и р у ю щ и х  р а б о ту  у з л о в  
тр е н и я  м а ш и н , в к о т о р ы х  за еда н и е  
о ц е н и в а е тся  п о  п р е д е л ь н о  д о п у с ти м о й  
н а гр у з к е  и л и  р а с ч е тн о й  к р и ти ч е с к о й  
те м п е р а ту р е , с р е з у л ь та та м и  п р о в о д и 
м ы х п а р а л л е л ь н о  л а б о р а то р н ы х  и с п ы 
та н и й  по  э к с п е р и м е н та л ь н о м у  о п р е д е 
л е н и ю  к р и ти ч е с к о й  те м п е р а ту р ы .

Р е з у л ь т а т ы  п р о в е д е н н ы х  и с п ы та н и й  
у к а з ы в а ю т  на х о р о ш у ю  к о р р е л я ц и ю  
м е ж д у  н а г р у з к о й  за е д а н и я  з у б ч а ты х  
к о л е с  и к р и ти ч е с к и м и  те м п е р а тур а м и  
д л я  с о о тв е тс тв у ю щ и х  м асел.

7. ТЕОРИЯ КОНТАКТНО
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ 
СМАЗКИ

Несущая способность масляной 
пленки. Д о л г о в е ч н о с т ь  и н а д е ж н о с ть  
м а ш и н  и м е ха н и зм о в  с ущ е с тв е н н ы м  
обр азом  з а в и с я т  о т  п и т т и н г о -  и и з н о 
с о с т о й к о с ти , а т а к ж е  с то й к о с т и  п р о ти в  
з а д и р о в  с м а за н н ы х  п о в е р х н о с те й  т р е 
н и я  т а к и х  д е та л е й  м а ш и н , к а к ,  н а п р и 
м ер, з у б ч а ты е  и ф р и к ц и о н н ы е  п е р е д а ч и , 
з у б ч а ты е  м у ф т ы , п о д ш и п н и к и  к а ч е н и я  
и с к о л ь ж е н и я  и т .  д .  П о в е р х н о с ти  р я д а  
д е та л е й  м а ш ин  р а б о та ю т в у с л о в и я х  
к а ч е н и я  со  с к о л ь ж е н и е м  и п о дв е р ж е н ы  
в о зд е й с тв и ю  в ы с о к и х  к о н т а к т н ы х  д а в 
л е н и й . У с та н о в л е н и е  и х  н е сущ е й  с п о 
с о б н о с ти  п р е д с та в л я е тс я  с л о ж н о й  п р о 

б ле м о й , т а к  к а к  д л я  э т о г о  н е о б х о д и м о  
р е ш а ть  с и с те м у  н е л и н е й н ы х  и н т е г 
р а л ь н о -д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  
те о р и и  к о н т а к тн о -г и д р о д и н а м и ч е с к о й  
с м а зк и , а т а к ж е  те п л о о т д а ч и  в с м а зо ч 
ном м а те р и а ле  и в к о н т а к т и р у ю щ и х  
т е л а х .

К о н та к т н ы е  д е ф о р м а ц и и  д а ж е  в с л у 
чае п л о с к о й  к о н т а к т н о й  за д а ч и  в ы р а 
ж а ю т с я  с л о ж н о й  з а в и с и м о с ть ю . Д л я  
о п р е д е л е н и я  и х  в х о д е  р е ш е н и я  к о н 
та к т н о -г и д р о д и н а м и ч е с к и х  за д а ч  б ы л  
р а з р а б о та н  м е то д  р а сч е та  к о н т а к т н ы х  
д е ф о р м а ц и й  в п л о с к о й  к о н т а к т н о й  з а 
да че  п р и  п р о и з в о л ь н о м  за к о н е  р а с п р е 
д е л е н и я  н а г р у з к и  п о п е р е к  п о л о с к и  
к о н т а к т а .  В  нем п л о щ а д ь  н а г р у з к и  
п р е д с та в л я е тс я  в виде  п о л о с о к , к а ж 
д а я  из к о т о р ы х  о гр а н и ч е н а  п а р а б о л о й . 
Р а з н о с ть  к о н т а к т н ы х  д е ф о р м а ц и й  в к а 
к и х -л и б о  д в у х  т о ч к а х  о т  н а г р у з к и ,  
р а с п р е д е л е н н о й  п о  з а д а н н о м у  з а к о н у ,  
н а х о д и тс я  сум м и р о в а н и е м  р а з н о с ти  
к о н т а к т н ы х  д е ф о р м а ц и й  на о тд е л ь н ы х  
у ч а с т к а х  н а г р у з к и .  Д л я  о б л е гч е н и я  
р а с ч е то в , н е о б х о д и м ы х  п р и  р еш ен и и  
к о н т а к тн о -г и д р о д и н а м и ч е с к и х  за д а ч , 
с о с та в л е н ы  та б л и ц ы  и п о с тр о е н ы  гр а 
ф и к и , п о  к о то р ы м  м о г у т  б ы ть  о п р е де 
л е н ы  зн а ч е н и я  п а р а м е тр о в , в х о д я щ и х  
в о к о н ч а те л ь н ы е  р а с ч е тн ы е  за в и си м о 
с ти  д л я  вы бора ш и р и н ы  у ч а с тк о в  н а 
г р у з к и ,  п о з в о л я ю щ и х  н а и л у ч ш и м  о б 
р а зом  а п п р о к с и м и р о в а ть  к р и в ы е  р а с 
п р е д е ле н и я  н а г р у з к и .

И с х о д н о й  я в л я е тс я  с л е д у ю щ а я  ф о р 
м у л а  д л я  о п р е д е л е н и я  к о н т а к т н о й  д е 
ф о р м а ц и и  ц и л и н д р а :

Ч, =  ѵ [ /  (*„) [ѵ‘ — 1п (X — ха)*і йх„ — 

- - ^ £ ( 1 - Ц - 2 ц 2) +  С ,  (2 1 )

где  ѵ (1 — |л'“) / я £ ;  ѵ ' (1 4 -  р,)/(1 — 
—  ¡л) - ( -  2 1п у ,  х —  к о о р д и н а та , д л я  
к о т о р о й  о п р е д е л я е тс я  д е ф о р м а ц и я  б х ; 
ха —  т е к у щ а я  к о о р д и н а та ; <7 —  н а 
г р у з к а ,  п р и х о д я щ а я с я  на е д и н и ц у  
д л и н ы  п о л о с к и  к о н т а к т а ;  /? —  р а 
д и у с  ц и л и н д р а , д л я  к о т о р о г о  о п р е де 
л я е т с я  к о н т а к т н а я  д е ф о р м а ц и я ; Е — 
м о д у л ь  у п р у г о с т и  м а те р и а л а  ц и л и н д р а  
п е р в о го  р о д а ; р, —  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с 
с о н а ; С —  п о с то я н н а я  и н те гр и р о в а 
н и я ; у  —  р а с с то я н и е  в д о л ь  оси  о р д и 
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нат, на котором определяется дефор
мация.

На основании формулы (21) может 
быть получена следующая зависи
мость для расчета .приращения кон
тактной деформации:

Де =  ^  (ЛP H  +  Д р 'Я '),

где Ар и Ар' — приращения давле
ния, обусловленные отклонением ли
нии давления от прямой на данном 
участке (линия давления на участке 
аппроксимируется параболой); Ь — 
ширина участка нагрузки; и /?' — 
величины, которые берутся из таблиц.

При контакте стали по стали при 
Е — 215 ГПа и р =  0,3 получим 
\ё е/4ѵ =  805 000.

Согласно теории контактно-гидро- 
динамической смазки давление в зоне 
контакта цилиндрических поверхно
стей распределяется по отличным от 
эллиптического законам (рис. 14), для 
которых характерным является нали
чие пика давления на выходе поверх
ностей из зоны контакта. Именно 
в связи с этим контактное напряженное 
состояние претерпевает существенное 
изменение. Особенно сильно влияет 
пик давления на контактные напряже
ния при качении со скольжением и 
значительных силах трения.

Влияние на контактное напряженное 
состояние пика давления, а также раз
личных параметров, определяющих 
толщину масляной пленки в контакте, 
устанавливается с помощью метода, 
который позволяет определить контакт
ные напряжения при любом законе 
распределения контактных давлений

поперек полоски контакта. С увеличе
нием нагрузки толщина масляной 
пленки будет уменьшаться до тех пор, 
пока на дискретных пятнах контакта 
не будут создаваться свои масляные 
пленки. Толщина масляной пленки на 
дискретных пятнах контакта имеет 
предельное минимальное значение, за
висящее от шероховатости поверхно
стей, условий контакта, температуры 
и вида смазочного материала.

Таким образом, несущая способность 
масляной пленки в зоне контакта будет 
складываться из нагрузки, выдержи
ваемой масляной пленкой, образую
щейся на герцевском контакте, и на
грузки, выдерживаемой дискретными 
пятнами контакта. Вопрос о несущей 
способности масляной пленки, обра
зующейся на дискретных пятнах кон
такта, следует рассматривать с пози
ций теории мркроконтактно-гидроди- 
намической смазки.

При вхождении в зону контакта 
дискретного пятна на нем образуется 
масляная пленка, толщина и несущая 
способность которой зависит от скоро
сти МсИ  приближения пятна к проти
воположной поверхности, формы и раз
мера I пятна.

Когда дискретное пятно имеет форму 
длинной полоски, для нахождения тол
щины кд масляной пленки на пятне 
применимо гидродинамическое урав
нение:
йрійх =  —тгідин (Риісіу2, (22)
где р — давление масла в точке 
Л д и н  — динамическая вязкость масла; 
и — скорость потока масла в точке 
с координатой у.
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Рис. 14. Эпюра распределения давления:
а — стг=490,3 МПа, Лд =  1 мкм, рэ= 5  см; б — стг~ 245,2 МПа, А0= 3  мкм, р0 —100 см
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Учитывая, что при =  0 и у2 =  О 
скорости и — 0 , и считая, что давление 
среды вокруг пятна равно рср и тол
щина слоя Лср, а пьезокоэффициент 
масла а не зависит от рср, интегриро
ванием (22) можно получить следую
щую зависимость для расчета толщины 
hg:

_ 1 -ш/~ -^вх (М )2
ё ~  20 У а/250

X еР°Р/° dh
! Г ( 1 ± Т Ь)> (23)

ГДе %  =  ѴС ^  А  ВХ =  Л =  6ЛдИН о х
X и2//і|  во входной части зоны кон
такта; здесь Нэ — эффективная тол
щина масляной пленки; ѵ2 — сумма
скоростей качения.

Для дискретного пятна в виде круга 
решают осесимметричную гидродина
мическую задачу, в результате зави
симость для hg имеет вид

hg 25,2
^вх (^эО2 
Рср/Ю0

X еРсѵ/а dh
dx (1 ±  *Пэ) • (24)

Таким образом, для решения микро- 
контактно-гидродинамической задачи 
необходимо знать рс и dh/dt, которые 
находят в результате решения контакт
но-гидродинамической задачи. Зави
симости (22)—(24) справедливы в тех 
случаях, когда определяет изме
нение зазора между поверхностями.

На основании выполненных иссле
дований теоретически установлена не
сущая способность поверхностей. Ос
новным критерием, определяющим зна
чение предельной нагрузки, соответ
ствующей безызносной работе зубьев 
зубчатых колес, является толщина 
масляной пленки в контакте зубьев. 
Превышение безызносной нагрузки 
приводит к разрушению масляной 
пленки в контакте и возникновению из
носа, а при достижении критической 
скорости изнашивания наступает заеда
ние рабочих поверхностей зубьев, рас
чет на износостойкость проводится по 
запасу л аи против нагрузки начала

I изнашивания <7ои» определяемой по 
следующей зависимости:

. / ѵ  \  0 .25
?ои =  <Р («) Р°’ ( - ^ ¡ - )  .

где рр — приведенный радиус кривиз
ны профилей зубьев в расчетной точке 
зацепления; ѵ— кинематическая вяз
кость масла при нагреве зубьев на 
входе в зацепление; т] — удельное 
скольжение в расчетной точке зацеп
ления; тіэ =  | т) |/2 +  | г) |; ер (и) — 
функция вязкостно-скоростного фак
тора и, который определяется из фор
мулы:

X (2 —1- I г) I)1’6-

Расчет зубчатых колес на износо
стойкость проводят для точек, соответ
ствующих наибольшей скорости сколь
жения ѵск. Однако при значении и, 
большем, чем значение, соответствую
щее минимальному значению ф (и), 
расчет следует проводить и при мень
ших оск, находя наименьшее значение 
<7аи. Запас п0п против нагрузки начала 
изнашивания определяется как отно
шение <70и к расчетной удельной на
грузке <7р.

При превышении qavi разрушается
масляная пленка в контакте зубьев и 
возникает износ, переходящий в ко
нечном счете к заеданию рабочих по
верхностей зубьев. Минимально допу
стимые значения толщины масляной 
пленки и предельных нагрузок опре
деляются степенью приработанности 
контактирующих поверхностей.

В настоящее время не получено до
статочное количество расчетных дан
ных для вывода обобщенной зависи
мости по определению толщины масля
ной пленки с учетом скольжения и ше
роховатости контактных поверхностей. 
Поэтому прямой метод расчета крити
ческой толщины масляной пленки, 
соответствующей заеданию, в настоя
щее время не может быть разработан.

Несущая способность смазочного 
слоя в случае реальных поверхностей 
не может быть установлена с позиций 
контактно-гидродинамической теории
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смазки, не учитывающей температур
ных эффектов, вызываемых скольже
нием и шероховатостью контактирую
щих поверхностей. Таким образом, 
определение долговечности и надеж
ности смазанных деталей машин тре
бует проведения научно-исследова
тельских работ по совершенствованию 
методов решения контактно-гидроди
намических задач, разработке теории 
термоконтактно-гид р о д и н а ми ч е с к о й  
смазки в условиях качения со сколь
жением шероховатых поверхностей, 
а также развитию теории микрокон- 
тактно-гидродинамической смазки.

Решение этих проблем потребует 
проведения исследований по установ
лению приведенных теплофизических 
характеристик смазочных материалов и 
контактирующих тел, определяющих 
толщину масляной пленки при каче
нии со скольжением, предельных на
пряжений сдвига в масляной пленке, 
влияния на несущую способность раз
меров и приработки контактирующих 
поверхностей, размера и формы ди
скретных пятен, температуры масла 
на них, числа' пятен на контакте 
и т. д.

Установлено, что основным крите
рием несущей способности масляного 
слоя в зоне контакта при качении со 
значительными скоростями скольже
ния является толщина этого слоя, ми
нимально допустимое значение кото
рой определяется совокупностью наи
более влияющих параметров шерохо
ватости поверхностей, достигнутой 
в процессе их приработки (как предва
рительной, так и при эксплуатации). 
Контактная прочность поверхностей 
значительно зависит от отношения 
суммы высот неровностей к толщине 
масляной пленки. При невысоком ка
честве поверхностей решающим факто
ром является напряженное состояние 
в зонах дискретного контакта. При вы
соком качестве поверхностей решаю
щее значение приобретает напряженное 
состояние под пиком давления, кото
рое необходимо определять с учетом 
сил трения в контакте, радиусов кри
визны контактирующих поверхностей 
и их скоростей качения и скольжения. 
В обоих случаях необходимо учиты
вать влияние температурного фак
тора.

8. МАГНИТОПОРОШКОВЫЙ 
МЕТОД СМАЗЫВАНИЯ

Вакуум, различные инертные и аг
рессивные среды в сочетании с широ
ким диапазоном температур (минус 
100—1000°С), давлений (от 1,33 мкПа 
до 100 МПа) и облучения — вот лишь 
краткий перечень ситуаций, для обо
значения которых часто используется 
термин «экстремальные условия». 
Внешняя среда является одним из ос
новных факторов, влияющих на рабо
тоспособность механизма: она опреде
ляет направление и ход физико-хими
ческих процессов в контакте подвиж
ных сочленений, обусловливает каче
ственное состояние и свойства поверх
ностных слоев.

Сравнительные испытания на трение 
различных материалов на воздухе и 
в вакууме (40 мПа) показали, что в ва
кууме по сравнению с воздушной сре
дой коэффициенты трения скольжения 
в 1,5—2 раза выше и по времени ста
билизируются дольше. Исследования 
работоспособности редукторов, рабо
тающих без смазочного материала при 
разрежении 1,33 мкПа, установили, 
что без специальных средств защиты 
они выходят из строя через 30—90 мин 
в результате большого износа 'зубьев 
зубчатых колес вследствие образова
ния лавинных задиров и «холодной» 
сварки поверхностей трения.

Все эти факты свидетельствуют о том, 
что в вакууме по сравнению с воздуш
ной средой тела теряют из-за испарения 
и разрушения покрывающие их окис- 
ные и адсорбированные пленки, в ре
зультате чего в контакте сопряженных 
поверхностей образуются прочные ад
гезионные связи. Также значительно 
ухудшаются условия теплоотдачи от 
механизма через стыки в окружающую 
среду, поскольку в вакууме практи
чески отсутствует конвективная тепло
отдача. Это влечет за собой увеличение 
поверхностных температур, ухудше
ние механических характеристик ма
териалов и интенсификацию молеку
лярно-адгезионных процессов, сопро
вождающуюся развитием схватывания 
и задиров сопряженных тел. В таких 
условиях целесообразно использовать 
твердые смазочные материалы, к числу 
которых относятся сульфиды, хлориды,
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йодиды и фториды металлов, соли, 
минералы, различные полимеры, жир
ные кислоты, мягкие металлы. Исклю
чительно широкий температурный диа
пазон (—100— +1000 °С), способность 
выдерживать предельно высокие кон
тактные нагрузки, стабильность в ва
кууме, инертных и агрессивных сре
дах, стойкость при облучении и к хи
мическим реагентам — вот основные 
преимущества этих материалов, опре
деляющие их перспективность.

Ведутся работы по созданию новых и 
улучшению служебных свойств уже 
известных твердых смазочных материа
лов. Существенным резервом повыше
ния эффективности ряда антифрикцион
ных материалов является реализация 
эффекта аномально низкого трения, 
когда при облучении или нагреве в ва
кууме коэффициенты трения дисуль- 
фидамолибдена, полиэтилена, графита 
снижаются на несколько порядков. 
Предпринимаются успешные попытки 
рационального использования трибо
химических реакций между материа
лами, входящими в состав смазочных 
материалов, или между этими материа
лами и окружающей средой. Так, сни
жение трения графитовых смазочных 
материалов в вакууме и инертных 
газах может быть обеспечено путем под
бора такого сопряженного тела или 
введением его в состав графита, кото
рое бы непрерывно поставляло атомы 
или молекулы, способные адсорбиро
ваться поверхностями трения.

Анализ принципов тяжелонагру- 
женных механизмов на основе твердых

смазочных материалов и сравнение их 
с условиями работы машин показывает, 
что малый ресурс механизмов является 
следствием неудачных методов приме
нения твердых смазочных материалов. 
Этим методам свойственны два дефекта: 
отсутствие циркуляции смазочного ма
териала, т. е. принудительной много
кратной подачи его частиц на поверх
ности трения, и малые объемы смазоч
ного материала в механизме.

Из известных методов применения 
твердых смазочных материалов наи
более перспективным является рота- 
принтный метод смазывания, заклю
чающийся в постепенной подаче сма
зочного материала малыми дозами 
в зону трения. Перенос смазочного ма
териала возможен уже при весьма 
малых нагрузках. В зубчатых пере
дачах роль смазывающего элемента 
выполняет специальное колесо, нахо
дящееся в зацеплении с рабочим. 
Смазывающее колесо не воспринимает 
рабочей нагрузки и, изнашиваясь, 
обеспечивает перенос твердого смазоч
ного материала на поверхность трения 
силовых зубчатых пар. Конструктивно 
поджатие ротапринтного колеса мо
жет быть выполнено двумя способами: 
когда колесо укрепляется на рычаге 
и пружиной прижимается к рабочему 
колесу (рис. 15, а) и когда смазываю
щее колесо выполнено из двух поло
вин и его зубья с помощью пружин 
прижимаются к зубьям рабочего ко
леса (рис. 15, 6).

Экспериментальное исследование ре
дуктора с ротапринтным, смазыванием

6)
Рис. 15. Ротапришгный метод смазывания зубчатых колес:
1 — смазывающее колесо; 2 — рабочие колеса
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проводили в вакууме, равном 133—
13.3 нПа при температуре 20—̂ 250 °С. 
Четырехрядный редуктор, зубчатые 
колеса которого выполнены из стали 
20X13 твердостью Н#С  48—51, с мо
дулем 0,6 мм, углом профиля ф =  20, 
работал при окружных скоростях до
3.3 м/с, контактных напряжениях до 
10 ГПа. В качестве материалов для 
смазывающих зубчатых колес были вы
браны ВАМК-1, ВАМК-21, ВАМК-22.

Ресурс работы зубчатого редуктора 
ограничивался главным образом дол
говечностью смазывающих колес и 
случайным попаданием частиц смазоч
ного материала и продуктов изнаши
вания в подшипники качения. Экспе
риментально было показано, что в от
сутствие смазки при указанных выше 
условиях выход из строя редуктора 
вследствие заедания колес из стали 
2X13 (Я/?С) 50) наступает через 2—3 ч. 
В то же время редуктор с ротапринт- 
ным смазыванием мог работать более 
100 ч. В зависимости от режима работы 
и материалов тел КПД редуктора мог 
изменяться в диапазоне 50—90 %. 
Для дальнейшего повышения работо
способности узлов трения с твердой 
смазкой был разработан магнитоцо- 
рошковый метод смазывания. Основ
ные условия создания узлов трения 
с магнитопорошковым методом смазы
вания заключаются в следующем:

детали трения изготовляются из 
ферромагнитных материалов;

порошкообразному твердому сма
зочному материалу придаются удовле
творительные магнитные свойства, при 
этом основной его объем размещается 
вне зоны фрикционного контакта, но 
вблизи рабочих тел;

на механизм действует постоянное 
магнитное поле;

составные части узла трения компо
нуются так, что формируют единый 
магнитный контур.

Выполнить эти условия сравнительно 
просто. Большое число высокопрочных 
конструкционных материалов отно
сится к ферромагнитному классу (ста
ли 20, 45, ЗОХГС, 20X13, 20ХЗМВФ 
и т. д.), вследствие чего у конструк
тора имеется значительный выбор 
сталей.

Твердые смазочные материалы, как 
правило, диамагнитны и практически

не реагируют на магнитное поле. 
Однако введение в их состав некоторо
го количества ферромагнитных ве
ществ придает им эти свойства, не 
ухудшая заметно смазочных характе
ристик. Сравнительно просто решается 
вопрос размещения смазочного мате
риала. Применительно к зубчатым 
передачам детали располагаются в за
крытом картере, на дне которого в пре
делах действия магнитного поля нахо
дится смазочный материал. Именно 
такой принцип расположения магнито
активного смазочного материала (вне 
зоны контакта, но вблизи поверхности 
трения) позволяет использовать его 
значительные объемы.

Перспективность магнитного метода 
смазывания по сравнению с другими 
методами определяется прежде всего 
возможностью повысить ресурс работы 
механизмов за счет увеличения объема 
смазочного материала, циркулирую
щего в узле трения в процессе его 
работы; лучшим удержанием смазоч
ного материала на поверхности тре
ния за счет магнитного поля; возмож
ностью многократной подачи одних 
и тех же частиц смазочного материала 
при их отрыве от поверхности трения; 
регулированием смазывания. Послед
нее осуществляют изменением напря
женности налагаемого на узел трения 
магнитного поля — большей напря
женности поля соответствует большая 
подача смазочного материала. Эффект 
может быть достигнут, по крайней 
мере, двумя путями: изменением силы 
тока в обмотке электромагнита, яв
ляющегося источником магнитной 
энергии, или перемещением магнита 
относительно контактирующих дета
лей.

Варианты решения узлов трения 
с магнитопорошковым методом смазы
вания показаны на примере зубчатых 
передач.

Зубчатые колеса могут быть намаг
ничены внешним магнитом, располо
женным вне картера со смазочным ма
териалом (рис. 16, а), или магнитами, 
укрепленными на вращающихся коле
сах (рис. 16, б).

В обоих случаях смазочный мате
риал находится внутри геометриче
ского картера. Размещение магнитов 
на рабочих колесах или эквивалентное
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Рис. 16. Магнитопорошковый метод 
смазывания зубчатых колес:
а— расположение магнита внешнее; 6 — 
расположение магнита внутреннее

этому непосредственное намагничива
ние самих колес придает механизму 
большую компактность. В то же время 
при некотором изменении схемы 
(рис. 17) можно осуществить регули
рование смазывания зубчатых колес.

Магнитопорошковый метод доста
точно универсален и может быть при
менен к узлам трения различного 
типа: зубчатым колесам, подшипникам 
скольжения и качения, кулачкам ит. д.

Дальнейшие детальные исследования 
магнитопорошкового метода смазыва
ния показали наличие еще одного 
важного фактора, благоприятно влия
ющего на долговечность механизмов. 
Подача на рабочие детали значитель
ного количества пористого порошко
вого смазочного материала сопровож
дается формированием значительной 
по размеру зоны контакта. Экспери
ментальными исследованиями было 
установлено, что в сопряжении ци
линдрических тел зона контакта до
стигает 20° и более. Это в десятки раз 
превышает размеры герцевского кон
такта для тех же поверхностей без 
смазочного материала. Так, для сталь
ных роликов радиусом 20 мм, шири
ной 5 мм, при нагрузке 980 Н длина 
площадки контакта равна 14,8 мкм; 
угол зоны контакта при этом равен 25. 
Возрастание угла зоны контакта, а

Рис. 17. Регулирование смазывания:
1 — картер; 2 — зубчатые колеса; 3 — 
смазочный материал; 4 — постоянный ма
гнит

следовательно, и увеличение площади, 
через которую передается нагрузка, 
должно привести к снижению макси
мальных напряжений, что, в свою 
очередь, благоприятно отразится на 
ресурсах работы механизмов вследст
вие уменьшения изнашивания.

Расчеты показывают, что макси
мальные контактные напряжения в зуб
чатых передачах с магнитопорошко
вым смазыванием зависят от количества 
подаваемого смазочного материала и 
могут в 1,5—2 раза быть меньше по 
сравнению с напряженным состоянием 
зубчатых передач без смазочного ма
териала, рассчитанным по формулам 
для герцевского контакта.

Магнитопорошковый метод смазы
вания был опробован и проверен в раз
личных зубчатых механизмах. На 
рис. 18 представлен редуктор, зубча
тые колеса которого изготовлены из 
стали ЗОХГСА с НИС 33—39. Испыта
ния редуктора проводили при темпера
туре 300° С, максимальные контактные 
напряжения в полюсе зубчатых колес

Рис. 18. Зубчатый редуктор с магнито
порошковым смазочным материалом 
в условиях повышенных температур
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составляли 4,5—6,2 ГПа, скорости 
скольжения 20—46 см/с. Индукция 
магнитного поля в зоне смазывания 
равнялась 0,04—0,06 Тл. За время 
ресурсных испытаний КПД редуктора 
составлял 93 %. Через 300 ч работы 
механизма осмотр и обмер зубчатых 
колес показали, что на рабочих по
верхностях зубьев образовалась плен
ка смазочного материала; незначи
тельные следы изнашивания были 
видны лишь в области головок зубьев. 
Исследования показывают, что этот 
метод смазывания может быть успешно 
использован в различных условиях, 
когда невозможно применять жидкий 
пластичный смазочный материал.

9. ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИЕ 
ПРОЦЕССЫ ПРИ ИЗНАШИВАНИИ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ КОНТАКТОВ

В процессе работы скользящие, раз
рывные и даже неподвижные контактъ» 
подвержены изнашиванию. В зависи
мости от времени и числа коммутаций, 
т. е. интенсивности изнашивания /д, 
контакты постепенно выходят из строя. 
Для электрических контактов харак
терны два основных вида изнашива
ния: механическое, обусловленное про
цессами трения, удара и вибрации; 
электрическое, обусловленное термо
химическим и .эмиссионным воздейст
вием электрического тока на материа
лы.

В связи с очень большой разницей 
в условиях работы электрических кон
тактов разного класса и назначения их 
надежность и долговечность разли
чаются в широких пределах. Наиболь
шая интенсивность отказов наблю
дается у скользящих электрических 
контактов, особенно у которых ско
рость скольжения и продолжитель
ность процесса скольжения высокие. 
В этих контактах и механическое и 
электрическое изнашивание наиболее 
значительны. Механическое изнашива
ние проявляется в скользящих элек
трических контактах в тех же формах, 
что и в обычных парах трения, работаю
щих без электрического тока, с той 
особенностью, что рабочие нагрузки 
таких контактов обычно невелики и 
в 10 раз меньше, чем у обычных несма

занных пар трения, и в 100 раз меньше, 
чем у пар трения, работающих со сма
зочным материалом.

Электрическое изнашивание прояв
ляется в таких контактах в следующих 
трех видах;

перенос ионов одного материала на 
другой;

фриттинг — электрический пробой, 
возникающий при достижении напря
женного электростатического поля 
внутри окисной пленки примерно 
10е В/м, приводящей к увеличению сил 
молекулярного сцепления между чи
стыми металлами, что вызывает неже
лательный эффект — микросхватыва
ние поверхности участков с глубинным 
вырыванием материала при сдвиге;

искрение и дугообразование, приво
дящие к выделению большой тепловой 
энергии в зазоре между контактами. 
При этом происходит изменение свойств 
поверхностных слоев материалов, воз
можно испарение металла или его раз
брызгивание в контактном зазоре и 
близлежащих участках поверхности. 
Это обычно ухудшает качество поверх
ности и увеличивает переходное кон
тактное сопротивление # к. В резуль
тате сильно увеличивается механиче
ское изнашивание. В ряде сильноточ
ных контактов предусмотрено в связи 
с этим перемещение зоны контакта 
в процессе включения и выключения, 
а также магнитно-электрическое дуго- 
гашение.

Строгое деление на механическое и 
электрическое изнашивание невозмож
но, так как оба процесса взаимосвя
заны и взаимообусловлены.

В табл. 3 приведена классификация 
электрических контактов по виду из
нашивания при нормальной ра
боте.

Двумя важнейшими видами сильно- 
точных электрических скользящих 
контактов, применяемых на транспорте, 
являются контакты типа вставка пан
тографа — контактный провод и баш
мак — контактный рельс.

Первый тип контакта в различных 
конструктивных вариантах приме
няется для электрифицированных уз
лов токосъема (трамвая, троллейбуса 
и некоторых других специальных ви
дов транспортных машин); второй тип 
токосъема в основном используется
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3. Виды изнашивания электрических контактов

Контакты Область применения Вид изнашивания

Неподвижные Штепсельный разъем Механическое
Разрывные Контакты магнитного пу

скателя
Электрическое вследствие 
дугообразования

Скользящие Контакты слаботочного реле Механическое
Щетка-кольцо Механическое и электриче-
Щетка-коллектор

Ползун слаботочного рео
стата

ское (первого и второго ви
дов)
Механическое

Токосъемный башмак по Электрическое (первого и
контактному рельсу или 
пластины пантографа по 
контактному проводу

второго видов) и механиче
ское

для линий метрополитена, в некоторых 
конструкциях скоростных подъемно
транспортных машин, например на 
скоростных лифтах высотных зданий 
и телевизионных башен. Предпола
гается использование этого типа токо
съема в новых видах скоростного на
земного транспорта, монорельсового, 
тр убоконтей нер ного, высокоскор ост-
ного наземного транспорта (ВСНТ) — 
на магнитном подвесе с линейными 
двигателями. Это связано с тем, что 
пантографная конструкция оказы
вается неработоспособной при высоких 
скоростях движения (оск >  200-?- 
250 км/ч).

Физическая картина трения и изна
шивания для обоих типов токосъемных 
устройств в основном сходна. Различие 
обусловливается тем фактом, что в слу
чае пары контактный провод—вставка 
пантографа один из ее элементов в ма- 
крообъемном понимании не является 
жестким, и нажатие на контакт слож
ным образом зависит от формы, кото
рую принимает подвешенный провод 
между опорами, и динамики перемеще
ния пластин пантографа. Кроме того, 
первый тйп токосъема применяется 
в условиях действия различных кли
матических факторов (ветровых на
грузок, дождя, снега, обледенения 
и т. д.), второй — главным образом 
в тоннелях, шахтах, цехах и прилегаю

щих к ним участках, в основном защи
щенных от действия указанных 
факторов.

Режим изнашивания для скользя
щих электрических контактов опреде
ляется электрическими и механиче
скими факторами. Электрическое из
нашивание является определяющим 
при искрении и дугообразовании, ко
торые возникают при отрывах поверх
ности трущихся элементов в движении 
й на стоянке 'при запуске.

Механическое изнашивание пластин 
и контактного провода проявляется 
в виде абразивного, усталостного и 
окислительного. Действие электриче
ского тока (при безыскровом контакте) 
на трение и изнашивание проявляется 
в основном в изменении теплофрик
ционных условий контакта. Влияние 
тока в токосъемных устройствах прояв
ляется прежде всего в нагревании 
провода и скользящих пластин (кон
тактных вставок).

Высокая температура в контактной 
зоне может приводить к нежелатель
ным структурным изменениям в мате
риале контактного провода. Из-за это
го может значительно увеличиться ве
личина износа провода и вставок, а в 
ряде случаев наступить разрушение 
и обрыв провода. Поэтому нельзя огра
ничиваться только учетом объемных 
температур, необходимо проводить
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объективный расчет температуры 
в зоне скользящего контакта.

Температура контактного провода 
в зоне скольжения пластины панто
графа будет равна сумме- температур 
объемной определяемой тепло
выми потерями в проводнике, средней 
поверхностной -О*, являющейся ре
зультатом трения и контактного со
противления прохождению снимаемого 
с провода электрического тока, и тем
пературной вспышки ‘&ВСП от трения и 
сопротивления току в зонах фактиче
ского контакта.

Температура определяется из
условия равенства тепла, выделяемого 
при прохождении тока в проводе, 
тепловому потоку от провода в окружа
ющую среду. Последний в основном 
определяется условиями конвективного 
теплообмена.

В этих условиях для провода круг
лого сечения

=  ІО,00887 Гр хѴі А>Возди

/  йТ лѴ2 \о ,25-10,8*(-¥“■) 1 •
где I — сила тока, А; р — удельное 
электрическое сопротивление, Ом-м; 
^возд— теплопроводность, Вт/(м-К); 
ѵвозд — кинематическая вязкость воз
духа, м2/с; й  — диаметр контактного 
провода, м; Т0 — начальная темпе
ратура, равная температуре окружаю
щей среды; g  — ускорение силы тя
жести.

На рис. 19 приведена зависимость 
объемной избыточной температуры 
■Оу =  — Г0 от силы тока в проводе.
При высокой плотности тока в проводе

Рис. 19. Зависимость объемной, тем
пературы контактного провода 
от силы нагрузочного тока

температура его поверхности даже без 
учета действия токосъемника может 
быть значительна.

Определение средней поверхностной 
температуры ф* при скольжении пла
стины пантографа по контактному про
воду имеет свою специфику, так как 
в этом узле трения коэффициент взаим
ного перекрытия К в3 -► 0 (рис. 20). 
Для нахождения б1* можно использо
вать теорию быстродвижущихся источ
ников тепла по полупространству, 
считая движущимся пятном номиналь
ную площадь трения пластины, а по
лупространством — контактный про
вод.

Расчетная формула для определения 
средней температуры скользящего но
минального контакта

0,942ат Пі (Л7Т +  М,л)
_____  І^А  . Х

ЛУск
где а тш — коэффициент распределе
ния тепловых потоков между пласти
ной и проводом; к  — теплопроводность; 
ах — температуропроводность провода; 
іѴт* #эл — мощность трения и мощ
ность электрических потерь; А — но
минальная площадь скользящего кон
такта; /і — ширина контактной пла
стины пантографа; уск — скорость 
скольжения. Множитель 0,942 появ
ляется в предположении, что нагрузка 
на движущемся макропятне распреде
лена по закону треугольника, что соот
ветствует реальным условиям работы 
пластины пантографа по проводу. Если 
считать, что нагрузка распределена 
равномерно, то тогда вместо 0,942 
надо брать 1,064.

На рис. 21, а представлены расчет
ные данные для 4* при скольжении

Рис. 20. Схема трения пластины пан
тографа по контактному проводу:
1 — пластина; 2 — провод контактный
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а) 5)

Рис. 21. Зависимость средней темпе
ратуры номинальной поверхности тре
ния скользящего макропятна Ф* на 
контактном проводе (а) и темпера
турной вспышки на фактическом пятне 
касания пластины пантографа с кон
тактным проводом Фвсп (<?) от ско
рости скольжения при различных на
грузках (Н):
/ —  50; 2 — 100; 3 — 150

медной пластины пантографа по мед
ному контактному проводу в зависи
мости от скорости скольжения при 
различных нагрузках. Температурная 
вспышка на фактическом пятне каса
ния Фвсп определяется таким же об
разом, как и для обычных узлов тре
ния без смазки и при граничной смазке. 
При этом рассматривается задача вне
дрения микронеровностей контакт
ного провода в поверхность трения 
плас+ины. Для расчета температурной 
вспышки можно применять следующую 
формулу:
.  lJ 0 7 d ra[f2 (N T +  ЛГЭЛ)

Лг РѴГ + Ь2 (Ч"ск)'/2] ’
где dT — диаметр среднего пятна ка
сания; А,, — теплопроводность провода; 
Я2 и аг — теплопроводность и темпера
туропроводность материала пластины; 
Ат — суммарная фактическая площадь 
контакта.

Теоретически возможен такой слу
чай, когда при касании или отрыве 
пантографа вся поверхность фактиче-

ского контакта сосредоточена в одном 
микровыступе. В этих условиях фвсп 
при больших скоростях скольжения 
может составлять сотни градусов и 
значительно превысить обычные зна
чения, которые приведены на рис. 21.

Основными материалами проводов 
являются медь, медно-кадмиевая и 
медно-магниевая бронзы, для вста
вок — медь, угольные композиции и 
порошковые материалы. Наиболее 
перспективными по износостойкости 
являются угольные и порошковые ком
позиции с графитом, пропитанные 
специальными легкоплавкими компо
нентами, которые постепенно вытес
няют медные вставки на линиях по
стоянного и переменного тока. Эти 
вставки не требуют смазки и обеспечи
вают в ряде случаев значительно боль
ший срок службы самой вставки и кон
тактного провода.

Выбор материала провода обуслов
ливается тем, что, например, бронза 
в условиях безыскровой работы обес
печивает в среднем в 2,5—3 раза боль
шую износостойкость, чем медь, так 
как лучше работает на трение, но при 
этом повышает потери электроэнергии 
в контактной сети. Поэтому выбор 
оптимального материала — это не 
только техническая, но и экономиче
ская проблема при оценке эксплуата
ционных затрат и стоимости того или 
иного материала.

Для приближенных расчетов пара
метров электрофрикционной тепло
стойкости пары трения МКВ-1 +  СтЗ 
получены следующие уравнения ре
грессии при статической обработке 
модельных лабораторных эксперимен
тов:
Фтах =  9,947 533,Зра
Ч- 10,51 - ІО"4/ +  0,022і>ск —
-  80,89Квз — 4,074- 10'3ра/;
/  =  0,882 — 0,45ра +  0,3- ІО”7/ —
— 0,5-10_4цСк — 0,268/Свз +
+  0,26- 105ро/ — 0,007ѵскК вэ;
1к .=  7,9 • ІО '5 +  0,12-1 0 -Х  -

— 0,43-10'1/ +  0 ,2 9 1 0 -5оок —
-  7,5 10-5Хвз +  0,2- Ю-%; -
-0 ,6 1 0 -» /Х в а .



Конструирование герметизирующих устройств 263

где ра — давление, МПа; / — плот
ность тока, А/м2; уск — скорость 
скольжения, м/с; К Вз — коэффициент 
взаимного перекрытия.

Трение контактного башмака по 
контактному рельсу имеет другую 
специфику работы, при которой осу
ществляется более строгая фиксация 
трущихся элементов и при существую
щих скоростях движения практически 
отсутствуют отрывы башмака от рельса. 
Отсутствие жестких ограничений к 
массе контактного рельса сделало воз
можным применение в качестве основ
ного материала мартеновской стали 
с удельной электропроводностью от 
Ѵ6 до Ѵ8 по отношению к меди. Мате
риалом контактных башмаков является 
литая сталь, которая не полностью 
удовлетворяет требованиям.

Тепловая задача трения в случае 
движения башмака по рельсу решается 
так же, как и для скольжения вставки 
пантографа по контактному проводу.

Проблему трения и изнашивания 
для скользящих сильноточных кон
тактов резко усложняются при высо
ких и сверхвысоких скоростях (оск ^  
>  50 м/с) в первую очередь вследствие 
чрезмерной тепловой напряженности 
трущегося контакта, приводящей к 
расплавлению материала на фактиче
ских зонах касания, пластическому 
необратимому формоизменению по1 
верхностных слоев и вставок и башма
ков и значительной поверхностной тер- 
моциклической усталости поверхност
ных слоев материалов контактных про
водов и рельсов, которая может при
вести к их разрушению. Не менее 
сложной задачей является обеспечение 
необходимой динамики движения токо
съемного устройства для ликвидации 
чрезмерных колебаний и возможности 
разрыва токосъема.

10. КОНСТРУИРОВАНИЕ 
ГЕРМЕТИЗИРУЮЩИХ 
УСТРОЙСТВ С УЧЕТОМ 
ТРИБОЛОГИЧЕСКИХ ФАКТОРОВ

Все герметизирующие устройства 
(ГУ) деталей машины можно подразде
лить на подвижные (П) и неподвиж
ные (Н). По наличию внешнего трения

1 2

Рис. 22. Комбинированное ГУ:
/ — отверстие в корпусе для выхода охла
ждающей жидкости (газа); 2 — кольца 
торцового ГУ; 3 — браслетная пружина; 
4 — выступы лабиринта; 5 — выходное от
верстие-

хотя бы на отдельных участках зоны 
сопряжения или в некоторые моменты 
процесса работы необходимо различать 
контактные (К) и бесконтактные (Б) 
герметизирующие устройства. Иногда 
подвижные герметизирующие уст
ройства (ГУП) подразделяют также по 
характеру относительного движения. 
Кроме того, контактные герметизиру
ющие (ГУК) оцениваются по стабиль
ности геометрической формы. Она бы
вает стабильной (С), изменяющейся 
(И) и не имеющей собственной формы— 
заполнительной (3). Бесконтактные 
герметизирующие устройства подраз
деляются по физической природе раз
деляющей детали среды. Обычно это 
жидкости (Ж), газы (Г) или смешан
ные — гетерогенные среды (ГГ).

Таким образом, все ГУ разделены 
на 12 видов. Эти виды ГУ далее 
подразделяются по конструктивным 
признакам (например, манжетные или 
торцовые). Предлагаемая классифи
кация проста и удобна для практиче
ского применения. Она позволяет бы
стро определить место и назначение 
любого известного ГУ Имеется боль
шое число комбинированных ГУ, об
ладающих признаками, характерными 
для нескольких видов. Так, на рис. 22 
приведено устройство ГУП-К-ИЖ, ко
торое имеет конструктивные признаки 
торцового ГУ двойного действия, ла
биринтного, а также камерного с про
током жидкости через камеры, так 
форма контакта изменяется при изна-
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шивании кольца 2 на гребнях лаби
ринтных выступов 4.

Такое комбинированное ГУ может 
быть с успехом применено в различ
ных машинах. Однако имеющийся 
опыт убеждает в том, что необходима 
разработка ГУ для каждой новой ма
шины, если ее конструкция, режим 
работы, условия эксплуатации или 
предъявляемые к ГУ требования по 
надежности и долговечности сущест
венно отличаются от имеющихся ра
нее. Наибольшие трудности представ
ляют расчет и конструирование кон
тактных герметизаторов подвижных 
соединений. На работоспособность 
ГУП-К оказывают влияние много- ■ 
численные и разнообразные по своей 
природе факторы, которые часто взаи
мосвязаны. Так, дщпример, для рези
ноармированных манжет необходимо 
учитывать 30 различных факторов. 
Далее приведены объединенные в семь 
групп фактоЬы, которые должны быть, 
учтены при разработке ГУ: 

режим работы (ресурс, температура, 
нагрузка, скорость, условия хранения 
и транспортирования, вибрация кон
струкции и др.);

свойства герметизирующей среды 
(точки фазовых переходов, теплофизи
ческие свойства, химическая актив
ность, вязкость и зависимость ее от 
температуры и давления и т. д.)',

свойства материалов сопряженных 
деталей и их покрытий (прочностные 
усталостные, релаксационные, тепло
физические и др,);

конструкция участка машин, где 
должно быть установлено ГУ (конфи
гурация и масса деталей, условия ох
лаждения и смазывания и т. д.);

технологические особенности изготов
ления и сборки ГУ (соответствие техно
логических режимов обработки опти
мальным, правильный порядок сборки, 
спбсоб изготовления деталей и др.);

правильность эксплуатации (соот
ветствие эксплуатационных параме
тров расчетным значениям, соблюде
ние сроков осмотров, замены смазоч
ного материала и др.);

физико-химические процессы в зоне 
сопряжения (образование пленок, кор
розия, изменение структуры и свойств 
материалов и т. д.).

Работоспособность ГУ характери
зуется такими показателями, как сте
пень герметичности, продолжитель
ность работы до появления регистри
руемых утечек, потери мощности и др. 
Работоспособность ГУ определяется 
также температурой (средней поверх
ностной и температурной вспышкой) 
и градиентом температуры, которые 
зависят от сочетаний указанных выше 
факторов. Фрикционные эффекты в зо
не контакта ГУП-К в значительной 
степени зависят от теплового режима 
работы устройства. Утечка же вызы
вается' снижением контактного (номи
нального) давления и (или) изменением 
геометрии контактирующих поверх
ностей (вследствие изнашивания, по
вышенных температурных деформаций 
и т. д.).

Наиболее важные проблемы, стоя
щие перед герметологией, можно пред
ставить в виде общей схемы (рис. 23). 
Для конкретных областей техники она 
может быть изменена и дополнена.

Для разработки расчетно-аналити
ческих методов необходимо эффек
тивно использовать достижения совре
менной науки о контактном взаимо
действии шероховатых поверхностей, 
трении и изнашивании для решения 
задач микрогидромеханики течения 
герметизируемой среды в узких зазо
рах ГУ различного класса и назначе
ния.
’ В ГУП-К, у которых коэффициент 

взаимного перекрытия К вз =  1 (ман
жеты и торцовые ГУ вращающихся 
валов), внешнее трение обычно наблю
дается в течение всего времени работы 
по всей зоне контакта. При /СВз <  1 
создаются благоприятные условия для 
подвода смазочного материала в зоне 
трения и ее охлаждения (манжеты, 
поршневые кольца и другие гермети
заторы для соединений с возвратно
поступательным перемещением). При 
разработке узла машины с ГУП-К 
необходимо принимать во внимание 
следующие обстоятельства. Так как 
улучшение антифрикционных гермети
зирующих материалов для получения 
необходимой совокупности свойств осу
ществляется на практике медленными 
темпами, то наиболее перспективным 
направлением в решении этой задачи 
является совершенствование конструк-
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Рис. 23. Взаимосвязь проблем герметологии

ций ГУ Проектирование машины в це
лом не должно проводиться без опти
мизации условий работы ГУ В про
тивном случае может потребоваться 
существенная переделка всей машины 
для обеспечения надежной работы ТУ. 
Требование высокой степени герметич
ности в итоге означает реализацию 
трения без смазочного материала и со 
смазочным материалом при граничной 
смазке или сочетания обоих видов 
трения в ГУП-К, что приводит к сни
жению долговечности.

На практике задача герметизации 
часто решается с использованием одно
временно нескольких ГУ различных 
видов. При проектировании ГУП-К 
рекомендуется руководствоваться сле
дующими принципами:

разделения функций при использо
вании системы ГУ, каждое из которых 
выполняет определенные функции;

исключения вредного влияния фак
торов;

минимизации тепла трения;

использования гидродинамических 
эффектов, обеспечивающих в процессе 
работы существование жидкостной 
пленки между валом и герметизатором 
(рис. 24);

максимизации отвода тепла от зоны 
контакта наряду с осуществлением 
мероприятий по уменьшению тепловы
деления.

Таким образом, рассмотрение трибо
логических аспектов герметологии поз
воляет определить следующие наибо
лее эффективные пути повышения ра
ботоспособности контактных подвиж
ных герметизирующих устройств 
(ГУП-К):

создание материалов с более высо
кой теплостойкостью (для полимеров — 
с более высокой критической темпера
турой, определяемой в опытах на фрик
ционную теплостойкость);

создание конструкций ГУ, в которых 
возрастающая при работе темпера
тура не превышала бы допустимого 
значения (для полимеров — критиче-
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Влажность
грунта Абразивное 

изнашивание при
большой скорости
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тер наноплен| 
ных дефентов\

Вибрация

Податливость
грунта

Микро-иман-
рогеометрия
поверхности

Рис. 24. Манжетное ГУ, допускающее 
оптимизацию режима трения:
1 —  манжета; 2 — подвижной корпус 
манжеты; 3 —  вибровоэбудители; 4 —  кор
пус ГУ; 5 вал; 6 —  корпус кольца; 
7 —  кольцо

Тепловая динамика 
трения

Рис. 25. Структурная модель абразив
ного изнашивания

ской температуры). Для выполнения 
этого условия необходимо снижение 
тепловыделения при трении и увели
чении теплоотвода от контактной зоны.

11. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
АБРАЗИВНОГО ИЗНАШИВАНИЯ

Основной причиной выхода из строя 
строительных и сельскохозяйственных 
машин, технологического оборудова
ния! является абразивное изнашива
ние.

Процесс абразивного изнашивания 
может быть представлен в виде много
ступенчатой развивающейся сложной 
системы (рис. 25), подсистемы которой 
могут изменяться в зависимости от 
вида задачи. Для иллюстрации были 
рассмотрены три задачи:

изнашивание металла при скольже
нии в массе грунта влажностью до 
10 % при скоростях скольжения, не 
превышающих 10 м/с (лопатки грунто
смесительных машин и ножи бульдо
зера);

скольжение металла по поверхности 
грунта со скоростью до 100 м/с;

вибрационное воздействие на по
верхность грунта (виброуплотнитель
ные машины, передвигавшиеся посту
пательно со скоростью не более 0,6 м/с).

Общим для всех задач моделирова
ния абразивного изнашивания яв
ляется влияние на выходные характе
ристикѣ системы фракционного и гра
нулометрического состава, влажности, 
вида абразивного материала и каче
ства поверхности контактирующих

с ним деталей. Активность процесса 
микрорезания определяется твердостью 
абразивного материала; оно занимает 
ведущее место наряду с процессами 
отделения частиц вследствие устало
сти материала и пластического оттес
нения.

При повышении скорости процесса 
модель усложняется. Вводятся под
системы тепловой динамики трения, 
активизируются трибохимические про
цессы, происходят изменения струк
туры металла. Абразивную массу 
можно рассматривать как упруговяз
кую систему. Ее податливость (ско
рость деформируемости) есть функция 
времени приложения нагрузки. В экс
периментах в качестве абразивной 
массы был использован карьерный пе
сок и грунт различной влажности. 
Установлено, что незначительное ко
личество влаги в грунте (до 10 %) 
практически не влияет на вид и ха
рактер изнашивания. Увеличение 
влажности до 25 % улучшает скольже
ние твердого тела по грунту. В этом 
случае процессы локализуются в по
верхностных объемах грунта.

Капиллярная влага на поверхности 
трения усиливает связи отдельных 
частиц грунта, тем самым уменьшая 
внутренее трение и рассеяние энергии 
при скольжении. В то же время сво
бодная влага грунта служит смазочным 
материалом, уменьшающим почти 
вдвое силу трения. Свободная влага 
за счет ее теплоемкости рассеивает 
часть тепла. Однако этот процесс 
зависит от продолжительности контакт
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ного взаимодействия. При скольже
нии с большой скоростью рассеяние 
тепла за счет этого процесса минималь
но. Влажность абразива влияет на его 
податливость, обусловленную реологи
ческими свойствами. Последние наи
более сильно проявляются при высо
ких скоростях скольжения (более 
12 м/с).

Большинство сельскохозяйствен
ных и дорожных машин работают на 
скоростях до 12 м/с, при которых 
реологические свойства грунта прояв
ляются слабо. Быстроходные машины 
специального назначения, как прави
ло, работают на скоростях, значитель
но превышающих 12 м/с. В связи 
с этим возникает необходимость вве
дения ограничений. Так, при выборе 
лабораторных режимов испытаний 
учитывают реологические свойства мо
делей грунта.

Другое ограничение связано с вос
произведением на модели вида контак
тирования (параметра удельного из
носа на контакте). Большинство 
грунтов (за исключением прочных 
скальных) дают возможность вследст
вие их сжимаемости выравнивать дав
ление на поверхности контакта тру
щихся тел. В результате фактическая 
площадь касания приближается к кон
турной площади, создаются благо
приятные условия для работы мате
риала тела, скользящего по грунтовой 
поверхности. В табл. 4 приведены ре
зультаты анализа эксплуатации раз
личных деталей машин. Реальный

грунт имеет частицы различных разме
ров и обладает упругими и пластичны
ми (деформативными) свойствами. Эти 
свойства грунта, являющиеся опреде
ляющими, существенно влияют на 
коэффициент трения модели и натуры.

Используя рекомендации по разра
ботке упругоабразивной поверхности, 
при испытаниях на изнашивание для 
моделирования конкретного вида грун
та были учтены не только характери
стики абразивной поверхности, но и 
суммарный деформативный параметр 
упругого элемента. Модельная опора 
в виде пластины, изготовленной из 
того же материала, что и натурная 
опора, перемещалась от периферии 
к центру с радиальной подачей, обес
печивающей скольжение по свежему 
следу на упругоабразивной поверх
ности, наклеенной на основание ци
линдра большого диаметра.

Для моделирования работы вибро
плит выправочно-подбивочно-отдел оч
ных путевых машин была создана уста
новка, позволяющая моделировать 
виброабразивное изнашивание и про
водить сравнительные испытания раз
личных материалов на износостой
кость в абразивной среде при вибра
ции (рис. 26). На упругую ленту 7 
транспортера подается абразивный ма
териал 4 определенной фракции; к ви
броузлу 2 крепятся образцы 3, кото
рым сообщается колебательное движе
ние; образцы 3 контактируют с абра
зивным материалом, движущимся с за
данной скоростью.

4. Удельный износ деталей машин
при взаимодействии с реальными грунтами

Деталь Материал Условия работы
Вид дефор

мации
Удельный
ИЗНОС ¡fe

Шарнир гусеничной Сталь 45 Супесчаное осно- Упругопла- Ю“ 8
цени вание стическая
Цепь ЗОГ Запыленность аб- То же 7 -ІО""

разивом МІО
Рабочие органы зем- Наплавка Различные грунты » 1 0 " 4
леройных машин КБх
Полоз быстроходной ЗОХГСА Супесчаное осно- Упругая 1 0 “ "
машины вание
Долото — Скальное основа- Микро- 1 0 “ а

ние резание
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Рис. 26. Установка для исследования 
виброабразивного изнашивания:
1 —  тензодинамометр для измерения тре
ния; 2 —  виброузел; 3 —  образцы; 4 —  
абразивный материал; 5 —  индуктивный 
датчик нагрузки; 6 —  опорная плита; 
7 —  упругая лента транспортера

Для каждой из трех 'задач были со
ставлены уравнения подобия. Для 
случая скольжения по абразивному 
материалу уравнение подобия имело 
следующий вид:

/  =  "Фе
¿2
Аа ’ аі2

т ь Р - т '\%
Рі2 І РЕ

т 1, 2
ІЧ* н в и2 

/п^ 22£3

^1, 2 , з ' 6 Д 'в і ,  2. 3 

¿ 6
С і ,  2. З*6 2. 3

ДОі

‘  ( - £ - ) , :
1/2 г 2 
1, 2Ь

т 3/2 т 1, 2
Рі. 2, 3 ^

т1/2 
1. 2

а к і 3 Д'&і

(25)

т /n3(22Lt
ТСѴ2 1, 2, З*6 ’

I 1
<і ’ Si.iL* ’

/«1/2 , т1, 2 Ь
"Аа ’ л '5Д/а ■ гр<2 д в 3

где Ь - -  путь трения; А а —
ная площадь трения; а — ускорение; 
* — время; Шх, 2 — масса первого и 
второго элементов; Р — нагрузка; 
Е  — упругость грунта; Н-Ві 2 — 
твердость металла и абразивной, ча

стицы; Рі, 2, 3 . ^ 1 , 2. 3,* ^ 1 . 2.3 и
Дді, 2і з — плотность, теплопровод
ность, теплоемкость и температура 
металла, абразивной и окружающей 
среды; Ок — коэффициент теплоотдачи; 
&91дп — градиент температуры в ме
талле; Ц7Т — работа трения; ІУр — 
потенциальная энергия, накопленная 
элементом; 5^  2 — характерный раз
мер металлического тела и абразивной 
среды; А а — теплоотдающая поверх
ность металлического элемента; А/уп — 
удельная мощность трения; ¿р — 
подъемная сила окружающей среды.

Уравнение подобия было решено при 
различных дополнительных условиях 
для случая большой скорости сколь
жения, когда на результаты экспери
мента существенное влияние оказы
вает температура, и для случая не
больших скоростей. При этом был до
стигнут эффект ускорения испытания.

В табл. 5 приведены результаты мо
делирования фрикционно-износных 
характеристик пары трения сплав 
Х4781-1- суглинок при высоких ско
ростях начала торможения.

Аналогичные результаты были по
лучены для пластин из сплавов ХН781 
и ВТ 14 (расхождение по контрольным 
параметрам не более 10% ). По ре
зультатам лабораторных модельных 
испытаний наплавок, предназначен
ных для лопаток грунтосмесительных 
машин, была рассчитана относитель
ная износостойкость бх =  /н/ / э, где 
/ э — интенсивность изнашивания эта
лона из стали 40Х38Г2. Ее значения 
для различных наплавок приведены 
ниже:

40Х38Г2 25Х25Р 25X25 40X38
Лабораторные
испытания 1,0 0,74 1,19 0,73
Эксплуата
ционные испы
тания 1,0 0,79 1,05 0,83

Уравнение подобия для виброабра
зивного изнашивания

М т ^ т Ь П р Н 2  «і. ( ^2^ ит  (
--------------/■

^.4 Н а
гА Н Г  ’ I  т ’ п Т  ’ Рсѵ8 ’

’ 7 Г  • **’ ксѵ  )  ’ (26)
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5. Сравнение натурного и модельного экспериментов

Параметр Масштаб Натура Модель

Работа торможения \ГТ, кДж с у 2 3,5-ІО4 4,2
Номинальная площадь трения А а, см2 СР 2,2-ІО3 5,5
Продолжительность і, с с}/4 30 7
Нагрузка Р, кН С р= 2,4. ІО"6 4,9-104 0,118
Путь торможения Г, м С}/2 1,8-ІО3 90
Коэффициент трения / — 0,31 0,35
Интенсивность линейного изнашива
ния / Л

— 3,2-10« 3,0-10«

Максимальная температура номиналь
ной поверхности трения 0 тах, °С

с у 2 177 207

где Ищ — массовый износ образцов; 
/,т — путь трения; £ — количество Ck ~  1> Спр = i; Cq2 =  г,
повторении числа нагружения п р , 
приводящее к разрушению; пр — чис
ло нагружений, приводящее к разру
шению материала; /У2 — твердость ма
териала образцов; рс — контурное 
давление; Ид — высота частицы абра
зива; р2 — плотность материала об
разцов; к2 — коэффициент жесткости 
материала; а — амплитуда колебаний; 
Р — нагрузка; п — число колебаний 
в секунду; Т  — продолжительность 
колебания; /  — коэффициент трения; 
г д — радиус абразивной частицы;
Нд — твердость абразива; ѵх — ско
рость поступательного движения; — 
продолжительность трения; v g  — ви
броскорость; Е г — модуль упругости 
материала образца; С2 — модуль 
сдвига образца; сг3 — прочность мате
риала образца; кф — коэффициент 
формы; kcp — характеристика среды.

Для упрощения задач и возможности 
проверки этого уравнения были при
няты следующие условия; физико-ме
ханические параметры натуры и мо
дели одинаковы. Тогда симплексы этих 
параметров;

с " 4  =  1; с я 2 =  1; с р2 =

s  =  1 ; c * , e l ; 4 s l ;

Масштабный коэффициент С =  
=  зтн/іхм , где я н и л м — обобщенные 
переменные для натуры и модели.

Для получения одинакового вида 
контактирования у модели и натуры 
необходимо соблюдать условия Сд ср == 
=  1. Учитывая техническую характе
ристику установки, примем за опреде
ляющие параметры геометрические 
размеры, частоту колебаний, скорость 
и жесткость ленты, моделируемые соот
ветственно в масштабе: Сі, Сп , Сѵ, С^2.

Остальные масштабные коэффи
циенты получим из анализа уравнения:

^ к А ~ ^ Ѵ

с я =  с ?с й ; =
=  СЛ = С пСт;

'Vg
Эксплуатационные испытания вибро

плит были проведены при давлении 
0,125; 0,184; 0,235 ГПа; частоте ви
брации 25 Гц; скорости относитель
ного перемещения виброплиты 0,555 
м/с, среднем размере абразивного 
материала (щебня) 5 -10-2 м.
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6. Сравнение изнашивания материалов в условиях вибрационного нагружения

Материал
Интенсив

ность изна- Коэффи
циент

трения

Микро-
твер
дость

Разница в результатах 
измерений на натуре 

и модели, %)
образца шивания, 

мг/(м2- км)
уплот
ненного
слоя,
МПа

изно
са

коэффи
циента
трения

микро-
твердо

сти

Натура
Стб 30,50 0,095 2750 — — — т
Сталь 65Г 22,25 0,1035 4400 — — —
Сталь 65Г (зака- 8,00 0,0875 — — —
ленная)

Модель
Стб 29,33 0,09 3200 3,84 5,26 16,4
Сталь 65Г 20,50 0,088 3500 7,87 14,98 20,5
Сталь 65Г (зака- 7,33 0,085 — 8,34 2,85 —
ленная)

Исследования при Сі =  18-ь 28, 
Сп =  0,56-^0,62, Срх =  6 показали, 
что при соблюдении условий физиче
ского подобия явления, происходя
щие при виброабразивном изнашива
нии, идентичны на натуре и модели,

а механизм изнашивания одинаков. 
Сравнение результатов испытаний 
(средних значений) натуры (при дав
лениях 0,235 МПа, Сі =  28) и модели 
показывает достаточное их совпадение 
(табл. 6).
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Комплексы безразмерные 20, 65
— функциональные 51 — Их норми
ровка для подобного преобразования 50 
Комплексы критериальные 44 — Ба
зовые значения 43
— Объединение переменных 134
— Подбор состава параметров' 133 
Константы подобия 14, 21 
Контроль надежности 12
— по альтернативному признаку 146, 
148
Коррелированность физических пара
метров 112
Коэффициент безопасности 128
— вариации 138 — Статические зна
чения 138
— влияния отказов 56, 62
— готовности 61
— искажения 50, 51
— конкордации 76
— масштабный 145
— мощности 27 
Коэффициент нагрузки 105
— элемента максимальный 105 
Коэффициент пересчета 152
— времени безотказной работы с мо
дели на оригинал 145 
Коэффициент ужесточения режима 147
— ускорения 102, 147, 149 
Коэффициент учета влияния разброса 
параметров 55
— неточности исходной модели 51 
Коэффициент форсирования испыта
ний 137
Кривая распределения теоретическая
146
Критерии детерминированные 47
— статистические 64
Критерий достижения требуемого по
добия экономический 44
— останова процедуры построения мо
дели состояний 62
— отбора я-комплексов 134 
Критерий подобия 16, 21, 26, 34, 36, 
38, 40, 41, 46, 130, 137, 142 — Разброс 
значений 41
— из одноименной группы 81
— параметрических отказов 136
— статистически неоднородный 83
— стохастический 52
Критерий разрушения смазочных слоев
— температурный 251, 252

— сокращения пространства рассма
триваемых состояний 57
— технико-экономический 62
— типа граничное условие 61 
Критерий стохастического подобия по 
запасам работоспособности 126, 129
— процессов изнашивания 140, 142
— сложных процессов 136 
л-критерий стохастического подобия 72

Л
Локализация отказа 90 
Лапласа преобразование 95

М
Максимум оценки вероятности 163 
Материалы конструкционные само- 
смазывающиеся — Основы их созда
ния 226, 227
— Рабочие характеристики 228 
Матрица инциденций булева 116
— связности 94 
Матрица размерностей 24 
МГД-оценка 163, 170
Мера приближения к базовому об
разцу 126
— относительная 43
Мера приближенного подобия много
факторных моделей 132 
Метод анализа размерностей 122
— максимального правдоподобия 163
— нулевых размерностей 80
— проверки статистических гипотез 
144
— распознавания непараметрический 
73
— расчета детерминистический 70
— смазывания магнито-порошковый 
255—259
— тепловой динамики трения 234, 
235
Методы упрочнения 247—249 
Метрика априорная 199 
Минимизация неподобия 44 
Модели надежности составных частей 
технических устройств 70
— оптимальной сложности 44
— отработки 155
— роста надежности 154
— состояний 55
Моделирование абразивного изнаши
вания 266—270
— математическое 11
— приближенное 25
— равновесия упругих конструкций 
30, 31
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Моделирование физическое — По
нятие 11
— при испытаниях на ресурс 133
— процесса трения 240, 241 
Модель 11, 43 — Постепенное ее ус
ложнение 133
— базового процесса отработки 155
— конструктивно-подобная 137
— критериальная 159 
Модель математическая 96
— для расчета коэффициента режима 
103
Модель марковская 92, 93
— надежности системы с мажоритар
ным резервированием 117
— неоднородная 15
— однородная 15 
Модель отказа изделия 65
— статистическая 39
— типовая в критериальной форме 40
— физическая 39, 40
— функционально-статистическая 39 
Модель переноса информации 162
— процессов отказов 139
— развития отказа. 34
Модель физическая конструктивно-по
добная 41
— процесса функционирования 51 
Моменты времени сходственные 153 — 
Соответствие начальным и граничным 
условиям 153
Моноваленты 21 
Мощность подмножества 115

Н
Нагрузка разрушающая 70
— случайная 139 
Надежность 218
— подобных изделий 219
— программного обеспечения 84, 85 -
— протекания физического процесса 
80
Наработка минимальная 102
— на отказ 138, 184
— суммарная ПО—112
— экземпляр-этапа ПО 
Независимость отказов' 112

О
Обеспечение надежности — Задачи 89 
Обработка лазерная 247—249 
Образец базовый 14, 44, 124, 156 
Обучение — Понятие 167
— Процедуры 168, 170 
Объединение выборок 176, 182
— информации разнородной 109, 178

Объединение оценок 165, 166
— двух 165
— линейное 164, 166, 167 
Объект натурный 43
Объем отработочных испытаний 119 
Однотипность систем 49 
Ожидание математическое критериев 
подобия 33, 42
— случайного процесса воздействия 
нагрузки 140
ОМП парциальная 179, 180
— сбалансированная 179, 180
Оператор ввода исходных данных 75
— вычисления 73
— параллельного типа 97
— последовательного типа 97
— присвоения 73
— проверки условия 73
Оператор ССН системы с мажоритар
ной структурой 101
— с ненагруженным резервированием 
и аппаратно-программным средством 
восстановления 99
— с ненагруженным скользящим N- 
кратным резервированием с ненадеж
ным переключателем 101 
Оператор суммирования 76
— счетчик 75
Операция финишная алгоритма 79 
Описание параметрическое 72
— промежуточное — Последователь
ное приближение сложности 133 
Опоры с газовой смазкой — Исследо
вания 229, 230
Определенность априорная полная 186
— частичная 186 
Оптимизация плана испытаний 151
— стратегий отработки 119
— структуры 56
Отклонение среднее квадратическое эм
пирическое апостериорное 207 
Отклонения случайные — от расчет
ных режимов функционирования 42
— от расчетных условий эксплуата
ции 42
— параметров испытуемого изделия 42
— параметров модели 42 
Отказ — Установление вида 90
— независимый 113
— программного обеспечения 84
— рабочий 85 
Отношения связности 116 
Отработка экспериментальная 123 
Оценка — Средний квадрат ошибки 162
— априорная 166, 167, 217
— завершенности отработки 159
— запасов работоспособности 17
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— износостойкости материала 255, 256
— интенсивности отказов 186
— качества обработки поверхности ма
териала 255, 256
— максимального правдоподобия 163 
Оценка надежности 39
— ориентировочная 106 
Оценка несмещенная 163
— объединенная 165
— уточненная 214
— экспериментальная 120
Оценки байесовские в условиях ча
стичной априорной определенности 204
— непараметрические общие 199
— эмпирические 206, 218
Оценки критериев стохастического по
добия на основе рекуррентной про
цедуры 132, 133
— подобия при выборе аналогов 47

П
Параметры вектора состояний 93
— детерминированно определенные 126
— конструкторско-технологические 
121
— моделируемые режима работы ис
пытываемых изделий 120
— нагружения 119, 120
— неопределенные 176
— определяющие 72
— потока отказов 213
— режима работы изделия 119
— структурные 114
— форсированного режима 150
— функциональные 121 
Плавление эвтектическое 246, 247 
Планирование испытаний 130, 152
— оптимальное 149
— ускоренных 146 
Планирование отработки 119, 124
— экспериментальной 17 
Планирование эксперимента 131 
Плотность вероятности априорная 
212
— распределения случайной вели
чины 139
— функции распределения ошибок 87 
Погрешности в определении параме
тров 42
— измерения 25
— моделирования 25
— обработки результатов 42
— получения критериев подобия 42
— приближенного подобия 50
— проведения опытов 42
— систематические 69
— условий эксплуатации 42

Подобие — Определение 13
— геометрическое 13
— детерминированное 51
— динамическое 13
— кинематическое 13
— неполное — Виды 15
— плана многофакторных испытаний 
132
— полное 15
— приближенное 33, 130, 178 
Подобие процессов возникновения от
каза 153
— изменения ресурсных характери
стик 144
— изнашивания модели и натурного 
изделия 145
— отработки интегральное 160 
Подобие стохастически определенных 
физических систем 32
Подобие стохастическое 51, 128 —
Сравнение изделий по запасам струк
турной и функциональной избыточ
ности 53
— технических устройств 73 
Подобие физических явлений 137
— физическое 47
— функциональное 51 
Подшипники газовые — Технология 
формирования их рабочих поверхно
стей 230—233
Поиск глобального минимума 133 
Показатели качества 60
— надежности 60, 123, 214
— степеней размерностей 35 
Построение априорного распределения 
216
Потери из-за снижения надежности 124
— информации 162 
Поиск отказов 150, 165 
Правило оценочное 163 
Преобразование подобное 19 
Признаки количественные 73 — Раз
личие существенности их влияния 76 
Принцип выбора предельных нагру
зок 105
— самоорганизации 133
Проверка статической гипотезы 33 
Прогнозирование 119 
Прогон программы 85, 86 
Программы испытаний 119 
Пространство признаковое 72
— факторное — Точки 132 
Процедура разложения структуры 
118
— рекуррентная оценивания прибли
женного подобия модели исследуемого 
изделия 59
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Процедуры стандартные дисперсион
ного анализа 79
— эвристические 67 
Процессы базовой отработки 156
— выявления и устранения источни
ков отказов 156
— деградационные физико-химические 
102
— дискретные 86
— изнашивания 141, 145, 152, 153
— определяющие 76
— определяющие физические 72
— отработки — Их динамика 154 — 
Управление качеством 159
— пуассоновские нестандартные 87
— технологические стабильные 113 
Прочность контактная 228, 229 
Пуассона распределение 173

Р

Работоспособность 152 — Сохранение 
ее при воздействии внешних случай
ных факторов, разбросе параметров, 
изменении внутренних свойств 47 
Разброс реализаций 121 
Различие статистически значимое в 
оценках дисперсий 78
— в средних значенгіях исследуемых 
признаков 79
Размерность 22
Разрушение усталостное поверхно
стей трения 223
Распределение апостериорное 185, 213
— априорное сопряженное 187
— биноминальное 173
— двухпараметрическое экспонен
циальное 171
— логарифмически нормальное 171, 
198
— наработки до отказа показатель
ное 53
— с линейной функцией интенсивности 
191, 192
— экспоненциального типа 174 
Расчет надежности 12
— окончательный 106 
Режимы испытаний 153
— нормальные 152
— трения нестационарные 235
— форсированные 152
— энергетические элементы 105 
Резервирование общее 53
— раздельное 53
Ресурс гамма-процентный 102
— технический 146
Рио—Крамера неравенство 163

Риск заказчика 112
— изготовителя 112

С
Связь функциональная 173 
Семейство распределений экспонен
циального типа 170, 178 
Система единиц абсолютная 14
— изотропная 21
— с резервированием 92
— техническая 39
Ситуации минимальной информации 
162
— отказовые возможные 76 
Скорость процесса 141 
Случай одномерный 125 
Смещенность результатов испытаний
121, 122
Совокупность критериев подобия ге
неральная 34, 64, 83
— одномерных групп критериев по
добия 81
— состояния изделия 60 
Соотношение операторное 78 
Состояние неработоспособное 59
— работоспособное 55, 59
— элемента схемы — Варианты 54 
Спектр нагрузок 120 
Способность несущая — Абсолютные 
и относительные значения 64
— масляной пленки 252—255
— смазочного материала 249 
Статистика — Понятие 163
— достаточная 163, 170, 182 
Степень заимствования отработанных 
решений 155
Стратегии отработки 126 
Структура ветвящаяся 117
— мажоритарная 98 
Схема биномиальная 187
— нагрузка—прочность 63
— надежности структурная 96
— успех—отказ 63

Т
Температура рабочая экземпляр-этапа
ПО
Теорема подобия — Дополнительные 
положения к ней 18
— вторая 18
— первая 18
— третья — Условия однозначнрстй 
линейного процесса изнашивания І36 
Теория подобия 13, 43
— стохастического — Учет фактора 
случайности физических параметров
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при определении критериев подобия 
35
Теплота преобразования скрытая 250 
Точность вычисления показателей 60
— изготовления изделий 120
— моделирования режимов и нагру
зок 121
Трение алмазов 246, 247
— металлов 243—246
— тугоплавких соединений 243—246 
л теорема 20

У
Уравнение инвариантное 19
— критериальное из критериев по
добия 19, 40
— максимального правдоподобия 176
— связи однородное 18 
Уровень браковочный 146
— вероятности критический 144
— информативности исследователя 162 
Уровень надежности заданный 130
— промежуточный 48
— требуемый 129
Уровень неподобия допустимый 144
— отработанности изделия 48, 122, 
135 — Динамика роста 55
— сложности модели 43, 52 
Условие квазиподобия 180
— минимума дисперсии 134 
Условия граничные 22
— инвариантные 124
— нер аз рушения изделия 71
— однозначности 20, 21, 156
— однородности 19 
Условия подобия 18
— стохастического 50, 52 
Условия работоспособности 22
— эксплуатации 122 
Устройства восстанавливаемые 116
— технические однотипные — Оп
ределение класса 73

Ф
Факторы вторичные (зависимые) 135
— второстепенные 132
— определяющие 76
— первичные (независимые) 135
— трибологические — Их учет при 
конструировании 263—266 
Формула оценочная 179, 180
— приведенная 176

Функционал аддитивный 57, 125
Функция апостериорного риска 185, 
204
— готовности — Стационарные зна
чения 54
— оценочная 168, 182
— плотностей распределения 32, 87
— правдоподобия 177, 184
— распределения наработки на от
каз 184
— стохастического критерия подобия 
по запасам работоспособности 130

X
Характеристики вероятностные на
грузки 139
— процесса изнашивания 142 
Характеристики выходные 40
— состояния изделия 56
— технические изделия 55, 119

ц
Цензурирование многократное 204

Ч
Число возможных состояний — Их
ограничение с учетом коэффициента 
их значимости 55

Э
ЭВМ микропроцессорная — Оценка 
ее надежности 114 
Эксперимент активный 13
— пассивный 12
Элементы коррелированные полностью 
113
— частично 113
Этапы серийного производства 17
— эксплуатации 17
— эскизного и технического проекти
рования 106
Эффективность обучения 170
— объединенной оценки 165, 166
— отработки 122
— улучшенной оценки 165
Эффект трения гидродинамический 125

Я
Явления подобные 18
— физические механического типа 80
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