
а к а д е м и я  н а у к  С О Ю З А  С С Р

К Л А С С И К И  Н А У К И



АЛЬБЕРТ ЭЙНШТЕЙН

СОБРАНИЕ 
НАУЧНЫХ ТРУДОВ

В ЧЕТЫ РЕХ Т О М А Х

П О Д  Р Е Д А К Ц И Е Й

И. Е.  Т А М М А ,

Я.  А.  С М О Р О Д И Н С К О Г О ,

Б.  Г. К У З Н Е Ц О В А

И З Д А Т Е Л Ь С Т В О  « Н А У К А »
М О С К В А  1 9 6 5



АЛЬБЕРТ ЭЙНШТЕЙН

СОБРАНИЕ 
НАУЧНЫХ ТРУДОВ

I
РАБОТЫ  

ПО ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

1 9 0 5 - 1 9 2 0

И З Д А Т Е Л Ь С Т В О  « Н А У К А »
М О С К В А  1 9 6 5



С Е Р И Я  « К Л А С С И К И  Н А У К И »

Серия основана академиком С. И . В а в и л о в ы м

Р Е Д А К Ц И О Н Н А Я  К О Л Л Е Г И Я :

акадвхмик И.  Г . П е т р о в с к и й  (председатель), академик А.  А.  И  
академик Б. А.  К а з а н с к и й , член-корреспондент АН  СССР Б.  
член-корреспондент АН  СССР Б.  М . К е д р о в , профессор И.  В.

(зам. председателя), профессор Ф. А.  П е т р о в с к и й ,  профессор Л . С. П о  лак,  
профессор Н.  А.  Ф и г у  р о в с к и й ,  профессор И . И.  Ш а ф р о н о в с к и й

2— 3— 2 
Подписное издание



ОТ РЕДАКЦИИ

Настоящее издание представляет собой первое в мировой литературе 
фундаментальное собрание научных трудов Эйнштейна. В научном на
следстве знаменитого ученого более 200 статей по различным вопросам 
физики *. Подавляющее большинство их после опубликования в журна
лах не было собрано и издано. Между тем полная картина творчества 
Эйнштейна имела бы большое научное и культурное значение. Настоящим 
изданием Академия наук СССР выполняет значительную часть этой по
четной задачи.

В первом и втором томах собраны практически все работы Эйнштейна 
по специальной теории относительности, общей теории относительности и 
единой теории поля. Большинство их, как это уже сказано в отношении всех 
работ Эйнштейна, не вошло в какие-либо отдельные издания и не выходило 
в свет после первоначальной публикации. Лишь некоторые немногочислен
ные принадлежащие Эйнштейну статьи и доклады по теории относитель
ности вышли отдельными изданиями 2. Многократно издавались лекции 
по теории относительности, прочитанные Эйнштейном в 1921 г. в Прин
стоне, с позднейшими дополнениями 3. Издано несколько статей Эйн
штейна по теории относительности вместе со статьями Лоренца, Минков- 
ского и (в русском издании) Пуанкаре 4. Все эти книги охватывают лишь

1 Библиография работ Эйнштейна имеется в сборнике: «А. E i n s t e i n .  Philo- 
sopher-scientists». Ed. by P. Schilpp, Tudor Publ. Comp. N. Y.,1951 (449 названий), 
а также в книге: В о n i. A bibliographical checklist and index to the published 
writings of Albert Einstein.Pageant books. Paterson,1960 (607 названий). Эти 
книги служили основным пособием при составлении настоящего Собрания.

2 Из них на русском языке: «Эфир и принцип относительности» (Научное книго
издательство. Пг., 1922); О специальной и общей теории относительности (На
учное книгоиздательство. Пг., 1923); Геометрия и опыт (Научное книгоизда
тельство. Пг., 1923).

3 Четвертое издание этой книги (The Meaning of Relativity) переведено на рус
ский язык в 1955 г. (А. Э й н ш т е й н .  Сущность теории относительности. 
11JI, 1955).

4 Принцип относительности. Г. Лоренц, А. Пуанкаре, А. Эйнштейн, Г. Мин- 
ковский. Сборник работ классиков релятивизма. Л., ОНТИ, 1935.
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небольшую часть основных работ Эйнштейна по специальной и общей 
теории относительности и, помимо дополнений к «The Meaning of relativity», 
не включают статей, написанных в 20—50-е годы и развивавших далее 
общую теорию относительности. Некоторые популярные очерки теории 
относительности вошли в сборники статей Эйнштейна на различные темы, 
выходившие в свет в 30— 50-е годы б.

В первом и втором томах статьи Эйнштейна расположены в хронологи
ческом порядке. Первую группу образуют статьи, излагающие специаль
ную теорию; вторую группу— работы, посвященные общей теории относи
тельности и ее выводам, в частности, релятивистской космологии. Третья 
группа — дальнейшее обобщение теории, поиски единой теории поля.

Третий том будет включать остальные научные работы Эйнштейна по 
физике (в частности, по теории броуновского движения, термодинамике, 
теории квантов света, квантовой статистике). В четвертый том войдут 
работы по истории, логике и психологии научного творчества (включая 
«Эволюцию физики»), очерки о жизни и творчестве отдельных мыслителей, 
воспоминания, автобиографические наброски и некоторые письма.

Несколько слов о переводе. Мы сочли возможным сделать перевод ста
тей более современным и не стремились к сохранению стиля, характер
ного для времени их первой публикации. Оправданием этого служит уве
ренность в том, что работы Эйнштейна ни в какой мере не стали достоянием 
архивов и их чтение современным читателем должно быть по возможности 
облегчено. Это тем более оправдано, что немецкий язык Эйнштейна труден 
п не может быть достаточно точно передан в переводе.

Книга содержит небольшое число примечаний редактора, цель кото
рых, во-первых, указать важнейшие библиографические данные и, во- 
вторых,— подчеркнуть основные этапы развития теории. Примечания 
по возможности краткие: даже современному физику нелегко добавить что- 
нибудь к логической цели рассуждений великого автора.

Первый и второй тома были переведены группой физиков-теоретиков 
в составе А. Базя, |Л. Пузикова| и А. Сазыкина. Некоторые статьи пере
ведены В. Голубенковым, JI. Горьковым, В. Коганом, С. Лариным, 
Л. Максимовым, М. Певзнером и А. Чичериным. Ряд работ удалось 
получить только благодаря любезному содействию А. Пайса (США), 
Р. М. Рындина, Кобленца (Швейцария) и Жанны Леберик (Франция), 
которым мы выражаем глубокую признательность.

5 качестве наиболее полного из них можно назвать сборник: A . E i n s t o i n .
Ideas and opinions. London, Crown Publ. Inc., 1956.



К ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ ДВИЖУЩИХСЯ ТЕЛ*

1905
i

Известно, что электродинамика Максвелла в современном ее виде 
приводит в применении к движущимся телам к асимметрии, которая не
свойственна, по-видимому, самим явлениям. Вспомним, например, элек
тродинамическое взаимодействие между магнитом и проводником с током. 
Наблюдаемое явление зависит здесь только от относительного движения 
проводника и магнита, в то время как, согласно обычному представлению, 
два случая, в которых движется либо одно, либо другое из этих тел, долж
ны быть строго разграничены. В самом деле, если движется магнит, а про
водник покоится, то вокруг магнита возникает электрическое поле, обла
дающее некоторым количеством энергии, которое в тех местах, где находят
ся части проводника, порождает ток. Если же магнит находится в покое, 
а движется проводник, то вокруг магнита не возникает никакого электри
ческого поля; зато в проводнике возникает электродвижущая сила, кото
рой самой по себе не соответствует никакая энергия, но которая — при 
предполагаемой тождественности относительного движения в обоих инте
ресующих нас случаях — вызывает электрические токи той же величины 
и того же направления, что и электрическое поле в первом случае.

Примеры подобного рода, как и неудавшиеся попытки обнаружить 
движение Земли относительно «светоносной среды», ведут к предположе
нию, что не только в механике, но и в электродинамике никакие свойства 
явлений не соответствуют понятию абсолютного покоя и даже, более 
того,— к предположению, что для всех координатных систем, для которых 
справедливы уравнения механики, справедливы те же самые электроди
намические и оптические законы, как это уже доказано для величин пер
вого порядка. Это предположение (содержание которого в дальнейшем бу
дет называться «принципом относительности») мы намерены превратить 
в предпосылку и сделать, кроме того, добавочное допущение, находящееся 
с первым лишь в кажущемся противоречии, а именно, что свет в пустоте 
всегда распространяется с определенной скоростью V,  не зависящей от

* Zur Elektrodynamik der bewegter Körper. Ann. Phys., 1905, 17, 891— 921.



К электродинамике движущихся тел 1905 г.

состояния движения излучающего тела. Эти две предпосылки достаточны 
для того, чтобы, положив в основу теорию Максвелла для покоящихся 
тел, построить простую, свободную от противоречий электродинамику 
движущихся тел. Введение «светоносного эфира» окажется при этом из
лишним, поскольку в предлагаемой теории не вводится «абсолютно 
покоящееся пространство», наделенное особыми свойствами, а также ни 
одной точке пустого пространства, в котором протекают электромагнитные 
процессы, не приписывается какой-нибудь вектор скорости.

Развиваемая теория основывается, как и всякая другая электроди
намика, на кинематике твердого тела, так как суждения всякой теории 
касаются соотношений между твердыми телами (координатными систе
мами), часами и электромагнитными процессами. Недостаточное понима
ние этого обстоятельства является корнем тех трудностей, преодолевать 
которые приходится теперь электродинамике движущихся тел.

I. КИНЕМАТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

§ 1. Определение одновременности
Пусть имеется координатная система, в которой справедливы уравнз 

ния механики Ньютона. Для отличия от вводимых позже координатных 
систем и для уточнения терминологии назовем эту координатную систему 
«покоящейся системой».

Если некоторая материальная точка находится в покое относительно 
этой координатной системы, то ее положение относительно последней 
может быть определено методами эвклидовой геометрии с помощью твер
дых масштабов и выражено в декартовых координатах.

Желая описать движение какой-нибудь материальной точки, мы задаем 
значения ее координат как функций времени. При этом следует иметь 
в виду, что подобное математическое описание имеет физический смысл 
только тогда, когда предварительно выяснено, что подразумевается здесь 
под «временем». Мы должны обратить внимание на то, что все наши суж 
дения, в которых время играет какую-либо роль, всегда являются сужде
ниями об одновременных событиях. Если я, например, говорю: «Этот поезд 
прибывает сюда в 7 часов»,— то это означает примерно следующее: «Указа
ние маленькой стрелки моих часов на 7 часов и прибытие поезда суть одно
временные события» Е

1 Здесь не будет обсуждаться неточность, содержащаяся в понятии одновре
менности двух событий, происходящих (приблизительно) В ОДНОМ II том же 
месте, которая должна быть преодолена также с помощью некоторой абстрак
ции.
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Может показаться, что все трудности, касающиеся определения «вре
мени», могут быть преодолены тем, что вместо слова «время» я напишу 
{положение маленькой стрелки моих часов». Такое определение, действи
тельно, достаточно в случае, когда речь идет о том, чтобы определить вре
мя лишь для того самого места, в котором как раз находятся часы; 
однако это определение уже недостаточно, как только речь будет идти 
о том, чтобы связать друг с другом во времени ряды событий, проте
кающих в различных местах, или, что сводится к тому же, установить 
время для тех событий, которые происходят в местах, удаленных от 
часов.

Желая определить время событий, мы могли бы, конечно, удовлетво
риться тем, что заставили бы некоторого наблюдателя, находящегося 
с часами в начале координат, сопоставлять соответствующее положение 
стрелки часов с каждым световым сигналом, идущим к нему через пусто
ту и дающим знать о регистрируемом событии. Такое сопоставление 
связано, однако, с тем неудобством, известным нам из опыта, что оно не 
будет независимым от местонахождения наблюдателя, снабженного часа
ми. Мы придем к гораздо более практическому определению путем сле
дующих рассуждений.

Если в точке А пространства помещены часы, то наблюдатель, нахо
дящийся в А, может устанавливать время событий в непосредственной 
близости от А путем наблюдения одновременных с этими событиями поло
жений стрелок часов. Если в другой точке 5  пространства также имеются 
часы (мы добавим: «точно такие же часы, как в точке М»), то в непосред
ственной близости от В тоже возможна временная оценка событий нахо
дящимся в В наблюдателем. Однако невозможно без дальнейших предпо
ложений сравнивать во времени какое-либо событие в А с событием в В; 
мы определили пока только «Ч-время» и «5-время», но не общее для А 
и В «время». Последнее можно установить, вводя определение, что «время», 
необходимое для прохождения света из А в В, равно «времени», требуемо
му для прохождения света из В в А. Пусть в момент по «Л-времени» 
луч света выходит из А в В, отражается в момент tв по «5-времени» от 
5  к А и возвращается назад в А в момент £'Л по «Л-времени». Часы в А 
и 5  будут идти, согласно определению, синхронно, если

1в   tв̂

Мы сделаем допущение, что это определение синхронности можно дать 
непротиворечивым образом и притом для сколь угодно многих точек и что, 
таким образом, справедливы следующие утверждения:

1) если часы в 5  идут синхронно с часами в 4 ,  то часы в А идут син
хронно с часами в 5 ;
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2) если часы в А идут синхронно как с часами в В, так и с часами в С, 
то часы в В и С также идут синхронно относительно друг друга.

Таким образом, пользуясь некоторыми (мысленными) физическими 
экспериментами, мы установили, что нужно понимать под синхронно иду
щими, находящимися в различных местах покоящимися часами, и благо
даря этому, очевидно, достигли определения понятий: «одновременность» 
и «время». «Время» события — это одновременное с событием показание 
покоящихся часов, которые находятся в месте события и которые идут 
синхронно с некоторыми определенными покоящимися часами, причем 
с одними и теми же часами при всех определениях времени.

Согласно опыту, мы положим также, что величина
2АВ __ у  

*А“ *А
■есть универсальная константа (скорость света в пустоте).

Существенным является то, что мы определили время с помощью покоя
щихся часов в покоящейся системе; будем называть это время, принадле
жащее к покоящейся системе, «временем покоящейся системы».

§ 2. Об относительности длин и промежутков времени
Дальнейшие соображения опираются на принцип относительности 

и на принцип постоянства скорости света. Мы формулируем оба прин
ципа следующим образом.

1. Законы, по которым изменяются состояния физических систем, не 
зависят от того, к которой из двух координатных систем, движущихся 
относительно друг друга равномерно и прямолинейно, эти изменения 
состояния относятся.

2. Каждый луч света движется в «покоящейся» системе координат 
с  определенной скоростью V, независимо от того, испускается ли этот луч 
света покоящимся или движущимся телом.

При этом _
Путь луча света 

Скорость — ц р 0меЖуТ0К времени ’

причем «промежуток времени» следует понимать в смысле определения 
В § 1.

Пусть нам дан покоящийся твердый стержень, и пусть длина его, изме
ренная также покоящимся масштабом, есть I. Теперь представим себе, 
что стержню, ось которого направлена по оси X  покоящейся координатной 
системы, сообщается равномерное и параллельное оси X  поступательное 
движение (со скоростью г;) в сторону возрастающих значений х. Поставим
ю



3. Zur Elektrodynamik bewegter Körper; 
von A. E in s te in ,

Daß die Elektrodynamik M axw ells — wie dieselbe gegen
wärtig aufgefaßt zu werden pflegt —• in ihrer Anwendung auf 
bewegte Körper zu Asymmetrien führt, welche den Phänomenen 
nicht anzuhaften scheinen, ist bekannt. Man denke z. B. an 
die elektrodynamische Wechselwirkung zwischen einem Mag
neten und einem Leiter. Das beobachtbare Phänomen hängt 
hier nur ab von der Relativbewegung von Leiter und Magnet, 
während nach der üblichen Auffassung die beiden Fälle, daß 
der eine oder der andere dieser Körper der bewegte sei. streng 
voneinander zu trennen sind. Bewegt sich nämlich der Magnet 
und ruht der Leiter, so entsteht in der Umgebung des Magneten 
ein elektrisches Feld von gewissem Energiewerte, welches an 
den Orten, wo sich Teile des Leiters befinden, einen Strom 
erzeugt. Ruht aber der Magnet und bewegt sich der Leiter, 
so entsteht in der Umgebung des Magneten kein elektrisches 
Feld, dagegen im Leiter eine elektromotorische Kraft, welcher 
an sich keine Energie entspricht, die aber — Gleichheit der 
Relativbewegung bei den beiden ins Auge gefaßten Ballen 
vorausgesetzt —  zu elektrischen Strömen, von derselben Größe 
und demselben Verlaufe Veranlassung gibt, wie im ersten Falle 
die elektrischen Kräfte.

Beispiele ähnlicher Art, sowie die mißlungenen Versuche, 
eine Bewegung der Erde relativ zum „Lichtmedium“  zu kon
statieren, führen zu der Vermutung, daß dem Begriffe der 
absoluten Ruhe nicht nur in der Mechanik, sondern auch in 
der Elektrodynamik keine Eigenschaften der 'Erscheinungen ent
sprechen, sondern daß vielmehr für alle Koordinatensysteme, 
für welche die mechanischen Gleichungen gelten, auch die 
gleichen elektrodynamischen und optischen Gesetze gelten, wie 
dies für die Größen erster Ordnung bereits erwiesen ist. V  ir 
wollen diese Vermutung (deren Inhalt im folgenden „Prinzip 
der. Relativität“  genannt werden wird) zur Voraussetzung er
heben und außerdem die mit ihm nur scheinbar unverträgliche

Первая страница статьи A . Эйнштейна «К  электродинамике движущихся
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теперь вопрос о длине движущегося стержня, которую мы полагаем опре
деленной с помощью следующих двух операций:

а) наблюдатель движется вместе с указанным масштабом и с измеряе
мым стержнем и измеряет длину стержня непосредственно путем прикла
дывания масштаба так же, как если бы измеряемый стержень, наблюда
тель и масштаб находились в покое;

б) наблюдатель устанавливает с помощью расставленных в покоящей
ся системе синхронных, в смысле § 1, покоящихся часов, в каких точках 
покоящейся системы находятся начало и конец измеряемого стержня 
в определенный момент времени £. Расстояние между этими двумя точка
ми, измеренное использованным выше, но уже покоящимся масштабом, 
есть длина, которую можно обозначить как «длину стержня».

Согласно принципу относительности, длина, определяемая операци
ей «а», которую мы будем называть «длиной стержня в движущейся сис
теме», должна равняться длине I покоящегося стержня.

Длину, устанавливаемую операцией «б», которую мы будем называть 
«длиной (движущегося) стержня в покоящейся системе», мы определим, 
основываясь на наших двух принципах, и найдем, что она отлична от I.

В обычно применяемой кинематике принимается без оговорок, что 
длины, определенные посредством двух упомянутых операций, равны 
друг другу, или, иными словами, что движущееся твердое тело в момент 
времени £ в геометрическом отношении вполне может быть заменено тем же 
телом, когда оно покоится в определенном положении.

Представим себе, что к обоим концам стержня (А и В) прикреплены 
часы, которые синхронны с часами покоящейся системы, т. е. показания 
их соответствуют «времени покоящейся системы» в тех местах, в которых 
эти часы как раз находятся; следовательно, эти часы «синхронны в покоя
щейся системе».

Представим себе далее, что у каждых часов находится движущийся 
с ними наблюдатель и что эти наблюдатели применяют к обоим часам уста
новленный в § 1 критерий синхронности хода двух часов. Пусть в момент 
времени 2 из А выходит луч света, отражается в В в момент времени 
и возвращается назад в А в момент времени £А. Принимая во внимание 
принцип постоянства скорости света, находим

г, . АВ  . '  , ' АВ1В — 1А =  И IА IВ =  ,

где гАв — длина движущегося стержня, измеренная в покоящейся систе
ме. Итак, наблюдатели, движущиеся вместе со стержнем, найдут, что

2 Здесь «время» означает «время покоящейся системы» и вместе с тем «положение 
стрелки движущихся часов, которые находятся в том месте, о котором идет 
речь».
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часы в точках А и В не идут синхронно, в то время как наблюдатели, на
ходящиеся в покоящейся системе, объявили бы эти часы синхронными.

Итак, мы видим, что не следует придавать а б с о л ю т н о г о  значения поня
тию одновременности. Два события, одновременные при наблюдении из 
одной координатной системы, уже не воспринимаются как одновременные 
нри рассмотрении из системы, движущейся относительно данной системы.

§ 3. Теория преобразования координат и времени 
от покоящейся системы к системе, равномерно 

и прямолинейно движущейся относительно первой
Пусть в «покоящемся» пространстве даны две координатные системы, 

каждая с тремя взаимно-перпендикулярными осями, выходящими из одной 
точки. Пусть оси X  обеих систем совпадают, а оси У  и Z — соответственно 
параллельны. Пусть каждая система снабжена масштабом и некоторым 
числом часов, и пусть оба масштаба и все часы в обеих системах в точности 
одинаковы.

Пусть теперь началу координат одной из этих систем (к)  сообщается 
(постоянная) скорость V в направлении возрастающих значений х  дру
гой, покоящейся системы (К)-, эта скорость передается также координат
ным осям, а также соответствующим масштабам и часам. Тогда каждому 
моменту времени £ покоящейся системы (К) соответствует определенное 
положение осей движущейся системы, и мы из соображений симметрии 
вправе допустить, что движение системы к  может быть таким, что оси дви
жущейся системы в момент времени £ (через £ всегда будет обозначать
ся время покоящейся системы) будут параллельны осям покоящейся 
системы.

Представим себе теперь, что пространство размечено как в покоящей
ся системе К  посредством покоящегося в ней масштаба, так и в движущей
ся системе к  посредством движущегося с ней масштаба, и что, таким обра
зом, получены координаты х ,  у, ъ и соответственно г], Пусть посред
ством покоящихся часов, находящихся в покоящейся системе, и с по
мощью световых сигналов указанным в § 1 способом определяется время £ 
покоящейся системы для всех тех точек последней, в которых находятся 
часы. Пусть далее таким же образом определяется время т движущейся 
системы для всех, точек этой системы, в которых находятся покоящиеся 
относительно последней часы, указанным в § 1 способом световых сигна
лов между точками, в которых эти часы находятся.

Каждому набору значений х ,  у ,  2, £, которые полностью определяют 
место и время событий в покоящейся системе, соответствует набор значе
ний £, г], £, т, устанавливающий это событие в системе к,  и теперь необ
ходимо найти систему уравнений, связывающих эти величины.

13
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Прежде всего ясно, что эти уравнения должны быть линейными в силу 
свойства однородности, которое мы приписываем пространству и вре
мени.

Если мы положим х" — X — то ясно, что точке, покоящейся в сис
теме к, будет принадлежать определенный, независимый от времени набор 
значений х\ у , г. Сначала мы определим т как функцию от х\ у, г, £. 
Для этой цели мы должны выразить с помощью некоторых соотношений, 
что т по своему смыслу есть не что иное, как совокупность показаний по
коящихся в системе к часов, которые в соответствии с изложенным в § 1 
правилом идут синхронно.

Пусть из начала координат системы к в момент времени т0 посы
лается луч света вдоль оси X  в точку х' и отражается оттуда в момент 
времени хх назад, в начало координат, куда он приходит в момент 
времени т2; тогда должно существовать соотношение

~2 (*0 +  — "И,

или, выписывая аргументы функции т и применяя принцип постоян
ства скорости света в покоящейся системе, имеем

~  т0 (0, 0, 0, £) +  т2 (о, 0, 0, |г +  у  _ у- +  -у _̂ г27-| )] —

=  хх {х\ 0, 0, I -ф- у — .

Если х' взять бесконечно малым, то отсюда следует:
I 1 , 1 \ дх   дх , 1

2 \ V —  V ' V -\-  V ) д1 дх' V —  Vили
дх
Ж

дх . V дх   «
дх’ V2 —  г;2 дЬ

Необходимо заметить, что мы могли бы вместо начала координат 
выбрать всякую другую точку в качестве отправной точки луча света, 
и поэтому только что полученное уравнение справедливо для всех зна
чений х ' , у, ъ.

Если принять во внимание, что свет вдоль осей У и Z при наблю
дении из покоящейся системы всегда распространяется со скоростью 

то аналогичное рассуждение, примененное к этим осям, дает

г-»'
дг

14
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Так как х — линейная функция, то из этих уравнений следует

г =  а ( < —  ж' ) ,

где а —  неизвестная пока функция ф(г;) и ради краткости принято, 
что в начале координат системы к при х =  0 также и £ =  0.

Пользуясь этим результатом, легко найти величины £, ц, £. С этой 
целью (как этого требует принцип постоянства скорости света в соче
тании с принципом относительности) нужно с помощью уравнений 
выразить то обстоятельство, что свет при измерении в движущейся 
системе также распространяется со скоростью V. Для луча света, 
вышедшего в момент времени х =  0 в направлении возрастающих £, 
имеем

Но относительно начала координат системы к луч света при изме
рении, произведенном в покоящейся системе, движется со скоростью 
V —  V, вследствие чего

Подставив это значение £ в уравнение для £, получим

Рассматривая лучи, движущиеся вдоль двух других осей, находим

или

причем

следовательно,
V
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П о д ставл яя  вместо х'  его значение, получаем  

г  -  ф (у) (3 (* —  ~  ж) ,

I  =  ф( у ) [ 3 ( ж—- г?*),

Л =  ф і») у,
£ =  Ф(г?)г,

где

У 1 _(г?/Р)2 ’

а ф — неизвестная пока функция от V.
Если не делать никаких предположений о начальном положении дви

жущейся системы и о нулевой точке переменной т, то к правым частям 
этих уравнений необходимо приписать по одной аддитивной постоянной.

Теперь мы должны показать, что каждый луч света — при измерении 
в движущейся системе — распространяется со скоростью V, если это ут
верждение, согласно нашему допущению, справедливо в покоящейся 
системе; мы еще не доказали, что принцип постоянства скорости света 
совместим с принципом относительности.

Пусть в момент времени і =  т = 0 из общего в этот момент для обеих 
систем начала координат посылается сферическая волна, которая распро
страняется в системе К  со скоростью V. Если (х, у , £) есть точка, в кото
рую приходит эта волна, то мы имеем

ж2 +  у1 +  =  у н \
Преобразуем это уравнение с помощью записанных выше формул 

преобразования; тогда получим
£2 +  2̂ +  £2 =  у  2̂ 2

Итак, рассматриваемая волна, наблюдаемая в движущейся системе, 
также является шаровой волной, распространяющейся со скоростью V. 
Тем самым доказано, что наши два основных принципа совместимы.

Выведенные формулы преобразования содержат неизвестную функ
цию ф от V, которую мы теперь определим.

Для этой цели вводим еще одну, третью координатную систему К ', 
которая относительно системы к совершает поступательное движение 
параллельно осп 3 таким образом, что ее начало координат движется со 
скоростью — V по оси 3 .Пусть в момент времени і =0 все три начала коор
динат совпадают, и пусть при і = х ~ у = г = 0  время Ґ в системе К'  
равно 0. Пусть х , у ' , % суть координаты, измеренные в системе К' .
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После двукратного применения наших формул преобразования получаем 

=  Ф (—  г?) р (—  г?) {т  +  1} =  Ф (г?) ф (—  V) *,

х =  ф (— V) Р (— V) {I  +  VX} =  ф (V) ф ( V) X,

У' =  ф ( _  V) ц =  Ф (г>) ф (—  V) у,

г '  =  Ф( —  г?)£ = ф ( г ? ) ф ( —

Так как соотношения между ж', у\ г' ж х, у, z не содержат времени г, 
то системы К  ж К'  находятся в покое относительно друг друга, и ясно, 
что преобразование из К  в К'  должно быть тождественным преобразова
нием. Следовательно,

ф(г?)ф(—  г?) =  1.
Выясним теперь физический смысл функции ф (г;). Для этого рассмот

рим ту часть оси Н системы к, которая лежит между точками | =  О, 
ц =  0, £ =  0 и ! = 0 , г ]  =  /, £ = 0 .  Эта часть оси Н представляет собой 
стержень, движущийся перпендикулярно своей оси со скоростью V отно
сительно системы К.  Концы этого стержня в системе К  имеют следующие 
координаты:

Хх Ух — —7—ч , 2Х =  0
X 1 ф  (г)) ’ 1

и
х2=  , у2 — 0, 22 =  0.

Таким образом, длина стержня, измеренная в системе К , равна £Лр (г?);
тем самым выяснен и физический смысл функции ф (г;). В самом деле, из
соображений симметрии теперь ясно, что измеренная в покоящейся систе
ме длина некоторого стержня, движущегося перпендикулярно своей оси, 
может зависеть только от величины скорости, но не от ее направления 
и знака. Следовательно, длина движущегося стержня, измеренная в по
коящейся системе, не изменяется, если V заменить через — V. Отсюда сле
дует:

I _  I 
ф(0 ~  Ф(— О ’

или
Ф И  =  ф (—  г7)-

Из этого и найденного ранее соотношений следует, что ф (у) =  1, 
так что найденные формулы преобразования переходят в следующие:

* =  ? ( * — У£ж) .

2 А. Эйнштейн, том I ±7
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I  =  [3 (ж — Щ),

Г\ =  У, £ =  2 , 
где ,

р V 1 — (у/7)2

§ 4. Физический смысл полученных уравнений 
для движущихся твердых тел 

и движущихся часов
Рассмотрим твердый ш ар1 радиуса Л, находящийся в покое относи

тельно движущейся системы к, причем центр шара совпадает с началом 
координат системы к. Уравнение поверхности этого шара, движущегося 
относительно системы К  со скоростью V, имеет вид

Е2 +  л2 + I2 =  я 2-
Уравнение этой поверхности, выраженное через х, у, 2, в момент вре

мени £ =  0 будет

( v т ^ m ? + » 2 + 2 ^̂= R,-■

Следовательно, твердое тело, которое в покоящемся состоянии имеет 
форму шара, в движущемся состоянии — при наблюдении из покоящейся 
системы — принимает форму эллипсоида вращения с полуосями

Л У \ — {и1У)2 , Л, К.

В то время как размеры шара (а следовательно, и всякого другого 
твердого тела любой формы) по осям У  я Z он движения не изменяются, 
размеры по оси X  сокращаются в отношении 1 : У 1 — (г;/П)2, и тем силь
нее, чем больше V. При V =  V все движущиеся объекты, наблюдаемые 
из «покоящейся» системы, сплющиваются и превращаются в плоские фи
гуры. Для скоростей, превышающих скорость света, наши рассуждения 
теряют смысл; впрочем, из дальнейших рассуждений будет видно, что 
скорость света в нашей теории физически играет роль бесконечно боль
шой скорости. Ясно, что те же результаты получаются для тел, находя
щихся в покое в «покоящейся» системе, но рассматриваемые из системы, 
которая равномерно движется.

Представим себе, далее, что часы, находясь в покое относительно по
коящейся системы, показывают время t, а, находясь в покое относитель

1 Т. е. тело, которое в состоянии покоя имеет шаровую (|орму.
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но движущейся системы, показывают время т. Пусть они помещены в на
чале координат системы к. Как быстро идут эти часы при рассмотрении 
из покоящейся системы?

Величины х,  £, х, относящиеся к месту, в котором находятся эти часы, 
очевидно, связаны соотношениями

т =  ■ -1  — ( ь ---- я )
V 1 — (»/У)2 V V2 )

и
х =  г£.

Таким образом,
т =  £ У \  —  ( г ; /У )2 =  £ —  (1 —  У Т -  ( г ; /Ё ) Г )  I,

откуда следует, что показание часов (наблюдаемое из покоящейся сис
темы) отстает в секунду на

( 1 - К г  — (с/У)2) сек, 
или, с точностью до величин четвертого и высших порядков, на

у (г /К )2 сек.

Отсюда вытекает своеобразное следствие. Если в точках А и В систе
мы К  помещены покоящиеся синхронно идущие часы, наблюдаемые в по
коящейся системе, и если часы из точки А  двигать по линии, соединяю
щей ее с В, в сторону последней со скоростью V, то по прибытии этих ча
сов в В они уже не будут более идти синхронно с часами в В. Часы, пере
двигавшиеся из 4  в В, отстают по сравнению с часами, находящимися 
в К с самого начала, на (1/2) £ {с2 IV2) сек (с точностью до величин четвертого 
и высших порядков), если £ — время, в течение которого часы из А дви
гались в В. Сразу видно, что этот результат получается и тогда, когда 
часы движутся из А в К по любой ломаной линии, а также тогда, когда 
точки А и В совпадают.

Если принять, что результат, доказанный для ломаной линии, верен 
также для непрерывноменяющей свое направление кривой, то получаем 
следующую теорему.

Если в точке А находятся двое синхронно идущих часов и мы переме
щаем одни из них по замкнутой кривой с постоянной скоростью до тех 
пор, пока они не вернутся в А (на что потребуется, скажем, £ сек), то эти 
часы по прибыДии в А  будут отставать по сравнению с часами, оставав’ 
шимися неподвижными, на

у  £ (г 2/ ! 72) сек.
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Отсюда можно заключить, что часы с балансиром, находящиеся на земном 
экваторе, должны идти несколько медленнее, чем точно такие же часы, 
помещенные на полюсе, но в остальном поставленные в одинаковые усло
вия.

§ 5. Теорема сложения скоростей
Пусть в системе к, движущейся со скоростью V вдоль оси X  системы К , 

движется точка согласно уравнениям

I =  т, Г) =  MVT, £ =  0,

где U?- И — постоянные.
Найдем движение точки относительно системы К. Если в уравнения 

движения точки с помощью выведенных в § 3 формул преобразования 
ввести величины X, у, z, t, то получим

W -  +  V
X — --- ---------t ,

V W p

1 +  “ j/2-

V 1 —  ( v / Vf
У — --------  — Wf t ,y vuv 11 ’

1 +  “рг-

z =  0.

Итак, закон параллелограмма скоростей в нашей теории верен только 
в первом приближении. Положим

+ (£)*•
w2 =  +  w\

и
wvа — arc tg —  ;
w x

тогда а надо рассматривать как угол между скоростями v и w. После 
простого вычисления получается

U =
/ ( vwsin а \2

(v2 -\-wz -\- 2vw cos а) —

vw cos а
1 + Р2
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Замечательно, что V и ш входят симметрично в выражение для резуль
тирующей скорости. Если ш тоже имеет направление оси X  (оси 3 ), то 
формула для II принимает следующий вид:

у  _  V  +  т

От 
1 +172V2

Из этого уравнения следует, что результирующая скорость, получаю
щаяся при сложении двух скоростей, которые меньше V, всегда меньше V. 
Положив V =  V — х, ш =  И — к, где х и !  обе положительны и меньше V, 
имеем:

и  =  V — 2У ~~х <  V.уХ •
IV — у — X +  -у~

Далее следует, что скорость света V от сложения со скоростью, которая 
меньше скорости света, не может быть изменена. Для этого случая полу
чается

и  =  у  +  и’ =  V.10
1 + Т "

В том случае, когда vts. iv имеют одинаковые направления, мы могли бы 
получить формулу для и  также путем последовательного применения 
двух преобразований из § 3. Если мы наряду с системами К  и к, 
фигурирующими в § 3, введем еще третью координатную систему к ', дви
жущуюся параллельно системе к вдоль оси 3 со скоростью ш, то получим 
уравнения, которые связывают величины х, у, г, I с соответствующими 
величинами системы к'. Они отличаются от найденных в § 3 только тем, 
что вместо V стоит величина

от
1 + V2

Отсюда видно, что такие параллельные преобразования, как это и 
должно быть, образуют группу.

Таким образом, мы вывели необходимые нам положения кинематики, 
построенной в соответствии с нашими двумя принципами, и переходим 
теперь к тому, чтобы показать их применение в электродинамике.
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II« ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

§ 6. Преобразование уравнений Максвелла — Герца 
для пустого пространства.

О природе электродвижущих сил, 
возникающих при движении в магнитном поле

Пусть уравнения Максвелла — Герца справедливы для пустого про
странства в покоящейся системе К; в таком случае имеем

1 дХ _  дИ дМ 1 дь _ дУ дЪ
V дЬ ~  ду дг ’ V дь д% ду
1 дУ _  д ь ату 1 дМ дЪ дХ
V дЬ дг дх ’ V ~ д Г  ~ дх дг

1 дЪ _  дМ дЬ 1 т  _ дХ дУ
V дЬ дх ду  * V дЬ ду дх

где (X , У, Я) — вектор напряженности электрического поля, (Ь, М ,  ТУ) — 
вектор напряженности магнитного поля.

Если мы применим к этим уравнениям преобразование, которое было 
получено в § 3, и отнесем электромагнитные процессы к введенной там 
координатной системе, движущейся со скоростью V, то получим уравнения

1 а х  » » [ г г — г  у ) ^ { м  +  ^ г )

V дх дц ’

,  а э ( к - ^ - л г )  дь  а э ( л г - ^ г )
V дх д£ дЕ,

V дх дЕ, дх\ ’

1 зь  «3 г»»(г +  ~ м )
V дх дЕ, дц ’

1 д$(^м +  y - z sJ дХ
У  дх ‘ =  ~ ~  Щ Щ  ’

1 Ц "  — Г у ) _.. ах
V дх дц дЕ,
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где

1/1 — (г?/7)2

Принцип относительности требует, чтобы справедливые в системе К  
уравнения Максвелла — Герца для пустоты были бы также справедливы 
и в системе к ; это значит, что для векторов напряженности электрического 
и магнитного полей [(X ', У ', %') и ( I / , М ' , N' )] ,  определенных в движу
щейся системе к через их пондеромоторные действия на электрические за
ряды, или, соответственно, магнитные массы, должны быть справедливы 
следующие уравнения:

1 дХ ' _  алг дМ ' 1 дП д У дЪ'
V дх дц -  дЪ ’ V дх дх\

1 д У дП дХ ' 1 д М ’ д Т д Х ’
У дх ~  д^ ~~ д^ ’ ~т дх

II

«Г
«

1 д У дЛГ дЬ’ 1 дЛГ _  д Х ’ д У
V дх ~  д^ дт] ’ V дх дг\ д1

Обе системы уравнений, найденные для системы к, очевидно, должны 
выражать в точности одно и то же, так как обе системы уравнений экви
валентны уравнениям Максвелла — Герца для системы К.  Далее, так как 
уравнения обеих систем совпадают друг с другом во всем за исключением 
символов, изображающих векторы, то отсюда следует, что функции, стоя
щие в соответствующих местах обеих систем уравнений, должны быть 
равны между собой с точностью до множителя ф (г), общего для всех функ
ций, который не зависит от ц, £, т, но может, вообще говоря, зависеть 
от V. Итак,

Х ' =  ф ( г ) Х ,  1 / =  ф(г?).£/,

Г  =  ■>!>(») Р ( г - М ' =  ^ { у) ^ { м + ^ - ъ ) ,

г '  =  ( К г ) р ( г  +  | м ) ,  ТУ' =  !|> (г>) р ( /V -------р- г )  .

Если обратить эту систему уравнений, во-первых, путем непосред
ственного решения и, во-вторых, с помощью обратного преобразования 
(из к в К) ,  которое характеризуется скоростью — г, и принять во внима
ние, что обе получившиеся системы должны быть тождественны, то

ф (г) ф (— V) =  1.
23
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Далее из соображений симметрии следует 1

Ф (V) =  Ф (—  »);
таким образом,

ф (г?) =  1

и наши уравнения принимают следующий вид:
X ' =  х ,  и  =  Ь,

Г  =  р ( у — р-лг), лг  =  р ( м  +

г ' ^ ? { г  +  - ^ м ) ,  лг =  р ( л г - - £ - у ) .

Для интерпретации этих уравнений заметим следующее. Пусть имеется 
точечный заряд, который при измерении в покоящейся системе К  равен 
«единице», т. е., покоясь относительно покоящейся системы, он на расстоя
нии 1 см действует с силой в 1 дину на такое же количество электричества. 
Согласно принципу относительности, этот электрический заряд при изме
рении в движущейся системе тоже равен «единице». Если это количество 
электричества находится в покое относительно покоящейся системы, то 
вектор (X , У, Z), согласно определению, равен силе, действующей на упо
мянутый заряд. Если же заряд находится в покое относительно движу
щейся системы (по крайней мере в соответствующий момент времени), 
то сила, действующая на него и измеренная в движущейся системе, равна 
вектору (Х\  У ', Я ).  Следовательно, первые три из написанных выше 
уравнений можно сформулировать следующими двумя способами.

1. Если в электромагнитном поле движется единичный точечный за
ряд, то на него, кроме электрического поля, действует еще «электромо
торная сила», которая при условии пренебрежения членами, пропорцио
нальными второй и более высоким степеням г?/У, равна деленному на ско
рость света векторному произведению скорости движения единичного за
ряда на напряженность магнитного поля. (Старая формулировка.)

2. Если единичный точечный заряд движется в электромагнитном поле, 
то действующая на него сила равна напряженности электрического поля 
в месте нахождения этого заряда, получающейся в результате преобразо
вания поля к координатной системе, покоящейся относительно этого за
ряда. (Новая формулировка.)

1 Если, например, Х  — У ~ Ъ  — Ь — М  =  0 и то из соображений сим
метрии ясно, что, когда V меняет знак без изменения своего численного значения, 
У'  должно изменить свой знак также без изменения своего численного зна
чения.

24



1 К электродинамике движущихся тел

Аналогичные положения справедливы для «магнитомоторных сил». 
Мы видим, что в изложенной теории электромоторная сила играет роль 
вспомогательного понятия, которое своим введением обязано тому об
стоятельству, что электрические и магнитные поля не существуют неза
висимо от состояния движения координатной системы. Ясно, что асиммет
рия, упомянутая в введении при рассмотрении токов, возникающих: 
вследствие относительного движения магнита и проводника, исчезает. 
Вопросы о том, где «сидят» электродинамические силы (униполярные ма
шины), также теряют смысл.

Пусть в системе К  очень далеко от начала координат находится неко
торый источник электродинамических волн, которые в некоторой части 
пространства, включающей начало координат, могут быть с достаточной 
степенью точности представлены уравнениями

Здесь (Х 0, У 0, Z0) и (Ь0, М 0, А 0) представляют собой векторы, определяю
щие амплитуду цуга волн; а, Ь, с — направляющие косинусы нормали 
к фронту волны.

Выясним теперь, каковы свойства этих волн, когда они исследу
ются наблюдателем, находящимся в покое относительно движущейся 
системы к. Применив найденные в § 6 формулы преобразования напря
женностей электрического и магнитного полей, а также полученные в 
§ 3 формулы преобразования координат и времени, получаем:

7. Теория аберрации и эффекта Допплера

Х  =  А 08іпФ, Ь ~ Ь 0ё іпФ,

У =  У08ІпФ, М  — М 0 эш Ф,

Z =  ZQъmФ, А  =  7У08ІпФ,

Х ' =  Х 08ІпФ', П  = и  віпФ',

г  =  р (г0 _  ЛГ0) 8ІП ф\ М' =  (3 [м„ +  -у  8іп Ф',

2 '  = р ( г 0 +  ^ М 0) 8і п Ф ' ,  ЛГ' =  Р(ЛГ0 — ^  Г о ) 8 І п Ф ' ,
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где
(О ©р (1 — я у -)

V

а
V  ’

Ъ

с
С‘

Возьмем наблюдателя, движущегося со скоростью V относительно 
бесконечно удаленного источника света, частота которого равна V .  Из 
уравнения для оУ вытекает, что если угол между линией, соединяющей 
источник света с наблюдателем, и скоростью наблюдателя, отнесенной 
к координатной системе (покоящейся относительно источника света), 
равен ф, то воспринимаемая наблюдателем частота V' света дается сле
дующей формулой:

VI — (у/7)2
Это и есть принцип Допплера для любых скоростей. При ф =  0 фор

мула принимает более простой вид

Мы видим, что, в противоположность обычному представлению, при 
■V =  — о о  частота V  =  о о .

Если обозначить через ф' угол между нормалью к фронту волны (нап
равлением луча) и линией, соединяющей источник света с наблюдателем, 
то  формула для ф' примет вид

1 —  —  СОБ ф
V т
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Эта формула выражает закон аберрации в его наиболее общей форме. 
Если ф =  л/2, то формула принимает простой вид

Мы должны теперь найти значение амплитуды волн, воспринимаемых 
наблюдателем в движущейся системе. Обозначив соответственно через А 
и А' амплитуды напряженностей электрического или магнитного полей, 
измеренные в покоящейся и в движущейся системах, получим

Это соотношение при ф =  0 переходит в более простое

Из выведенных уравнений следует, что наблюдателю, который будет 
приближаться со скоростью V к некоторому источнику света, последний 
будет казаться бесконечно интенсивным.

Так как М2/8л равняется энергии света в единице объема, то на осно
вании принципа относительности величину М '2/8л мы должны рассматри
вать как энергию света в движущейся системе. Поэтому величина А '2/А2 
была бы отношением энергии определенного светового комплекса, «изме
ренной в движении», к энергии того же комплекса, «измеренной в покое», 
если бы объем светового комплекса оставался бы одним и тем же при 
измерении в системах к ж К. Однако это не так. Если а, Ъ, с представляют 
сооой направляющие косинусы нормалей к фронту световой волны в по
коящейся системе, то через элементы поверхности сферы

движущейся со скоростью света, не проходит никакая энергия; поэтому 
мы можем утверждать, что эта поверхность все время ограничивает собой 
один и тот же световой комплекс. Выясним, какое количество энергии

г Vсоя ф =  — у -  .

; 8. Преобразование энергии лучей света. 
Теория давления, производимого светом 

на идеальное зеркало

{х — Уаі)2 +  {у — УМ)2 +  (г — Усі)2 = і ? 3
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заключено внутри этой поверхности, если наблюдение ведется в системе кг 
т. е. какова будет энергия этого светового комплекса относительно систе
мы к.

Сферическая поверхность, рассматриваемая в движущейся системе, 
представляет собой поверхность эллипсоида, уравнение которого в мо
мент времени т =  0 будет

Если через Я обозначить объем шара, а через объем этого эллипсои
да, то, как показывает простое вычисление, должно выполняться соотно
шение

Обозначая через Е  энергию света, заключенную внутри рассматривае
мой поверхности и измеренную в покоящейся системе, а через Е' ту же? 
энергию, измеренную в движущейся системе, получаем

Замечательно то, что и энергия, и частота светового комплекса с изме
нением состояния движения наблюдателя меняются по одному и тому же 
закону.

Пусть теперь координатная плоскость | =  0 представляет собой иде
альную зеркальную поверхность, от которой отражаются плоские волны, 
рассмотренные в предыдущем параграфе. Выясним, чему равно световое 
давление, производимое на зеркальную поверхность, и каковы направле
ние, частота и интенсивность света после отражения.

Пусть падающий свет характеризуется величинами А ,  соэф, V (отне
сенными к системе К). При наблюдении из системы к для соответствую-

( к  -  ар і ) а+  (л -  Ьр -£  1)г+  (с -  ср -Ї -  ?)2 =  нк

У і — {у/У)2
V

1 —  - у  - СОБ ф

А'*
Е ' _  8л ^  
Е  А 2

8л ^

1 —  - у -  СОЭ ф

у  1 — (у/У)2

V

Эта формула при ф =  0 переходит в более простую
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щих величин имеем

1 —
А ' =  А

COS ф

/ 1  —  (v/V)2 ’

cos
СОЭф

V =  V

—  - у -  COS ф 

V
1 —  - у  COS ф

V 1 — (v / Vf

Если мы отнесем этот процесс к системе к, то для отраженного света 
получим

А" =  А', 

cos ф "  =  —  CO S ф ' ,  

v "  =  v ' .

Наконец, производя обратное преобразование к системе К, получаем 
для отраженного света

V  V
1 +  - у г  c o s  ф ” 1 —  2  -гг-  COS I

А т =  А" „  ̂ ____- - А  —
V  \ 2

У
V 1 — (vjVY 1 —

c o s  ф

СОЭф
1 +  \ у cos ф — 2 - у -

1 +  - у ~  COS ф"
V ( V  \ 2 ’

1 - 2 -t c o s 9 +  [ Т )

V  V  (  V
1 -j- ~ у ~  c o s  ф ,г 1 —  2 - у -  cos Ф +  I у -  

V'" =  v "  —  — =  V
V l  —  {v/V)2 1 —

V  \ 2

Энергия, падающая на единицу поверхности зеркала в единицу вре
мени (измеренная в покоящейся системе), очевидно, равняется

А 2
8п (V cos ф — v).

Энергия, уходящая с единицы поверхности зеркала в единицу времени,
29
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составляет

- ^ ( - V c o s r  +  v)-

Разность между этими двумя выражениями, согласно принципу сохра
нения энергии, равна работе, произведенной световым давлением в еди
ницу времени. Приравнивая работу произведению Pv, где Р  — световой 
давление, получаем:

/  V  \ 2
( COS ф - у -

р 8л / v
т

Отсюда в первом приближении получаем в согласии с опытом и с дру
гими теориями

Р =  2 ~  С082ф.8я т
Примененным здесь методом могут быть решены все задачи оптики 

движущихся тел. Существо дела заключается в том, что электрическое- 
и магнитное поля в световой волне, подвергающейся воздействию со сто
роны движущегося тела, преобразуются к координатной системе, покоя
щейся относительно этого тела. Благодаря этому каждая задача оптики 
движущихся тел сводится к задачам оптики покоящихся тел.

§ 9. Преобразование уравнений Максвелла — Герца 
с учетом конвекционных токов

Мы исходим из уравнений:
1 Г , дХ их р +V 1 dt

1 Г д ¥
у  ~Г Q t

I f  , dZ
Т  Г 2р +  ~дР

где

8N дМ 1 dL dY dZ
ду dz ’ V dt ~  dz “  ay ’

8L 8N 1 дМ _  dZ dX
dz дх ’ V ~дГ dx d T

дМ dL 1 dN _  dX dY
дх ~  ду ’ V dt ~ ~  dy dx

дХ
дх +  —  +  ^  ду +

dZ
dz

означает умноженную на 4л плотность электрического заряда, а (их, иУт 
иг) — вектор скорости электрического заряда. Если представить себе, чти
во
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заряды неизменно связаны с очень малыми твердыми телами (ионы, элек
троны), то эти уравнения являются основой электродинамики Лоренца 
и оптики движущихся тел.

Если преобразовать эти уравнения, которые справедливы в системе К+ 
с помощью формул преобразования из §§ 3 и 6 к системе к, то получаются 
следующие уравнения:

1 Г , , дХ

где

V ] ^  ' дх

\дУ
V } П 1 дх

дМ' дМ д и д у дХ'
дх\ ~~ ’ дх

Кк_п

II
дц

дЬ’ ЭЛГ' дМ ' дХ' д Х ’

Ж д\ ’ дх

II

Ч

д М ’ дП д№ _  д Х ’ д У
д$ дц ’ дх дц Ж

 =  Щ,ихх ^

V2

, д Х ' д У  дЪ' „ / . ьих , 
м-п, Р 1 I яГ  Р ’ (1 тДГ ) Р»

3(1
щ.

Таким образом, как это и следует из теоремы сложения скоростей 
(§ 5), вектор (щ , иГ1, щ )  есть не что иное, как скорость электрических за
рядов, измеренная в системе /с. Тем самым показано, что электродинамиче
ская основа лоренцовской электродинамики движущихся тел подчиняется 
принципу относительности, если исходить из наших кинематических 
принципов.

Отметим еще кратко, что из доказанных уравнений легко может быть 
выведена следующая важная теорема: если электрически заряженное тело 
движется в пространстве произвольно и если его заряд, наблюдаемый из 
координатной системы, движущейся вместе с этим телом, при этом не из
меняется, то этот заряд остается неизменным и при наблюдении из «по
коящейся» системы К.
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§ 10. Динамика (слабо ускоренного) электрона
Пусть в электромагнитном поле движется точечная частица с электри

ческим зарядом е (в дальнейшем называемая «электроном»), о законе дви
жения которой мы будем предполагать только следующее.

Если электрон находится в покое в течение определенного промежутка 
времени, то в ближайший за ним элемент времени движение электрона, 
поскольку оно является медленным, будет описываться уравнениями:

(12х
6 ’

где х, у, г — координаты электрона, а |х — масса электрона.
Далее, пусть электрон в течение определенного промежутка времени 

обладает скоростью V. Найдем закон, согласно которому электрон движет
ся в непосредственно следующий за этим промежутком элемент времени.

Не ограничивая общности рассуждений, мы можем допустить и до
пустим на самом деле, что в тот момент, когда мы начинаем наблюдение, 
наш электрон находится в начале координат и движется вдоль оси X  
системы К  со скоростью V. В таком случае ясно, что в указанный мо
мент времени (£ =  0) электрон находится в покое относительно коорди
натной системы к, движущейся параллельно оси X  с постоянной скоро
стью V.

Из сделанного выше предположения в сочетании с принципом относи
тельности следует, что уравнения движения электрона, наблюдаемого из 
системы к в течение времени, непосредственно следующего за £ =  0 (при 
малых значениях £), имеют вид:

и

V '

где обозначенные через т), £, т, Х \  Ъ* величины относятся к систе
ме к. Если к тому же положить, что при Ь — x =  y =  z — 0 должны быть
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т =  £ =  т] =  £ =  0, то будут справедливы формулы преобразования из 
§ 3 и 6 и, следовательно, будут выполняться следующие уравнения:

т =  [Ш — V2
X

Х' =  Х,

У' =  р (у  —  ЛГ),

г- = ?(г +  ~  м).

| =  р (х  —  г>£),

Ч =  ?Л 

£ =  г,

С помощью этих уравнений преобразуем написанные выше уравнения 
движения от системы к к системе К  и получим:

(1 2Х    8  1 у

~~ фГ ’

—  N у

_1 _  ( у  і М
<11* |г р У м

(А)

Опираясь на обычный прием рассуждений, определим теперь «про
дольную» и «поперечную» массы движущегося электрона. Запишем урав
нения (А) в следующем виде:

<12х
сИ2

иР2 ^ - ~  е [ в ( у - £  л  ) =  е Г ,

ир!
с12г
УП2 =  єр ( г  +  і г м )  =  вЕ.

При этом заметим прежде всего, что еХ\ еУ', &  являются компонен
тами пондеромоторной силы, действующей на электрон, причем эти ком
поненты рассматриваются в координатной системе, которая в данный 
момент движется вместе с электроном с такой же, как у электрона, ско
ростью. (Эта сила могла бы быть измерена, например, пружинными ве
сами, покоящимися в этой системе.) Если теперь эту силу будем называть 
просто «силой, действующей на электрон», и сохраним уравнение (для 
численных значений)

Масса X Ускорение =  Сила,

 ̂ А . Эйнштейн, том I о о
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и если мы далее установим, что ускорения должны измеряться в покоя
щейся системе К,  то из указанных выше уравнений получим:

Продольная масса =   ̂ »

р
Поперечная масса =  •

Конечно, мы будем получать другие значения для масс при другом 
определении силы и ускорения; отсюда видно, что при сравнении различ
ных теорий движения электрона нужно быть весьма осторожным. Заме
тим, что эти результаты относительно массы справедливы также и для 
нейтральных материальных точек, ибо такая материальная точка может 
быть путем присоединения сколь угодно малого электрического заряда 
превращена в электрон (в нашем смысле).

Определим кинетическую энергию электрона. Если электрон из на
чала координат системы К с начальной скоростью 0 движется все время 
вдоль оси X  под действием электростатической силы X ,  то ясно, что взя
тая у электростатического поля энергия будет равна  ̂ еХс1х. Так как элек
трон ускоряется медленно и вследствие этого не должен отдавать энергию 
в форме излучения, то энергия, взятая у электростатического поля, 
должна быть положена равной энергии движения \У электрона. Прини
мая во внимание, что в течение всего рассматриваемого процесса движения 
справедливо первое из уравнений (А), получаем:

V

IV =   ̂еХ  йх =   ̂Р3цг? йг? =  рУ2 = 4 = = г -  — 11 .

При V — V величина И7 становится, таким образом, бесконечно боль
шой. Как в прежних результатах, так и здесь, скорости, превышающие 
скорость света, существовать не могут. Это выражение для кинетической 
энергии должно быть справедливым и для любых масс в силу приведенного 
выше аргумента.

Перечислим теперь все вытекающие из системы уравнений (А) свой
ства движения электрона, допускающие опытную проверку.

1. Из второго уравнения системы (А) следует, что электрическое 
поле У  и магнитное поле N  одинаково сильно отклоняют электрон, дви
жущийся со скоростью V, в том случае, когда У — N  Отсюда видно,
что, согласно нашей теории, для любых скоростей можно определить ско
рость электрона из отношения отклонения магнитным полем А т к от
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клонению электрическим полем А е, если применить закон:
  V

Это соотношение поддается экспериментальной проверке, так как ско
рость электрона может быть измерена также и непосредственно, например, 
при помощи быстро переменных электрических и магнитных полей.

2. Из формулы для кинетической энергии электрона следует, что меж
ду пройденной разностью потенциалов Р  и достигнутой скоростью v элек
трона должно существовать следующее соотношение:

P = \ X d x  =  V 2 J , 1 — 1 \ .
J 8 \УЧ— (v/Vf )

3. Вычислим радиус кривизны R  орбиты, когда имеется перпендику
лярное скорости электрона магнитное поле напряженностью N  (как един
ственная отклоняющая сила).

Из второго уравнения (А) получаем

— ^ у. =  A l =  A JL х  l / l  _  (vIV)2
dt2 Я ц V у ■ \ и! у ) »

или
v

я =  V2 JA .    v . JL
8 Y  \ — {vjVy N

Эти три соотношения являются полным выражением законов, по ко
торым, согласно предложенной теории, должны двигаться электроны.

В заключение отмечу, что мой друг и коллега М. Бессо явился верным 
помощником при разработке изложенных здесь проблем и что я обязан 
ему за ряд ценных указаний.
Поступила 30 июня 1905 г.

Это первая (и основная) работа Эйнштейна по теории относительности. До этой 
статьи Эйнштейном в 1901— 1905 гг. были опубликованы восемь работ по молекуляр
ной физике и теории света (они будут помещены в третьем томе). Статья включена 
в сборник 1913 года (H. A. L o r e n t z .  Das Relativitätsprinzip, eine Sammlung von 
Abhandlungen. Leipzig, Teubner, 1913). Сборник несколько раз переиздавался и пере
водился на английский и французский языки. Английский перевод сборника был 
издан в Англии (H .A . L o r e n t z .  The Principle of Relativity, a collection of original 
memories. London, Methuen, 1923), а также в Индии (The principle of Relativity. Ori- 
^maLPaPers> by^A. Einstein and H. Minkowski, Calcutta, 1920).

Французский перевод статьи (перевод М. Соловина) издан в 1925 г. (Paris, Gaut- 
Л п  перевод был опубликован под редакцией В. К. Фредерикса и
Д Д. Иваненко в 1936 г. (Принцип относительности. Г. А. Лоренц, А. Пуан
каре, А. Эйнштейн и Г. Минковский. ОНТИ, 1935).
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2
ЗАВИСИТ ЛИ ИНЕРЦИЯ ТЕЛА 

ОТ СОДЕРЖАЩЕЙСЯ В НЕМ ЭНЕРГИИ?*

Результаты ранее опубликованного исследования 1 приводят нас 
к очень интересному следствию, вывод которого будет дан в этой статье.

В предыдущем исследовании я исходил, кроме уравнений Максвел
ла — Герца для пустоты и формулы Максвелла для электромагнитной 
энергии пространства, еще из следующего принципа.

Законы, по которым изменяются состояния физических систем, не за
висят от того, к какой из двух координатных систем, движущихся рав
номерно и прямолинейно относительно друг друга, отнесены эти изме
нения состояния (принцип относительности). Исходя из этого 2, я, в част
ности, пришел к следующему результату (см. § 8 цитированной выше 
работы).

Пусть система плоских волн света, отнесенная к координатной систе
ме (х , у , z), обладает энергией I и пусть направление луча (нормаль к 
фронту волны) образует угол ф с осью х  системы. Если ввести новую коор
динатную систему (|, т), Q, движущуюся равномерно и прямолинейно от
носительно системы (ж, у, z), и если начало координат первой системы 
движется со скоростью v вдоль оси х, то упомянутая энергия света, изме
ренная в системе (I, Y], Q, будет

1 — 1Г  cos ф 
Г =  I _____

V l  —  {vfV)t ’

где V — скорость света. В дальнейшем мы воспользуемся этим результа
том.

* Ist die Trägheit eines Körpers von seinem Energieinhalt abhängig? Ann. Phys., 
1905, 18, 639— 641.

1 Ann. Phys., 1905, 17, 891. (Статья 1).
a Использованный там принцип постоянства скорости света содержится, конечно, 

в уравнениях Максвелла.
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Пусть в системе (х , у, г) находится покоящееся тело, энергия которого, 
отнесенная к системе (х , у , г), равна Е 0. Энергия же этого тела, отнесен
ная к системе (|, т ) ,  £ ) ,  движущейся, как выше, со скоростью V, пусть 
равна Н й.

Пусть это тело посылает в направлении, составляющем угол ф с осью х, 
плоскую световую волну с энергией Ы2 [измеренной относительно систе
мы (х, у , z)] и одновременно посылает такое же количество света в про
тивоположном направлении. При этом тело остается в покое относительно 
системы (х, у, г). Для этого процесса должен выполняться закон сохра
нения энергии и притом (согласно принципу относительности) по отно
шению к обеим координатным системам. Если мы обозначим через 
Е х энергию тела после излучения света при измерении ее относитель
но системы (х , у, т) и соответственно через Н 1 энергию относитель
но системы (|, т), £), то, пользуясь полученным выше соотношением, 
находим

В этом соотношении обе разности вида Н  — Е  имеют простой физиче
ский смысл. Величины Н  и Е  представляют собой значения энергии одного 
и того же тела, отнесенные к двум координатным системам, движущимся 
относительно друг друга, причем тело покоится в одной из систем [в сис
теме (х , у, г)].

Таким образом, ясно, что разность Н  — Е  может отличаться от кине
тической энергии К  тела, взятой относительно другой системы [системы 
(£» Л» £)]> только на некоторую аддитивную постоянную С, которая за
висит от выбора произвольных аддитивных постоянных в выражениях 
для энергий Н  и Е. Следовательно, мы можем положить

Н  о =  -Нх+
7. 1 — с°8 Ф г 1 +  -|-с°8ф1 г

Вычитая второе равенство из первого, получаем:

(Я 0 - £ о) - ( Я 1 - £ 1 ) =  ь { 7 г ^ = = _  1 } .

Н 0- Е 0 =  К 0 +  С ,

Н 1 —  Е 1 =  К 1+  С,

так как постоянная С при испускании света не изменяется.
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Таким образом, получаем

Ь    —  1\ .
I / 1  -  0/У)г I

Кинетическая энергия тела относительно системы (£, т], £) уменьшает
ся при испускании света на величину, не зависящую от природы тела. 
Кроме того, разность К 0 — К х зависит от скорости точно так же, как кине
тическая энергия электрона (см. § 10 цитированной выше работы).

Пренебрегая величинами четвертого и более высоких порядков, можно 
получить

Т7  _____ ^  у2
о —  Л 1 —  • -2 ~ .

Из этого уравнения непосредственно следует, что если тело отдает 
энергию Ь в виде излучения, то его масса уменьшается на Ь/У2. При этом, 
очевидно, несущественно, что энергия, взятая у тела, прямо переходит 
в лучистую энергию излучения, так что мы приходим к более общему вы
воду.

Масса тела есть мера содержащейся в нем энергии; если энергия изме
няется на величину Ь, то масса меняется соответственно на величину 
Ы {9 -1020), причем здесь энергия измеряется в эргах, а масса—в граммах.

Не исключена возможность того, что теорию удастся проверить для 
веществ, энергия которых меняется в большей степени (например для 
солей радия).

Если теория соответствует фактам, то излучение переносит инерцию 
между излучающими и поглощающими телами.

Поступила 27 сентября 1905 г.

В этой работе впервые сформулирована связь между массой и энергией. К вы
воду знаменитой формулы Е  =  т с 2 (в современных обозначениях) Эйнштейн возвра
щается еще несколько раз (статья 3, статьи 112 и 131, том II).
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ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
ЦЕНТРА ТЯЖЕСТИ И ИНЕРЦИЯ ЭНЕРГИИ *

В опубликованной в прошлом году работе 1 мы показали, что электро
магнитные уравнения Максвелла вместе с принципом относительности 
и законом сохранения энергии приводят к выводу, что масса тела меняется 
при изменении его энергии, каков бы ни был характер этих изменений. 
Мы показали, что изменение энергии на величину АЕ должно соответ
ствовать эквивалентному изменению массы на величину АЕ/У2, где V — 
скорость света.

В настоящей работе мы покажем, что это утверждение является необ
ходимым и достаточным условием того, чтобы выполнялся, по крайней 
мере в первом приближении, закон сохранения движения центра тяжести 
системы, в которой, кроме механических, происходят также и электро
магнитные процессы. Несмотря на то что простое формальное рассмотре
ние, которое должно быть проведено для доказательства этого утвержде
ния, в основном содержится в работе А. Пуанкаре 2, мы из соображений 
наглядности не будем основываться на этой работе.

§ 1. Частный случай
Пусть в пространстве имеется совершенно произвольный покоящийся 

твердый полый цилиндр К  (рис. 1). В точке А находится устройство, 
посылающее в полость к точке В определенное количество Б лучистой 
энергии. В процессе излучения на левую внутреннюю стенку полого 
цилиндра К  действует световое давление; при этом цилиндр движется 
влево с некоторой скоростью. Если полый цилиндр обладает массой М ,

* Das Prinzip von der Erhaltung der Schwerpunktsbewegung und die Trägheit der 
Energie. Ann. Phys., 1906, 20, 627— 633.

1 A . E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1905, 18, 639. (Статья 2).
2 H . P o i n c a r e .  Lorentz-Festschrift, 1900, 252.
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то эта скорость, как легко показать, пользуясь законом светового давле
ния, равна у~~И > причем V означает скорость света. Эту скорость ци
линдр К  имеет до тех пор, пока порция света, размеры которой много 
меньше полости цилиндра К , не поглотится в точке В. Продолжитель
ность движения полого цилиндра (с точностью до членов выше первого 
порядка) равна a/F, где a — расстояние между точками А и В. После 
поглощения порции света в точке В тело К  снова переходит в состояние

покоя. В результате такого процесса ци- 
к  линдр передвинется влево на отрезок

Л — —  —  —
_  V М ' V '

Пусть в полости цилиндра К  нахо
дится, для простоты, невесомое вообра
жаемое тело к вместе с некоторым также 

Рис. 1. невесомым механизмом, который передви
гает между точками В и А тело к, нахо
дящееся сначала в точке В. После того 

как точка В получит количество излучения S, эта энергия передается те
лу к, которое затем переносится в точку А. В конце концов, в точке А 
количество энергии S снова получит полый цилиндр К, а тело к снова 
возвратится в точку В. В результате вся система совершит полный круго
вой процесс, который можно представить себе повторяющимся сколь 
угодно долго.

Если предположить, что передаточное тело к невесомо и в том случае, 
когда оно получило количество энергии S, то следует предположить, что 
передачу количества энергии S в обратном направлении нельзя связать 
с изменением положения полого цилиндра К. Результатом всего описан
ного процесса является лишь сдвиг Ô всей системы влево, и этот сдвиг 
можно увеличивать сколь угодно повторением данного кругового про
цесса. Следовательно, наш результат заключается в том, что первоначаль
но покоящаяся система без воздействия на нее внешних сил может менять 
положение своего центра тяжести как угодно часто, и при этом без того, 
чтобы сама система испытывала длительные изменения. Ясно, что полу
ченный результат не содержит внутреннего противоречия, но он противо
речит основным законам механики, согласно которым первоначально 
покоящееся тело, на которое не действуют другие тела, не может переме
щаться.

Однако, если принять во внимание, что каждой энергии Е  соответ
ствует инерция Е  /F2, то противоречие с законами механики исчезает. 
Согласно этому предположению, передвигающееся тело обладает массой
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Е/У2 при передаче количества энергии £  из точки В в точку А; так как 
центр тяжести всей системы при этом должен находиться в состоянии 
покоя, то полый цилиндр К  в целом передвигается вправо на величину

, ,  £  1 
а V2 ' М '

Сравнение с приведенным выше результатом показывает, что, по край
ней мере в первом приближении, б — б '; следовательно, положение систе
мы до и после описанного кругового процесса остается тем же самым. Та
ким образом, противоречие с основами механики устраняется.

З Закон сохранения движения центра тяжести и инерция энергии?

§ 2. О законе сохранения движения центра тяжести
Рассмотрим систему п материальных точек с массами тх, т2, . . ., 

тп и координатами хх, . . ., гп. Эти материальные точки в термодина
мическом и электрическом отношениях не являются элементарными 
объектами (атом, молекула) и должны рассматриваться как тела незна
чительных размеров в обычном смысле, энергия которых не определяется 
скоростью центра тяжести. Эти массы могут воздействовать друг на дру
га как электромагнитным образом, так и посредством консервативных 
сил (например сила тяжести, упругие связи). Тем не менее мы будем пред
полагать, что как потенциальную энергию консервативных сил, так 
и кинетическую энергию движения центра тяжести всегда следует рас
сматривать бесконечно малыми относительно «внутренней» энергии масс 
тх, . . ., тп.

Во всем пространстве можно считать справедливыми уравнения Макс
велла — Лоренца

и ъ 1 1 УХ _ дN дМ 1 дУ дг
Ї Г Р  + V сИ ду дг ’ V

_
Уі дг ду

1 УУ д1 1 УМ _ дЪ дХ
дг р + V СІІ дг дх ’ V УЛ дх дг

Ш ч 1 1 дЪ _ дМ дЬ 1 ЙІУ дх дУ
•рГР + V іи дх ду ’ V УЬ ду дх

(1)

причем
0 =  — 4 - —  4 -  дЪ  ̂ дх ' ду дг

означает умноженную на 4я плотность электрического заряда.
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Если уравнения (1), умноженные соответственно на

——- X  т ——— У х  —  Х х  
4я ’ 4я ’ ' ‘ 4я У ’

сложить и проинтегрировать по всему пространству, то после несколь
ких интегрирований по частям получим

+  вУ +  т2)йх +  я г < * *  +  У  +  • • • +  л ^ л } -

^ { т х — гм)<1% =  0._7_
8я

(2)

Первый член этого соотношения представляет собой энергию элек
тромагнитного поля тел тх, . . ., тп. Так как, согласно нашей гипотезе 
о зависимости массы от энергии, необходимо первый член суммы при
равнять выражению

то в соответствии с изложенным выше примем, что энергия и, следо
вательно, масса отдельной материальной точки ту изменяется только 
при поглощении электромагнитной энергии.

Если далее мы припишем электромагнитному полю плотность массы
(ре), которая отличается от плотности энергии множителем то вто
рой член соотношения (2) примет вид

V* ж { & * ' } •
Если через 5 обозначить интеграл, входящий в третий член соот

ношения (2), то последнее можно записать в Форме

2 ( * » ^ )  +  1 Я М - 4 ^ = 0 .  (2а)

Мы должны теперь выяснить физический смысл интеграла J. Умно
жая второе, третье, пятое и шестое уравнения (1) соответственно на 
X V ,  — МУ, — ZV, УЕ, складывая и интегрируя по пространству, после 
некоторых интегрирований по частям получаем

Ж  = - Ш \ ^ [ Х + 1ГК - у -  =  (3)

где Ях — алгебраическая сумма ж-компонент всех сил, с которыми
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электромагнитное поле действует на массы тъ  . . ., тп. Так как соот
ветствующая сумма всех сил, обусловленных консервативными взаимо
действиями, обращается в нуль, то величина Лх является одновремен
но суммой х-компонент всех сил, действующих на массы т „ .

Теперь нам следует заняться уравнением (3), которое не связано 
с гипотезой зависимости массы от энергии. Если сначала не обращать 
внимания на зависимость массы от энергии и обозначить через 
равнодействующую х-компонент всех сил, действующих на массу т 
то для массы ту мы получим уравнение движения

й г Х . .  й  (  (1 х

а также
=  <4 >

dt ^  \ dt 
Из уравнений (5) и (3) имеем

4^  +  3 ' » . - ^ -  =  const. (6)

Снова вводя гипотезу о зависимости массы от энергии, а следо
вательно, и от времени мы сталкиваемся с той трудностью, что для 
этого случая уравнения механики больше неизвестны; первое равен
ство в соотношении (4) теперь уже не выполняется. Тем не менее 
нужно принять во внимание, что разность

( dx, Л f o ,  dm„ dx, і С г, dx„
■ У"»и г }  -  т ' - ж  =  ~1Г  И Г  =  W  Ч Г  (нХ + vY +  wZ>dx

пропорциональна второй степени скорости. Поэтому, если все скорости 
так малы, что можно пренебречь членами второй степени, то при 
изменении массы т» уравнение

йх йх ) -  ^

остается справедливым с принимаемой во внимание точностью. Тогда 
будут справедливы также уравнения (5) и (6), а из уравнений (6) и 
(4а) получим

d
dt [S ( m vxv) +  ^xpedx =  const. (26)

Ооозначая через | х-координату центра тяжести весомых масс и
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массы электромагнитного поля, имеем

Р -  I j  +  I x?edx

S  mv +  S Pe ^

причем в соответствии с законом сохранения энергии знаменатель 
правой части этого равенства не зависит от времени 3. Поэтому урав
нение (26) мы можем записать также в виде

Ĵjr =  const. (2в)

Итак, если каждой энергии Е  приписать инертную массу E/V2, то по 
крайней мере в первом приближении закон сохранения движения центра 
тяжести будет справедлив также и для систем, в которых происходят 
электромагнитные процессы.

Из предыдущего исследования следует, что нужно либо отказаться от 
основного положения механики, согласно которому первоначально покоя
щееся тело, не подвергающееся воздействиям внешних сил, не может 
прийти в состояние поступательного движения, либо принять, что инер
ция тела зависит указанным образом от содержащейся в нем энергии.

Поступила 17 мая 1906 г.

3 С точки зрения положений, развитых в настоящей работе, закон сохранения 
массы является частным случаем закона сохранения энергии.



4
О МЕТОДЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СООТНОШЕНИЯ 

МЕЖДУ ПОПЕРЕЧНОЙ 
И ПРОДОЛЬНОЙ МАССАМИ ЭЛЕКТРОНА *

У катодных лучей имеются характеристики, доступные точному наблю
дению, а именно: напряжение, благодаря которому лучи приобретают 
свою скорость, электростатическое и магнитное отклонения. Эти три вели
чины связаны между собой двумя независимыми соотношениями, знание 
которых для больших скоростей лучей представляет значительный тео
ретический интерес. Одно из этих соотношений, а именно: зависимость 
между магнитным и электростатическим отклонениями, изучалось Кауф
маном для Р-лучей.

Ниже мы покажем, что второе соотношение между этими величина
ми — соотношение между напряжением и электростатическим отклоне
нием катодных лучей, или (что то же самое) соотношение между попереч
ной и продольной массами электрона в зависимости от напряжения — 
может быть определено с достаточной точностью.

Если квадрат скорости электронов много меньше квадрата скорости 
света, то в случае, когда на электрон не действуют никакие силы кроме 
электростатических, для электронов справедливы уравнения движения:

сРх 8 V

Ц р = - - ^ Х  и т - д - ’

8гДе — отношение заряда к массе электрона, х, у, z —  координаты
электрона, X ,  У, Z — компоненты напряженности электрического поля.

Предположим, что электроны движутся с нулевой начальной ско
ростью от некоторой точки х0, у0, г0 (катод). Тогда движение однозначно 
'Определяется упомянутыми выше уравнениями; уравнения движения

Uber eine Methode zur Bestimmung des Verhältnisses der transversalen und longi
tudinalen Masse des Elektrons. Ann. Phys., 1906, 21, 583— 586.
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имеют вид: ж — фх (^),

У =  Ф2 (0 ,
2 =  фз (*)•

Представим себе, что все компоненты напряженности электрического 
поля мы умножили на величину п2. Тогда электрон будет двигаться, как 
это нетрудно заметить из уравнений движения, согласно уравнениям:

X =  фг (Щ),

У ~  ф2 И ) ,  
г =  фз (пг).

Отсюда следует, что при пропорциональном изменении полей изме
няется скорость электронов, но не их траектория. Изменение траектории 
при пропорциональном изменении полей наступает впервые только при 
таких скоростях электронов, при которых отношение продольной массы 
к поперечной заметно отличается от единицы. Если выбрать такое электро

статическое поле, при котором катодные лучи 
имеют сильно искривленную траекторию, то- 
уже незначительное различие между попе
речной и продольной массами будет заметно 
влиять на траекторию. На рис. 1 изображе
на схема установки, при помощи которой 
можно по указанному принципу определить 
отношение поперечной массы электрона к 
продольной. Катодные лучи образуются меж
ду заземленным катодом К  и анодом А. 
присоединенным к положительной клемме 
источника тока М  и служащим одновременна 
диафрагмой. Затем катодные лучи проходят 

рис< ^ через соединенную с А трубку Ь в простран
ство между металлическими цилиндрами 
и Я 2. Цилиндр заземлен, а цилиндр

соединен с трубкой £ и с положительным полюсом источника тока, тогда 
как отрицательный полюс источника заземлен. Размеры выбраны так, 
что медленные катодные лучи двигались бы приблизительно по окруж
ности на малом расстоянии от цилиндра Я 2. Затем лучи попадают в 
слегка коническую трубку V , соединенную металлическим проводом с 
цилиндром Л2. В этой трубке находится фосфоресцирующий экран 5. 
На последний падает тень от проволоки расположенной вертикальна
во внутреннем конце трубки V.
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4 Определение соотношения между поперечной и продольной Мастями»

Используя медленные катодные лучи, мы получаем тень от проволоки D 
на экране S в некотором совершенно определенном месте (нулевое поло
жение). При повышении задающего напряжения тень от проволоки будет 
передвигаться. Включением батареи В и заземлением R x мы можем воз
вратить тень в нулевое положение.

Если через П обозначить потенциал, при котором отклоненные лучи 
дают тень, то П будет также напряжением, которое сообщило этим лучам 
их кинетическую энергию. Обозначая далее через р радиус кривизны этих 
лучей, получаем

h .  =  P. JL .
Н7 2 П

При этом р/ означает «поперечную» массу электрона, рг — «продоль
ную» массу, которая определяется соотношением

Кинетическая энергия =  — ,

а X  представляет собой напряженность отклоняющего электрического, 
поля.

Обозначим через Р  потенциал цилиндра R 2 (потенциал положительно
го полюса источника тока М), через р — потенциал цилиндра R x, при 
которых тень находится в нулевом положении; тогда

П =  Р  —  а (Р —  р),

причем коэффициент а зависит от размеров установки и является малой 
величиной по сравнению с 1. Кроме того, величина X  пропорциональна 
напряжению Р  — р. Таким образом, из приведенного выше уравнения, 
получаем

h -const. Р~ рHi ' Р - а ( Р - р )

или (после некоторых пренебрежений)

—  =  const.
ь

1 _ ( 1 + а ) £

Очевидно, что значение а может быть установлено достаточно точно. По
тенциалы Р  и р измеряются с точностью до нескольких процентов, так 
Ч ТО  точность определения отклонения величины Ц//рг от единицы суще
ственно зависит от точности, с которой может быть установлено нулевое 
положение тени. Легко убедиться, что точность установления нулевого 
положения тени может быть сделана настолько большой, что отклонение 
величины р(/рг от единицы на 0,3% (это соответствует сдвигу тени около 
1 мм, когда расстояние/)/? =  10 см) еще будет заметно. Упомянем, в част-

4 ^



«Определение соотношения между поперечной и продольной массами 1906 г.

яости, что неизбежные колебания потенциала Р  во время эксперимента мо
гут оказать лишь незначительное влияние на точность измерения.

Мы хотим еще указать на соотношения между \itf\ii и напряжением П 
в первом приближении, которые следуют из различных теорий. Если П 
измерять в вольтах, то имеем по теории Бухерера

—  =  1 —  0,0070 • П

по теории Абрагама

10000

^  1 —  0,0084 П- 10000

по теории Лоренца и Эйнштейна

^  = 1  —  0,0104 П10000

Автор не в состоянии сам поставить подобный эксперимент и будет рад, 
если кто-нибудь из физиков заинтересуется предложенным методом.

Поступила 4 августа 1906 г.

М. Абрагам (см., например, Г . А . Л  о р е н ц .  Теория электронов. ГТТИ, 1934, 
стр. 62, 285), предполагая, что масса электрона имеет чисто электромагнитную при
роду, представлял себе электрон как поверхностно заряженный недеформирующийся 
шарик. А. Бухерер (Mathematische Einführung in die Elektronentheorie. Leipzig, 
1904, 57— 58; см. также Г. A. Л о р е н ц ,  Теория электронов, стр. 298) считал, 
что при движении шарик (не изменяя своего объема) деформируется так, что его по
верхность оказывается эквипотенциальной. Это значит, что он принимает форму 
сплюснутого [в отношении 1 : (1/УЧ — ß2)] эллипсоида. Для отношения продольной 
массы к поперечной теория Абрагама дает значение 1 -f- (4/5) ß2 -f- ... теория 
Вухерера — 1 +  (2/3) ß2..., а теория относительности — (1 — ß2)-1 ä !  -f- ß2 - f . . . ,



1907
5

О в о з м о ж н о с т и  НОВОГО ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 
ПРИНЦИПА ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

В важной работе Штарка х, появившейся в прошлом году, доказано, 
что излучение движущихся положительных ионов каналовых лучей имеет 
линейчатый спектр. При этом было обнаружено и измерено допплеровское 
смещение. Штарк предпринял это исследование с целью обнаружить и из
мерить эффект второго порядка [пропорциональный (г?/К)2]. Однако его 
установка не была приспособлена специально для этой цели и точность 
эксперимента оказалась недостаточной для получения надежных резуль
татов.

Ниже мы кратко покажем, что принцип относительности вместе с прин
ципом постоянства скорости света позволяет предугадать этот эффект. 
Как показано в одной из наших предыдущих работ 2, из этих принципов 
следует, что равномерно движущиеся часы с точки зрения покоящейся 
системы отсчета идут медленнее, чем с точки -зрения наблюдателя, дви
жущегося вместе с ними. Если обозначить через V число тиканий часов 
в единицу времени для покоящегося наблюдателя, а через г 0 соответствую
щее число для движущегося вместе с ними наблюдателя, то будем иметь

“  =  Щ - ( * / ? ) * ,

или, в первом приближении,

Излучение определенной частоты, испускаемое и поглощаемое атомами 
каналовых лучей, представим теперь как быстро движущиеся часы; 
поэтому только что записанное соотношение применимо и в этом случае.

* Über die М Öglichkeit einer neuen Prüfung des Relativitätsprinzips. Ann. Phys., 
1907, 23, 1 9 7 -1 9 8 .

1 К  S t a r k .  Ann. Phys., 1906 , 21, 401.
A . E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1905, 17, 891. (Статья 1).

4 A. Эйнштейн, том I 4 0



О возможности доказательства принципа относительности 1907 г.

Необходимо принять во внимание, что частота (для движущегося вместе 
с часами наблюдателя) неизвестна, так что упомянутое выше соотношение 
недоступно непосредственной экспериментальной проверке.

Можно предположить, что частота v0 равна частоте излучения, кото
рое ион испускает, или поглощает, в состоянии покоя, и именно по сле
дующей причине. Из того факта, что одна и та же линия спектра возникает 
при совершенно различных условиях, мы заключаем, что частота у0 
не зависит от взаимодействия между движущимися ионами и покоящимся 
газом; эта частота и является собственной частотой иона. Отсюда с по
мощью принципа относительности можно заключить, что у0 должна быть 
равна частоте испускаемого, или поглощаемого, излучения покоящегося 
иона.

Соотношение

^  =  -  4  <»/уV

дает искомый эффект второго порядка.
Указанная Штарком величина эффекта в десять раз больше величины, 

получаемой из приведенной выше формулы. Нам представляется вероят
ным, что точные результаты можно ожидать только в том случае, если 
удастся получить (несветящиеся) каналовые лучи в пространстве, со 
вершенно не содержащем газа.

Поступила 17 марта 1907 г .



6
ПО ПОВОДУ ЗАМЕТКИ ПАУЛЯ ЭРЕНФЕСТА 

„ПОСТУПАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ 
ДЕФОРМИРУЕМЫХ ЭЛЕКТРОНОВ 

И ТЕОРЕМА ПЛОЩАДЕЙ“ *

В названной выше заметке 1 содержится следующее замечание: «Реля
тивистская электродинамика Лоренца в формулировке, опубликованной 
Эйнштейном, рассматривается с достаточной общностью как замкнутая 
система. В соответствии с этим из нее чисто дедуктивным путем должен 
получаться ответ на вопрос, возникающий при распространении проблемы 
Абрагама с абсолютно твердого на деформируемый электрон: предполо
жим, что существует деформируемый электрон, обладающий в покое ка
кой-нибудь нешарообразной и неэллипсоидальной формой. При равно
мерном прямолинейном движении этот электрон, согласно Эйнштейну, 
испытывает известное лоренцово сокращение. Возможно ли для этого 
электрона в отсутствие внешних сил равномерное прямолинейное движе
ние в произвольном направлении или нет?» По этому поводу необходимо 
заметить следующее:

1. Принцип относительности, или, точнее, принцип относительности 
вместе с принципом постоянства скорости света, следует понимать не как 
«замкнутую систему» и не как систему вообще, а только как некоторый 
эвристический принцип, сам по себе содержащий лишь высказывания 
о твердых телах, часах и световых сигналах. Все остальное теория отно
сительности дает только потому, что она требует существования связей 
между явлениями, которые раньше казались независимыми.

Например, теория движения электрона получается следующим обра
зом. Предполагают, что в некоторой пространственно-временной системе 
отсчета справедливы уравнения Максвелла для пустоты. Применяя пре
образования пространства-времени, даваемые теорией относительности, 
Находят формулы преобразования для напряженностей электрического

Bemerkungen zu der Notiz von H rn. Paul Ehrenfest «Die Translation deformierba
ren Elektronen und der Flächensatzi>. Ann. Phys., 1907, 23, 206— 208.

Заметка П. Эренфеста опубликована в том же томе (стр. 204— 205).—  Прим. ред.



По поводу заметки Пауля Эренфеста 1907 г.

п магнитного полей. С помощью этих формул, снова выполняя преобра
зование пространства-времени, из закона ускорения медленно движуще
гося электрона (который постулируется или берется из опыта) находят 
закон ускорения электрона, движущегося сколь угодно быстро. Следова
тельно, здесь речь идет совсем не о «системе», в которой неявно содержа
лись бы отдельные законы, выводимые из нее простой дедукцией, но всего 
лишь о принципе, который позволяет (подобно второму закону термоди
намики) свести одни законы к другим.

2. Если же не опираться на принцип относительности, а стремиться 
определить закон движения электрона электродинамическим путем, то 
приходится делать более определенные предположения о распределении 
электрического заряда, чтобы проблема не была неопределенной. При 
этом считают, что электричество распределено по (абсолютно жесткому) 
остову. Однако следует учитывать, что законы, по которым движется 
такое образование, нельзя вывести из одной только электродинамики. 
Ведь предположение об остове означает не что иное, как введение сил, 
уравновешивающих электродинамические силы. Если мы будем рассмат
ривать остов как абсолютно твердое (т. е. недеформируемое внешними си
лами) тело, то проблема движения электрона решится без произвола, пу
тем дедукции, тогда и только тогда, когда будет достаточно известна дина
мика абсолютно твердого тела.

В теории относительности мы еще далеко не достигли последней цели. 
Мы знаем только кинематику прямолинейного движения и выражение для 
кинетической энергии поступательно движущегося тела, если оно не 
взаимодействует с другими телами 2; в остальном же как динамику, так 
и кинематику абсолютно твердого тела для рассматриваемого случая сле
дует считать пока неизвестной.

Поступила 16 апреля 1907 г.

2 То, что это ограничение существенно, мы скоро покажем в отдельной статье. 
(Ср. статью 7, § 3 .—  Прим. ред.)



7
ОБ ИНЕРЦИИ ЭНЕРГИИ, 

ТРЕБУЕМОЙ 
ПРИНЦИПОМ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

Принцип относительности в совокупности с уравнениями Максвелла 
приводит к заключению, что инерция тела по вполне определенному за
кону убывает или возрастает с его энергией. Действительно, рассмотрим 
тело, которое испускает одновременно в двух противоположных направ
лениях определенную порцию энергии излучения, и исследуем этот про
цесс в двух равномерно движущихся друг относительно друга системах 
координат г. Применим к этому процессу — в обеих системах коорди
нат — закон сохранения энергии. Тогда мы придем к результату, что 
приращению энергии АЕ рассматриваемого тела всегда должно соответ
ствовать приращение массы А Е/V2, где V — скорость света.

То обстоятельство, что рассмотренный частный случай приводит 
с необходимостью к предположению исключительной общности (о зави
симости инерции от энергии), побуждает доказать необходимость или 
обоснованность сформулированного предположения более общим путем. 
Прежде всего возникает вопрос, не приводят ли другие частные случаи 
к следствиям, несовместимым с указанным предположением? Первый шаг
в этом направлении я сделал в прошлом году 2, когда показал, что такое
предположение устраняет противоречие между электродинамикой и прин
ципом сохранения движения центра тяжести (по крайней мере до членов 
первого порядка).

Ответить на поставленный вопрос в общем виде пока невозможно, так 
как у нас еще нет полной картины мира, соответствующей принципу от
носительности. Мы скорее должны ограничиться теми частными случаями, 
которые можно в настоящее время без произвола рассматривать в рамках 
релятивистской электродинамики. В дальнейшем мы исследуем два таких

* Über die vom Relativitätsprinzip geforderte Trägheit der E nerg ie , Ann. Phys., 
1907, 23, 371— 384.

1 A . E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1905, 18, 639 (Статья 2).
2 A . E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1906, 20, 627 (Статья 3).
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Об инерции энергии, требуемой принципом относительности 1907 г.

случая; в первом из них система, инертная масса которой должна иссле
доваться, состоит из одного твердого наэлектризованного тела, во вто
ром — из некоторого числа равномерно движущихся материальных то
чек, не взаимодействующих друг с другом.

Прежде чем переходить к исследованию, следует сделать еще одно 
замечание о предположительной области применимости уравнений Макс
велла для пустого пространства, чтобы ответить на напрашивающееся 
возражение. В предыдущих работах я показал, что наша современная 
электромеханическая картина мира непригодна для объяснения свойств 
энтропии излучения, а также закономерностей поглощения и испускания 
света и законов теплоемкости. Более того, по моему мнению, следует 
считать, что в свойствах любого периодического процесса есть нечто 
общее, что превращение энергии может происходить только определен
ными порциями конечной величины (кванты света), что, следователь
но, многообразие возможных в действительности процессов меньше много
образия процессов, возможных согласно нашим теперешним теоретиче
ским взглядам 3. В частности, процесс излучения следовало бы представ
лять себе так, чтобы мгновенное электромагнитное состояние в некоторой 
части пространства полностью определялось конечным числом величин — 
в противоположность векторной теории излучения. Тем не менее, пока 
в нашем распоряжении еще нет картины мира, отвечающей указанным 
требованиям, мы, не боясь впасть в ошибку, будем, естественно, пользо
ваться существующей теорией во всех вопросах, не касающихся превра
щений элементарно малых количеств энергии, а также не затрагивающих 
соотношений, в которые входит энтропия. Мои представления о совре
менном состоянии этого вопроса нагляднее всего можно проиллюстриро
вать на следующем вымышленном примере.

Представим себе, что молекулярно-кинетическая теория теплоты еще 
не создана, но вполне надежно установлен факт независимости броунов
ского движения (движения частиц, взвешенных в жидкости) от поступле
ния энергии извне, а также понята невозможность объяснить это движение 
при помощи механики и термодинамики. При таком положении дел мы 
с полным основанием пришли бы к заключению о необходимости далеко 
идущих изменений в основах теории. Но, несмотря на это, никто не по
боялся бы обратиться к основным уравнениям механики и термодинамики 
при обсуждении вопросов, не касающихся мгновенного состояния в ма
лых частях пространства. В этом смысле можно, по моему мнению, с уве
ренностью основывать свои рассуждения на уравнениях Максвелла.

Представляется естественным, что последующее могло быть уже час
тично выяснено другими авторами раньше; однако, принимая во внимание,

3 А. Е i n s t е i n. Ann. Phys., 1905,17,132; 1906, 20,199; 1907, 22,180 (см. т. III).
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7 Об инерции энергии, требуемой принципом относительности

что затронутые здесь вопросы обсуждаются с новой точки зрения, я позво
лил себе отказаться от весьма затруднительного для меня просмотра лите
ратуры, надеясь, что этот пробел будет восполнен другими, как это уже 
было любезно сделано гг. Планком и Кауфманом в отношении моей пер
вой работы о принципе относительности.

§ 1. О кинетической анергии твердого тела, 
равномерно движущегося под действием внешних сил

Рассмотрим твердое тело, движущееся равномерно и прямолинейно 
(со скоростью v) в направлении возрастающих значений координаты х 
некоторой воображаемой покоящейся системы координат (х , у , z). Если 
на это тело не действуют внешние силы, то его кинетическая энергия К 0 
определяется, согласно теории относительности, выражением 4

К „  =  ц Г 2 / - 7 - - -----------—  l \  ,\ / l  — W y,2 / '

где р — масса тела (в обычном смысле), a F — скорость света в пустоте.
Покажем теперь, что если на тело действуют взаимно уравновешиваю

щиеся внешние силы, то, по теории относительности, это выражение уже 
не справедливо. Чтобы в этом случае можно было провести исследование, 
мы должны предположить, что эти силы являются электродинамическими. 
Поэтому представим себе, что тело наэлектризовано (с непрерывным рас
пределением электричества) и находится под действием электромагнитного 
поля. Плотность электрического заряда предположим всюду настолько 
малой, а поле настолько интенсивным, что силами, соответствующими 
взаимодействию между электрическими зарядами в теле, можно было 
пренебречь по сравнению с силами, действующими на электрические за
ряды тела со стороны внешнего поля б. Энергия АЕ , переданная телу по
лем в интервале между моментами времени t0 и tx, дается выражением

1̂
АЕ =  \^dt\^vX —  dxdy dz,

К
причем интегрирование по объему распространяется на все тело и введено 
обозначение

д Х  , dY  . dZ
р -  +  1Г  •

4 А . Е i n s t е i п. Ann. Phys., 1905, 17, 891 (Статья 1).
5 Мы ввели это предположение, чтобы можно было считать, что действующие силы 

благодаря способу, которым они введены, не подчинены никаким ограничи
тельным условиям.
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Приведем это выражение с помощью содержащихся в цитированной 
выше работе 6 формул преобразований, к той пространственно-временной 
системе отсчета (£, ц, £, т), которая соответствует системе координат, 
покоящейся относительно тела, с осями, параллельными осям системы 
(х, у, г). Тогда после простых выкладок получаем

Здесь обозначения в точности соответствуют использованным в той 
же работе, причем {3, как и там, означает

1

Следует иметь в виду, что, согласно нашему предположению, силы X '  
не могут быть произвольными. Больше того, в каждый момент времени 
они должны быть такими, чтобы рассматриваемое тело не испытывало 
ускорения. Поэтому из теоремы статики получается необходимое (но не 
достаточное) условие обращения в нуль суммы ж-компонент действующих 
на тело сил при рассмотрении в системе координат, движущейся вместе 
с телом. Таким образом, для каждого X

Если бы пределы интегрирования по т в приведенном выше выражении 
для АЕ  не зависели от |, ц и £, то АЕ  равнялось бы 0. Однако это не так. 
Из формулы преобразования

непосредственно следует, что пределы интегрирования по времени в дви
жущейся системе суть

Представим себе, что интеграл в выражении для АЕ  разбит на три 
части. Первая часть охватывает значения времени т между

у  і — (у/7)2

5 Х'р'(11<1цйЪ =  0.

Э
вторая часть — между

І0

6 А. Е і п з І е і п. Апп. РЬуэ., 1905, 17, 891 (Статья 1, §§ 3 и 6).
5 6
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и третья — между
к  „  к  V  £

0 0 уа ь.

Вторая часть обращается в нуль, поскольку пределы интегрирования 
по времени здесь не зависят от £, т), £. Первая и третья части принимают 
определенное значение, вообще говоря, только тогда, когда сделано пред
положение, что силы, действующие на тело, не зависят от времени вблизи 
моментов времени £ =  £0 и £ =  т. е. во всех точках твердого тела между 
моментами времени

£о V с. Ц
х  — У  “  Т 2 £ и 1Г ’ 

и соответственно между
и V «.

*  =  Т  и т = ] Г - 7 ^

напряженность электрического поля X '  не зависит от времени. Обозначим 
через Х 0 и соответственно через Х г значения X'  в этих двух промежутках 
времени; тогда получим

Примем далее, что вначале (при £ =  £0) на тело не действовало никаких 
сил. Тогда второй из этих интегралов обращается в нуль. Если учесть, 
что выражение

есть ^-компонента пондеромоторной силы, действующей на элемент 
объема, получим

А Я  —

причем суммирование производится по всем элементам массы тела.
Таким образом, мы получаем следующий странный результат. Пусть 

на твердое тело, на которое сначала не действовали никакие силы, действуют 
силы, не сообщающие ему ускорения. Тогда эти силы — при рассмотрении 
в системе координат, движущейся относительно тела,— совершают над 
телом работу АЕ, которая зависит только от окончательного распреде- 
ления сил и скорости движения. Отсюда, согласно закону сохранения
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энергии, следует, что кинетическая энергия твердого тела, подверженного 
действию сил, на АЕ больше кинетической энергии столь же быстро дви
гающегося тела, на которое силы не действуют.

Снова рассмотрим твердое наэлектризованное тело, которое равномер
но и прямолинейно движется (со скоростью V) в направлении возрастания 
значений координаты х «покоящейся» системы координат. Пусть внеш
него электромагнитного поля нет. Мы хотим теперь учесть электромаг
нитное поле, порождаемое электрическим зарядом тела. Прежде всего 
вычислим энергию электромагнитного поля

Для этой цели преобразуем данное выражение, используя формулы 
преобразования, содержащиеся в цитированной выше статье. Введем 
под знак интеграла величины, которые относятся к системе координат, 
движущейся вместе с телом. Тогда получим

Следует иметь в виду, что значения, которые принимает это выраже
ние, зависят от ориентации твердого тела относительно направления 
движения. Поэтому, если бы полная кинетическая энергия наэлектризо
ванного тела составлялась только из кинетической энергии К 0, которую 
тело приобретает вследствие своей весомой массы, и из избытка элек
тромагнитной энергии движущегося тела над электростатической энер
гией тела в состоянии покоя, то мы пришли бы, как легко усмотреть из 
последующего, к противоречию.

Представим себе, что рассматриваемое тело бесконечно медленно вра
щается относительно системы координат, движущейся вместе с ним, и во 
время этого движения оно не подвергается внешним воздействиям. Ясно, 
что это движение должно быть возможным и без действия сил, так как, 
согласно принципу относительности, законы движения тела в системе 
координат, движущейся вместе с ним, такие же, как законы движения 
в «покоящейся» системе. Рассмотрим теперь равномерно движущееся 
и бесконечно медленно вращающееся тело в «покоящейся» системе. Так 
как вращение должно быть бесконечно медленным, то оно ничего не до
бавляет к кинетической энергии. Поэтому выражение для кинетической

2. Об инерции электрически заряженного 
твердого тела

\( Х2+  У2 +  ^ 2 +  £ 2 +  М 2 +  № )йхйус1га
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энергии в рассматриваемом случае такое же, как в отсутствие вращения, 
когда имеет место только равномерное прямолинейное движение. Посколь
ку тело теперь в процессе движения располагается различно (произволь
но) относительно направления движения и во время всего движения дол
жен выполняться закон сохранения энергии, то ясно, что зависимость 
кинетической энергии прямолинейно движущегося наэлектризованного 
тела от его ориентации невозможна.

Это противоречие будет устранено на основе результатов предыдуще
го параграфа. Дело в том, что кинетическую энергию для рассматривае
мого тела нельзя вычислить как для твердого тела, на которое не дей
ствуют никакие силы. Напротив, согласно § 1, надо учитывать, что наше 
твердое тело подвержено действию сил, которые возникают вследствие 
взаимодействия между электрическими зарядами. Обозначим, таким об
разом, через К 0 кинетическую энергию в случае, когда электрический за
ряд отсутствует; тогда для полной кинетической энергии К  тела получим 
выражение

где Е 8 означает электростатическую энергию рассматриваемого тела в со
стоянии покоя. В нашем случае

откуда путем интегрирования по частям с учетом того, что X ',  У ', Ъ' 
выводятся из потенциала, получается

Если принять во внимание приведенные в § 1 выражения для К 0 и |3, 
то для кинетической энергии наэлектризованного твердого тела полу
чается выражение

Это выражение, как и должно быть, не зависит от ориентации тела 
относительно направления перемещения. Если мы сравним выражение 
для К  с выражением для энергии К 0 электрически незаряженного тела

то увидим, что электрически заряженное тело обладает инертной мас
сой, превосходящей массу незаряженного тела на электростатическую

К  =  К 0 +  АЕ +  (Ее - Е 3),

АЕ =  - ^ Р ^ ( Г ! - Г ! - X'2) Л,
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энергию, деленную на квадрат скорости света. Таким образом, теорема 
об инерции энергии подтверждается нашим результатом в рассмотренном 
частном случае.

§ 3. Замечания относительно динамики 
твердого тела

Из предшествующего может создаться впечатление, что мы не так да
леки от создания соответствующей принципу относительности динамики 
равномерного и прямолинейного движения твердого тела. Однако по 
этому поводу следует напомнить, что изложенное в § 1 исследование дает 
энергию твердых тел, подверженных действию сил лишь в случае, когда 
эти силы постоянны во времени. Если в момент времени сила X ' зависит 
от времени, то работа АЕ  и, следовательно, энергия твердого тела ока
зываются зависящими не только от тех сил, которые действуют в один, 
определенный момент времени.

А в

V

Рис. 1.

Чтобы по возможности ярче осветить стоящее перед нами затруднение, 
рассмотрим следующий простой частный случай. Представим себе жест
кий стержень АВ  (рис. 1), который покоится в системе координат (£, ц, £), 
причем ось стержня совпадает с осью £. Пусть в некоторый определенный 
момент времени т0 к концам стержня в течение очень короткого времени 
приложены противоположно направленные равные силы Р , а все осталь
ное время на стержень силы не действуют. Ясно, что описанное действие 
на стержень в момент т0 не вызывает движения. Теперь рассмотрим в точ
ности то же событие в системе координат, относительно которой наш стер
жень движется в направлении А — В со скоростью V, и оси которой 
параллельны осям ранее использованной системы координат. Но в новой 
системе координат импульсы сил в точках А ж В уже не будут одновремен
ными; напротив, импульс в точке В запаздывает относительно импульса
в точке А на единиц времени, причем I означает (измеренную в по
коящейся относительно стержня системе отсчета) длину стержня. Таким 
образом, мы пришли к следующему странному результату. К движуще
муся стержню приложены сначала импульс силы в точке А и спустя неко
торое время противоположный импульс в точке В. Оба эти импульса сил
во
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компенсируют друг друга таким образом, что движение под действием их 
не нарушается. Дело представляется еще более странным, если мы инте
ресуемся энергией стержня в момент, когда импульс в точке А уже кон
чился, а импульс в точке В еще не начал действовать. Импульс в точке А 
совершает над стержнем работу (так как стержень движется); благодаря 
этой работе должна, следовательно, увеличиться энергия стержня. Одна
ко ни скорость стержня, ни другие относящиеся к нему величины, от ко
торых могла бы зависеть энергия стержня, не изменились. Налицо, таким 
образом, кажущееся нарушение закона сохранения энергии.

Принципиальное разрешение этой трудности очевидно. Своим неявным 
предположением, что мгновенное состояние стержня можно полностью 
определить действующими на него силами и скоростью стержня в тот же 
момент, мы допустили, что вследствие приложенной к телу в какой-то 
точке силы скорость его возрастает мгновенно и что, следовательно, рас
пространение на все тело силы, действующей в какой-либо точке, не тре
бует времени. Предположение такого рода, как вскоре будет показано, 
несовместимо с принципом относительности. Таким образом, мы вынужде
ны в нашем случае считать, что под влиянием импульса в точке А в теле 
происходит изменение состояния неизвестного характера, которое с ко
нечной скоростью распространяется по телу и через короткое время при
водит к ускорению тела, если за это время к телу не будут приложены дру
гие силы, действие которых скомпенсирует действие первой. Итак, если 
даже релятивистская электродинамика верна, мы еще очень далеки от 
создания динамики поступательного перемещения твердого тела.

Мы хотим теперь показать, что не только предположение о мгновенном 
распространении какого-либо действия, но и вообще всякое предположе
ние о распространении действия со сверхсветовой скоростью несовмести
мо с принципом относительности.

Пусть вдоль оси X  системы координат (х , у , z) расположен материаль
ный канал, относительно которого некоторое действие может распростра
няться со скоростью W . Пусть в точках х =  О (точка А) и х =  -f- I (точ
ка В) находятся покоящиеся относительно системы координат (х, у , z) 
наблюдатели. Наблюдатель в точке А посредством упомянутого выше 
действия посылает сигнал наблюдателю в точке В по материальному 
каналу, причем этот канал не покоится, а движется со скоростью v «  V) 
вдоль оси х в отрицательном ее направлении. Тогда сигнал передается 
из точки А в точку В со скоростью 7

W  —  v 
W v  *

‘ - уг

7 См. A. E i n s t e i ’ n. Ann. Phys., 1905, 17, 891 (Статья 1, §5) .
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Таким образом, время Т, протекшее между отправлением сигнала из 
точки А и его прибытием в точку В, равно

Скорость V может принимать любое значение, меньшее скорости У* 
Следовательно, если, согласно нашему предположению, ^>У, то ско
рость V всегда можно выбрать так, чтобы Т было меньше нуля. Этот ре
зультат означает, что мы должны допустить существование передаточного- 
механизма, при использовании которого действие (сопровождаемое воле
вым актом) предшествует его причине. Хотя, по моему мнению, этот 
результат и не содержит чисто логического противоречия, он настолько- 
противоречит всему нашему опыту, что невозможность предположения, 
IV ^>У  можно считать достаточно обоснованной.

§ 4. Об энергии системы, состоящей из некоторого числа 
свободно движущихся материальных точек

При рассмотрении выражения для кинетической энергии к материаль- 
ной точки с массой р, движущейся со скоростью V,

бросается в глаза, что это выражение имеет вид разности, а именно:

Если интересоваться не кинетической энергией, а просто энергией е 
движущейся точки, то 8 =  к -f- const. В то время как в классической меха
нике произвольная постоянная в этом равенстве полагается для удобства 
равной нулю, в релятивистской механике простейшее выражение для 
энергии е получается, если нулевая точка энергии выбирается так 8, 
чтобы энергия покоящейся материальной точки е0 равнялась рУ2. Тогда 
имеем

8 Следует отметить, что упрощающее предположение рС2 =  е0 является одно
временно выражением принципа эквивалентности массы и энергии, и в случае- 
наэлектризованного тела с нулевой массой во представляет собой не что иное., 
как его электрическую энергию.
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На таком выборе нулевой точки энергии мы и остановимся в дальней
шем.

Введем теперь снова две равномерно движущиеся относительно друг 
друга системы координат (х, у , z) и (g, tj, £). Пусть некоторая масса р. 
движется относительно системы (£, т], £) со скоростью w в направлении, 
составляющем с осью £ уголф. Если использовать соотношения, приведен
ные в § 5 цитированной выше работы 9, то легко определить энергию е 
материальной точки в системе (х , у, z)

VW  COS ф

1 +  уг
8 — п J72   . -     - -

/ 1 - (  V 2JV 2) / 1 ~ (  W *JV2) ’

Если имеется несколько материальных точек с различными массами, 
скоростями и направлениями движения, то для общей энергии Е  полу
чаем выражение

Е =  - f = L — { 2  pF* ■ = L _ ,  Л  +  * = = ■ / 5 .Vi — (v/V)2 У 1 — {wjVf J f l - ( ï / F ) 2 Г  f l - ( # ) 2 J

До сих пор мы никак не ограничивали движение системы (£, т], £) 
относительно движущихся масс. Мы можем теперь и в дальнейшем под  ̂
чинить движение системы (I, Г), £) однозначно определяющим его усло
виям:

Y  «  VI _  0
^  / 1  -{wivf ’ П  / 1 -  Щу)г ’

_  А

Ь  У 1 — {wjvÿ
где w£, w-п, wç — компоненты скорости w. Этому ограничению в классиче
ской механике соответствует условие равенства нулю количества движе
ния системы масс в системе (|, т), £). Тогда получаем

Е  =  —  - ) - ,  1 - - ,['-'Г Yi~(w/vy ) Vl-(v/vy
или, если ввести энергию системы масс Е 0 относительно системы (£, р, £),

Е = - 2 - V2   1F2 /l_ (y /P )2  *

Если мы сравним это выражение с выражением для энергии некоторой 

9 См. A . E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1905, 17, 891 (Статья 1).
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материальной точки, движущейся со скоростью V,

е =  цУ2 ■■ ,
/ 1  —  (г>/7)2

то придем к следующему результату: благодаря зависимости энергии 
от состояния движения системы координат, к которой отнесен процесс, 
систему равномерно движущихся материальных точек можно заменить 
одной единственной материальной точкой с массой ц =  Е0/У2.

Таким образом, система движущихся материальных точек — взятая 
как целое — обладает тем большей инертностью, чем быстрее материаль
ные точки движутся друг относительно друга. Зависимость снова описы
вается приведенным во Введении к настоящей статье законом.

Поступила 14 мая 1907 г.



О ПРИНЦИПЕ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 
И ЕГО СЛЕДСТВИЯХ *

8

Ньютоновы уравнения движения сохраняют свою форму после пере
хода к новой системе координат, движущейся равномерно и прямолиней
но относительно прежней системы и связанной с ней формулами

х' — х  —

У' =  У, 
г' =  г.

До тех пор, пока считали, что всю физику можно построить на основе 
уравнений движения Ньютона, не сомневались и в том, что законы при
роды выглядят одинаково в любой из равномерно и прямолинейно движу
щихся относительно друг друга (неускоренных) систем координат. Одна
ко такая независимость от состояния движения используемой системы 
координат, в дальнейшем называемая „принципом относительности“ , сразу 
была поставлена под вопрос блестящими подтверждениями электродина
мики движущихся тел Г. А. Лоренца х. Дело в том, что эта теория осно
вана на предпосылке покоящегося неподвижного эфира; ее основные 
уравнения при применении написанных выше формул преобразования 
не сохраняют своей формы.

Со времени возникновения этой теории следовало ожидать, что удастся 
экспериментально обнаружить влияние движения Земли относительно

* Über das Relativitätsprinzip und die aus demselben gezogenen Folgerungen. 
Jahrb. d. Radioaktivität u. Elektronik, 1907, 4, 411— 462.

1 H . A . L о r e n t z. Proc. Acad. Sei. Amsterdam, 1904, 6, 809. [Есть русский 
перевод: Г. А . Л о р е н ц .  Электромагнитные явления в системе, движущейся 
с любой скоростью, меньшей скорости света. Опубликована в сб. «Принцип 
относительности», ГТТИ, 1934.—  Прим. ред.]

А. Эйнштейн, том I 65
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эфира на оптические явления. Правда, Лоренц, как известно, показал 
в цитированной выше работе, что, согласно его основным предположе
ниям, влияние этого относительного движения на распространение 
лучей в оптических опытах не должно обнаруживаться, если ограничивать
ся при вычислении членами, содержащими первую степень отношения 
vie относительной скорости к скорости света в пустоте. Однако отри
цательный результат опытов Майкельсона и Морли2 показал, что по край
ней мере в этом случае отсутствует также эффект второго порядка (про
порциональный гЯ/с2), хотя, согласно основам теории Лоренца, он должен 
был бы проявиться на опыте.

Известно, что это противоречие между теорией и опытом формально 
было устранено гипотезой Г. А. Лоренца и Фицджеральда, согласно ко
торой движущиеся тела испытывают определенное сокращение в направ
лении своего движения. Но эта гипотеза, введенная ad hoc, кажется 
всего лишь искусственным средством спасения теории; опыт Майкельсона 
и Морли обнаружил, что эти явления согласуются с принципом от
носительности даже тогда, когда этого нельзя было ожидать по теории 
Лоренца. Поэтому создавалось впечатление, что от теории Лоренца надо 
отказаться, заменив ее теорией, которая основывается на принципе 
относительности, ибо такая теория позволила бы сразу предвидеть отри
цательный результат опыта Майкельсона и Морли.

Однако неожиданно оказалось, что необходимо лишь достаточно точно 
сформулировать понятие времени, чтобы обойти только что изложенную 
трудность. Следовало лишь понять, что введенную Г. А. Лоренцом вспо
могательную величину, названную им «местным временем», на самом деле 
следует определить как «время». С таким определением времени основные 
уравнения теории Лоренца будут удовлетворять принципу относитель
ности, если заменить написанные выше преобразования другими уравне
ниями, соответствующими новому понятию времени. Тогда гипотеза Ло
ренца и Фицджеральда окажется необходимым следствием теории. И толь
ко представление об эфире как носителе электрических и магнитных сил 
не находит места в излагаемой здесь теории; напротив, электромагнитные 
поля оказываются здесь не состояниями некоторой материи, а самостоя
тельно существующими объектами, имеющими одинаковую природу с ве
сомой материей и обладающими вместе с ней свойством инерции.

Ниже делается лишь попытка свести в единое целое работы, которые 
возникли до настоящего времени путем объединения теории Лоренца и 
принципа относительности. В первых двух частях работы рассматриваются 
кинематические основы теории, а также применение их к основным урав
нениям теории Максвелла — Лоренца; при этом я следовал работам

2 А . А. М і с h е 1 s о n, Е. W . М о г 1 е у. Amer. J. Sci., 1887 (3), 34, 333.
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Лоренца 3 и своей 4. В первой части, где излагаются исключительно кине
матические основы теории, рассмотрены также некоторые задачи оптики 
(принцип Допплера, аберрация, увлечение света движущимися средами); 
на возможность такого способа рассмотрения мое внимание было обраще
но М. Лауз в беседе с ним, а также работой последнего 5 и работой (прав
да, требующей уточнения) И. Лауба 6.

В третьей части развивается динамика материальной точки (электро
на). Для вывода уравнений движения применен тот же метод, что и в наз
ванной выше работе автора. Сила определяется так же, как в работе 
Планка. Из этой работы взяты и преобразования уравнений движения 
материальной точки, которые так отчетливо выявляют аналогию уравне
ний движения с уравнениями классической механики.

Четвертая часть работы посвящена общим следствиям, к которым прй^ 
водит теория относительности и которые касаются энергии и количества 
движения физических систем. Эти следствия были развиты в оригиналь
ных работах автора 7, а также М. Планка 8. Однако здесь они получены 
новым способом, который, как мне кажется, позволяет особенно ясно 
проследить связь этих выводов с основами теории. Здесь рассматривается 
также зависимость энтропии и температуры от состояния движения; в воп
росе об энтропии я полностью придерживаюсь только что цитированной 
работы Планка; температуру движущихся тел я определяю так же, как 
Мозенгайль в своей работе о движущейся полости, содержащей излуче
ние 9.

Важнейшим результатом четвертой части является следствие об инерт
ной массе энергии. Этот результат наводит на мысль о том, не обладает 
ли энергия также тяжелой (гравитирующей) массой. Далее напраши
вается вопрос, ограничен ли принцип относительности системами, движу
щимися без ускорения. Чтобы не оставить эти вопросы без разъяснения, 
я добавил к этой работе пятую часть, которая содержит новое релятивист
ское рассмотрение ускорения и гравитации.

3 H. A. L о г е n t z. Versl. Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam, 1904.
4 A. E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1905, 17, 891. (Статья 1). Следует учесть также 

и работу Е. Кона по этому вопросу, но здесь она никак не использовалась.
5 М. v. L a u e .  Ann. Phys., 1907, 23, 989.
8 J. L a u b .  Ann. Phys., 1907, 32.
7 A. E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1905, 18, 639; 1907, 23, 371.
8 M. P 1 a n с k. Sitzungber. preuß. Akad. Wiss., 1907, X X IX .
8 K. v. M o s e n g e i l .  Ann. Phys., 1907, 22, 867.
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I. КИНЕМАТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

§ 1. Принцип постоянства скорости света.
Определение времени. Принцип относительности

Для описания какого-либо физического процесса мы должны уметь 
измерять происходящие в отдельных точках пространства изменения 
в пространстве и времени. Для пространственного измерения процесса 
бесконечно малой длительности (точечного события), происходящего 
в  элементе пространства, необходимо иметь декартову систему координат, 
"т. е. три жестких стержня, расположенных перпендикулярно друг другу 
ж жестко между собой связанных, а также жесткий единичный масштаб 10. 
Геометрия позволяет определить положение точки или место точечного 
‘События тремя числами (координатами х , у , г) п . Для измерения времени 
точечного события нам нужны часы, которые покоятся относительно сис
темы координат и в непосредственной близости от которых происходит 
точечное событие. Время точечного события определяется одновременным 
показанием часов.

Представим себе, что во многих точках расположены покоящиеся от
носительно системы координат часы. Пусть все они равноценны, т. е. 
разность показаний двух таких часов не изменяется. Если представить 
себе, что эти часы каким-то образом синхронизованы, то совокупность 
часов, расположенных на достаточно малых расстояниях, позволяет оп
ределить время любого точечного события при помощи ближайших часов.

Однако совокупность этих показаний часов еще не дает нам «время» 
в том виде, в каком оно нужно для физических целей. Кроме того, нам 
требуется еще рецепт, по которому эти часы могут быть сверены друг 
с другом.

Предположим теперь, что часы могут быть сверены так, что скорость 
распространения каждого светового луча в вакууме, измеренная с помощью 
этих часов, везде равна универсальной постоянной с при условии, что сис
тема координат является неускоренной. Пусть на расстоянии г друг от 
друга расположены две покоящиеся относительно системы координат 
точки А и В, снабженные часами, и пусть Ьа — показание часов в А , 
когда в точку А прибывает распространяющийся через вакуум в направ
лении АВ световой луч, а Ьв — показание часов в точке В в момент при
бытия светового луча в В; тогда, как бы ни двигались источник света,

10 Здесь и в дальнейшем вместо «жестких» тел можно говорить о твердых телах, не 
подверженных действию деформирующих сил.

11 Для этого необходимы еще вспомогательные стержни (линейки, циркули).
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испустивший луч, и другие тела, всегда должно выполняться равенство

Действительно ли осуществляется в природе сделанное здесь предпо
ложение, которое мы назовем «принципом постоянства скорости света»? 
Это ни в коем случае не очевидно; однако, по крайней мере для системы 
координат в определенном состоянии движения, оно стало вероятным бла
годаря подтверждениям, которые получила на опыте 12 теория Лорен
ца 13, основанная на предпосылке о существовании абсолютно покояще
гося эфира.

Совокупность показаний всех сверенных указанным образом часов, 
которые можно представить себе покоящимися относительно системы 
координат и расположенными в заданных точках пространства, мы назо
вем временем, принадлежащим используемой системе координат, или, 
коротко, временем этой системы.

Эту систему координат вместе с единичным масштабом и часами, слу
жащими для определения времени системы, мы назовем «системой отсче
та 5». Представим себе, что законы природы определены относительно 
системы 61, первоначально покоившейся относительно Солнца. Пусть за
тем система £  ускоряется некоторым внешним воздействием в течение не
которого времени и затем снова приходит в состояние неускоренного дви 
жения. Как будут выглядеть законы природы, если все явления изучать 
в системе отсчета, находящейся теперь в новом состоянии движения?

В ответ на этот вопрос мы сделаем логически простейшее и подсказы
ваемое опытом Майкельсона и Морли предположение: законы природы не 
зависят от состояния движения системы отсчета, по крайней мере, если 
она не ускорена.

В дальнейшем мы будем опираться как на это предположение, которое 
мы назовем «принципом относительности», так и на только что указанный 
принцип постоянства скорости света.

§ 2. Общие замечания о пространстве и времени
1. Рассмотрим ряд неускоренных, движущихся с равной скоростью 

(покоящихся относительно друг друга) жестких стержней. Согласно прин
ципу относительности, мы заключаем, что законы пространственного

12 В особенности следует учитывать, что эта теория дает коэффициент увлечения 
(опыт Физо) в согласии с опытом.

13 H . A .  L o r e n t z .  Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erschei
nungen in bewegter Körper (Leiden, 1895). [Перевод двух параграфов этой книги 
(89 и 92) помещен в сборнике «Принцип относительности», под заглавием: «Интер
ференционный опыт Майкельсона». ГТТИ, 1934.— Прим. ред.] .
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расположения этих тел относительно друг друга не меняются при измене
нии движения всей системы этих тел. Отсюда следует, что законы геомет
рии всегда определяют возможности одинакового размещения твердых 
тел, независимо от их общего движения. Поэтому высказывания о форме 
неускоренно движущегося тела имеют непосредственный смысл. Форму 
тела в указанном смысле мы назовем «геометрической формой». Послед
няя, очевидно, не зависит от состояния движения системы отсчета.

2. Согласно данному в § 1 определению времени, указание времени 
имеет смысл только .по отношению к системе отсчета, движущейся опре
деленным образом. Поэтому можно предположить (в дальнейшем это бу
дет показано), что два пространственно разделенных события, которые 
относительно системы отсчета £  являются одновременными, в общем слу
чае не будут одновременными относительно системы отсчета движу
щейся по отношению к системе £.

3. Пусть тело, состоящее из материальных точек Р, как-то движется 
относительно системы отсчета б1. К моменту времени £ в системе £  каж
дая материальная точка Р  обладает в £  определенным положением, т. е. 
совпадает с определенной, покоящейся относительно £  точкой П. Сово
купность положений точки П относительно системы координат £  мы 
назовем положением, а совокупность взаимных связей между положе
ниями точки П — кинематической формой тела относительно £  в момент 
времени г. Если тело покоится относительно £, его кинематическая фор
ма относительно £  тождественна его геометрической форме.

Ясно, что покоящийся относительно системы 3  наблюдатель может 
определить в £  лишь кинематическую форму тела, движущегося отно
сительно £ , а не его геометрическую форму.

В дальнейшем мы, как правило, не будем явно различать геометри
ческую и кинематическую формы, и высказывание геометрического ха
рактера будет относиться к кинематической или геометрической форме 
в зависимости от того, связано оно с системой отсчета £  или нет.

§ 3. Преобразования координат и времени
Пусть £  и суть равноценные системы отсчета, т. е. пусть эти систе

мы обладают единичными масштабами одинаковой длины и одинаково 
идущими часами при условии, что масштабы и часы сравниваются друг 
с другом в состоянии относительного покоя. Тогда очевидно, что любой 
закон природы, действующий в системе отсчета £ , справедлив в точно 
такой же форме и в системе если 5  и 5 ' находятся в относительном 
покое. Принцип относительности требует, чтобы это полное совпадение 
законов распространялось также на случай, когда движется равно
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мерно и прямолинейно относительно £ . В частности, скорость света 
в пустоте по отношению к обеим системам должна выражаться одним и 
тем же числом.

Пусть точечное событие определяется относительно Я переменными 
х, у, г, Ь и относительно £" — переменными х', у\ г', £', причем £  и 
движутся относительно друг друга без ускорения. Найдем уравнения, 
связывающие между собой указанные переменные.

Можно сразу сказать, что эти уравнения должны быть линейными 
по отношению к указанным переменным, поскольку этого требуют свой
ства однородности пространства и времени. Отсюда, в частности, следует, 
что координатные плоскости системы отнесенные к системе £ , дви
жутся равномерно; однако в общем случае эти плоскости не перпенди
кулярны друг другу. Если же выбрать положение оси х' так, чтобы ее 
направление относительно £  совпадало с направлением движения 
то из соображений симметрии следует, что координатные плоскости 
системы отнесенные к системе £ , должны быть перпендикулярными 
друг другу. В частности, можно выбрать обе системы координат так, 
чтобы ось х системы £  и ось х ' системы совпадали и чтобы отнесенная 
к 3  ось у' системы была параллельна оси у системы £. Далее выберем 
за начало отсчета времени в обеих системах момент, когда начала коорди
нат совпадают; тогда искомые линейные уравнения преобразований будут 
однородными.

Из известного теперь положения координатных плоскостей системы 
относительно £  непосредственно вытекает, что каждые из следующих урав
нений попарно эквивалентны:

х' — 0  и х  —  VI — О,

у ' =  0 и у =  О,
г '  — 0 и ъ — 0 .

Следовательно, три искомых формулы преобразований должны иметь 
вид

х' — а (х —  г>£),

У' =  Ъу, 
ъ' =  сг.

Поскольку скорость распространения света в пустоте относительно 
обеих систем координат равна с, уравнения

Я2 +  У2 +  22 — СЧ*
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и я' 2 +  г/ '2 +  г ' 2 =  сН'2

должны быть эквивалентными.
Отсюда и из только что найденных выражений для х ' , у ' , ъ' после 

простых вычислений заключаем, что искомые формулы преобразования 
должны иметь вид

*' = ф(»)-р- ( * - 4 -
х =  ф (г;) -Р • (х —  vt),

у' =  ф И - у ,
г' — ф(у)-£.

При этом введено обозначение

р =  -7 = 4 = ./ 1  — (г;2/с»)

Определим теперь оставшуюся пока неизвестной функцию ф (у). Вводя 
третью систему отсчета эквивалентную 5 и 6" , которая движется отно
сительно 6" со скоростью — у и ориентирована относительно Б' так же, 
как относительно Я, после двукратного применения только что полу
ченных формул получаем

г" =  ф ( у ) - ф ( —  у)-г,

х" =  ф (у) -ф  (—  v)^x,
У "  =  ф ( г , ) . ф ( _  У ) .  у ч

т!' —  ф (г;)*ф  (—  у ) -г.

Поскольку начала координат систем Я и всегда совпадают, оси оди
наково ориентированы и системы «эквивалентны», это преобразование 
тождественно14, так что

ф (г?)*ф (—  у) =  1 .

Далее, поскольку соотношение между у и у' не может зависеть от 
знака V,

ф (у) =  ф (—  у).

14 Это заключение основано на физической предпосылке, что длина масштаба, 
равно как и ход часов, не претерпевают никаких изменений, если масштаб и 
часы приводятся в движение, а затем возвращаются в состояние покоя.
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Следовательно 15, ф (г;) =  1 и формулы преобразования приобретают 
вид

V =  — ~ х ) ,

х' =  $ (х  —  г;*), (1 )

У' =  2Л
г' — г,

причем
р =  - = 4 =  .

у Ч  —  (г>2 /с2)

Разрешая соотношения (1) относительно ж, у, г, С нетрудно получить 
соотношения, отличающиеся только тем, что в них «штрихованные» ве
личины заменены одноименными «нештрихованными» и наоборот, а вмес
то V стоит — V. Это следует непосредственно из принципа относитель
ности и из того, что система £  движется равномерно относительно Бг 
в направлении оси х' со скоростью — V.

Вообще, в соответствии с принципом относительности, из каждогп 
правильного соотношения между «штрихованными» (определенными от
носительно £ ')  и «нештрихованными» (определенными относительно Б) 
величинами или величинами только одного из этих классов опять можнп 
получить правильное соотношение, заменяя нештрихованные величины 
соответствующими штрихованными и наоборот, а г; на — V.

§ 4. Следствия из формул преобразования 
для твердых масштабов и часов

1. Пусть некоторое тело покоится относительно системы отсчета <$". 
Пусть хх, уг, и х2, у2, ẑl — координаты двух его материальных точек,,
отнесенные к Между координатами этих точек хх, у х, гх и ж2, у2, %
в системе отсчета £  во всякое время £ в системе 6\ в соответствии с вы
веденными в предыдущем параграфе формулами преобразований, су
ществуют соотношения

х2 —  хх =  V 1 —  (*>2/с2) (х2 —  хх ),

У2 —  Ух — Уъ — Уг , (2)
 %х — £2  ^х .

15 Случай ф (V) =  — 1 нами не рассматривается.
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Таким образом, кинематическая форма равномерно и прямолинейно 
движущегося тела зависит от его скорости относительно системы отсчета, 
причем кинематическая форма тела отличается от его геометрической 
формы только сокращением в направлении относительного движения 
в отношении 1 : / 1  — (г;2/с2). Относительное движение систем отсчета 
со сверхсветовой скоростью несовместимо с нашими принципами.

2. Пусть в начале координат системы покоятся часы, идущие в V,} 
раз быстрее, чем часы, применяемые для измерения времени в системах £ 
и т. е. пусть стрелки этих часов совершают г 0 оборотов за время од
ного оборота стрелок покоящихся относительно них часов того же ти
па, которыми пользуются в системах в  и <5". Спрашивается, как идут 
первые часы, если их рассматривать в системе £?

Стрелки рассматриваемых часов заканчивают оборот в промежутки 
времени £п =  п/\0, причем п принимает целые значения, и часы постоянно 
находятся в точке х' =  0. Отсюда с помощью двух первых формул преоб
разований для промежутков времени £п, в течение которых стрелки часов 
заканчивают оборот в системе £, получаем

=  К’

Следовательно, в системе £  стрелки часов в единицу времени совер
шают V =  =  \0У  1 — (г;2/с2) оборотов; другими словами, часы, дви
жущиеся относительно некоторой системы отсчета со скоростью V,  идут 
в этой системе медленнее в отношении 1 : У 1 — (г;2/с2), чем те же часы 
в случае, если они покоятся относительно той же системы отсчета.

Формула V =  V ,,]/! — (г;2/с2) допускает очень интересное применение. 
В прошлом году И. Штарк 16 показал, что ионы, образующие каналовые 
лучи, дают линейчатый спектр, причем наблюдается сдвиг спектральных 
линий, который можно истолковать как эффект Допплера.

Поскольку колебательный процесс, соответствующий спектральной 
линии, вероятно, следует рассматривать как внутриатомный процесс, 
частота которого определяется только ионом, такой ион можно считать 
часами с определенной частотой у0, которую можно измерить, например, 
исследуя свет, испускаемый такими же ионами, покоящимися относи
тельно наблюдателя. Тогда проведенное выше рассмотрение показывает, 
что эффект Допплера лишь частично объясняет влияние движения на ча
стоту света, определяемую наблюдателем: собственную частоту (кажу
щуюся) излучающих ионов уменьшает, согласно приведенному выше 
соотношению [ср. § 6 , формулу (4а)], само движение ионов.

16 і.  Б і а г к. Апп. РЬув., 1906, 21, 401.
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§ 5. Закон сложения скоростей
Пусть относительно системы 6"  равномерно движется точка согласно 

уравнениям
х' =  их ’

у' =  и/,
г' =  и’21'.

Заменяя х ' , у ' , £' их выражениями через х , у, г, I с помощью фор
мул преобразования (1), получаем х, у, г как функции г, а следовательно, 
и составляющие скорости точки юх, шу, ш2 относительно системы <5. В ре
зультате находим

и'х +  *V)* =  ------------ ;---  ,
1 +̂

 С2

» » =  (3)
1 С2

У ”1 —  (у 2/с 2) ,
гг?2 =    гг .2

1 +  — —
С2

Следовательно, закон параллелограмма скоростей справедлив лишь 
в первом приближении. Полагая

и2 =  и1 +  и1 +  И2» 

и'2 =  в2 +  и* +  в?

и обозначая через а угол между осью х' (V) и направлением движения 
точки относительно 6" (гг/ ) ,  получаем

т  /  . /  VII '  в іг і а
у  (г ;2 - ( - и  2 - ) - 2 г ; и 'с о е  а )  —  ( -------- ^ --------

г т ' с о е  а  
1 +  72
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Если обе скорости (V и и') имеют одинаковое направление, то имеем,
V  - ( -  ии —

ьи
1

Из этого соотношения следует, что при сложении двух скоростей, 
меньших с, всегда получается скорость, меньшая с. Так, если в последнее 
соотношение подставить V — с — х, и’ — с — Я, где х и Я положительны 
и меньше с, то

2с х  Я ^
11 =  0 -------------------- Л  < с-

2 с —  х  —  Я ^

Далее следует, что при сложении скорости света с и скорости, мень
шей с, опять получается скорость света с.

Из закона сложения скоростей получается также другое интересное 
следствие: не может существовать взаимодействия, которое можно ис
пользовать для передачи сигналов и которое распространяется быстрее, 
чем свет в пустоте. Именно, пусть вдоль оси X  системы £  расположен 
материальный канал, относительно которого может распространяться 
некоторое действие со скоростью ТЕ, и пусть как в точке х  =  0 (точка И), 
так и в точке х =  Я (точка В) оси X  находится покоящийся относительно 
5 наблюдатель. Наблюдатель в точке А посылает сигнал наблюдателю 
в точке В при помощи вышеуказанного действия через канал; при этом 
пусть последний не покоится, а движется со скоростью V (<^ с) в отри
цательном направлении оси х. Тогда, как следует из первого уравнения 
системы (3), сигнал будет переноситься из А в В со скоростью 
(IV — v)/(i — И^г;/с2). Таким образом, необходимое для этого время Т 
будет

Wv

Т =  1 ^ -  с ■ .\У — V
Скорость V может принимать любое значение, меньшее с. Если же 

IV с, как мы предположили, то V всегда можно выбрать так, что Т 0. 
Этот результат показывает, что мы вынуждены считать возможным меха
низм передачи сигнала, при использовании которого достигаемое дей
ствие предшествует причине. Хотя этот результат с чисто логической 
точки зрения и не содержит, по-моему, в себе никаких противоречий, 
он все же настолько противоречит характеру всего нашего опыта, что 
невозможность предположения IV >  с представляется в достаточной 
степени доказанной.
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§ в. Применение формул преобразования 
к некоторым задачам оптики

Пусть интенсивность плоской световой волны, распространяющейся 
в  вакууме, в системе Б пропорциональна

sin 0) it ї х  -f- m y  -f- n z

)•
.а интенсивность той же волны в системе S' пропорциональна

Гх' 4- т у '  +  п'zsm со i t  111— ------

Формулы преобразования, полученные в § 3, требуют, чтобы между 
величинами со, I, т, п и со', Г , т', п' существовали следующие соотно
шения:

V

т = (4 )

V

т 

п
п = — (— —

Поясним формулу для со' двумя разными способами, считая, что дви
жется наблюдатель, а источник света (бесконечно удаленный) покоится, 
или, наоборот, что наблюдатель покоится, а источник движется.

1. Если наблюдатель движется со скоростью v по отношению к бес
конечно удаленному источнику света частоты v так, что линия «источ
ник света — наблюдатель» образует угол ф со скоростью наблюдателя 
по отношению к системе координат, покоящейся относительно источника 
света, то частота v' света, воспринимаемого наблюдателем, определяется 
соотношением v

1 —  COS ф
/ с  т

V  =  V  ----~г : _______: ~ .
V 1 —  (г>2/с 2)

2. Если источник, испускающий в движущейся вместе с ним системе 
свет с частотой v0, движется так, что линия «источник света — наблю
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датель» образует угол <р со скоростью источника света по отношению 
к системе, покоящейся относительно наблюдателя, то частота v, воспри
нимаемая наблюдателем, определяется соотношением

/ 1  _ (г ,2/с2)
v =  v0 - — . (4а)

1 —  —  COS ф

Оба эти соотношения выражают принцип Допплера в его общей форме; 
последнее соотношение позволяет определить, как зависит от скорости 
движения ионов и от направления наблюдения частота света, испускае
мого (или поглощаемого) каналовыми лучами.

Далее, если обозначить через ф (илиф') угол между нормалью к фронту 
волны (направлением луча) и направлением движения системы S (или S') 
относительно системы S' (или S) (т. е. осью х или х'), соотношение для 
V приобретает вид

V
c o s  ф —  —

c o s  ф ' —  -----------
V

1 —  COS ф -----

Это соотношение показывает влияние относительного движения наблю
дателя на видимое положение бесконечно удаленного источника света 
(аберрация).

Рассмотрим далее скорость распространения света в среде, движущей
ся в направлении светового луча. Пусть среда покоится относительно сис
темы S', а интенсивность световой волны пропорциональна

s in  со' [ t ' -------

или

s in  0) ( t  ,

в зависимости от того, относится этот процесс к системе или £  И& 
формул преобразования получаем:
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При этом V' следует считать функцией со', известной из оптики покоя
щихся тел. Разделив первое соотношение на второе, получим

Это соотношение можно было бы получить и непосредственно, применяя 
закон сложения скоростей 17. Если скорость V' считать известной, по
следнее соотношение полностью решает задачу. Если же можно считать 
известной лишь частоту ((о), отнесенную к «покоящейся» системе <5”, как, 
например, в известном опыте Физо, то для определения трех неизвестных 
со', V' и V следует применять оба приведенных выше соотношения, свя
зывающих со' и V ' .

Далее, если О {& ) — групповая скорость, отнесенная к системе Б (6"), 
то согласно закону сложения скоростей,

Так как связь между 6г' и со' следует брать из оптики покоящихся 
сред 18, а со', согласно сказанному выше, можно вычислить из со, то груп
повую скорость О можно определить и в том случае, если задана только 
частота света относительно £ , а также скорость движения тела и его при
рода.

§ 7. Преобразование уравнений Максвелла—Лоренца
Будем исходить из уравнений

у - ^ ± ± -7'г; '

II . ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

(5)

17 См. М. уоп Ь а и е. Апп. РЬув., 1907, 23, 989.

18 Именно: б ' =

1 +  V' да'
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1 дЬ _  дУ дХ
с дг дг ду
1 дМ _  дЪ дХ
с дг дх дг
1 дИ _  дХ дУ
с ді ду дх

(6)

В этих уравнениях через (X , У, %) обозначен вектор напряженности 
электрического поля, через (I/, М , ТУ) — вектор напряженности магнит
ного поля, через _  d X . d Y . d Z

^ дх ду дг
— плотность электрического заряда, умноженная на 4я, и, наконец, через 
(их, иу, иг) — вектор скорости электрического заряда.

Эти уравнения вместе с предположением, что электрические заряды 
постоянно связаны с очень малыми твердыми телами (ионами, электрона
ми), составляют основу лоренцовой электродинамики и оптики движу
щихся сред.

Пусть эти уравнения выполняются в системе Х  Преобразуя их с по
мощью формул (1) к системе б", движущейся относительно как и в пре
дыдущих рассуждениях, получаем уравнения 

1
+

дХ'  1 д У д М ’
~дУ\ ду' дУ

+
д У  1 _  д и д У
д г  } дУ дх' 1

+
дХ' | д М ’ дЬ'

~дїГ\ дх' дУ

і дП дУ' дХ'
с дҐ ~~ ~дУ~ ду' ’

1 дМ' _ дХ' дХ'
с дҐ дх' дУ ’

1 дМ' _  дХ' д У
с дҐ ~~ ду' дх’

(5')

(6')

При этом введены обозначения
Х ' =  Х ,

с

я  =  р ( г  +  - ^ - м ) ;
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и  =  ь

(76)

ЛГ' =  р (лг— 1 - у ) ;

гг. Му
(9)г/ / м̂ г; \

гг.
2

Полученные уравнения имеют тот же вид, что и уравнения (5) и (6). 
С другой стороны, из принципа относительности следует, что электро
динамические процессы, отнесенные к системе Б', протекают по тем же 
законам, что и в системе Отсюда мы прежде всего заключаем, что 
величины X ', У ', X' или Ь ', М ', М' суть компоненты напряженности 
электрического или магнитного поля, отнесенные к системе 1Э. Да
лее, так как в соответствии с обращенными формулами (3) в соотно
шениях (9) величины ггх, иу, и2 равны компонентам скорости электри
ческого заряда относительно в ',  то р' есть плотность электрических 
зарядов относительно б". Таким образом, электродинамические основы 
теории Максвелла — Лоренца соответствуют принципу относительности.

По поводу интерпретации соотношений (7а) можно заметить следующее. 
Пусть точечный электрический заряд, покоящийся относительно системы 
£ , равен в £  «единице», т. е. действует на такой же покоящийся в систе
ме £  заряд на расстоянии в 1 см с силой в 1 дину. Согласно принципу 
относительности, этот электрический заряд будет равен «единице» и 
в том случае, если он покоится относительно Б' и исследуется в системе

19 Совпадение найденных уравнений с уравнениями (5) и (6) оставляет открытой 
возможность, что величины X' и т. д. отличаются постоянным множителем от 
векторов поля, отнесенных к системе Б'. Однако легко показать, подобно тому 
как было сделано в § 3 для функции ф(?;), что этот множитель равен 1.

6 А. Эйнштейн, том I 8 1
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20. Если этот электрический заряд покоится относительно £ , то, со
гласно определению, величина (X , У, Z) представляет собой действу
ющую на него силу, которая может быть измерена, например, пружин
ными весами, покоящимися относительно системы £. Вектор {X ' , У ', 
имеет такой же смысл по отношению к системе б".

В соответствии с соотношениями (7а) и (76) напряженность электри
ческого или магнитного поля сама по себе не существует, ибо от выбора 
системы координат зависит, есть ли в данном месте (точнее, в простран
ственно-временной окрестности точечного события) электрическое или 
магнитное поле. Далее можно увидеть, что вводившиеся до настоящего 
времени «пондеромоторные» силы, действующие на движущиеся в маг
нитном поле электрические заряды, представляют собой не что иное, 
как электрические силы, если ввести систему отсчета, покоящуюся от
носительно рассматриваемого заряда. Поэтому вопросы о локализации 
этих сил (например, в униполярных машинах) становятся беспредметны
ми; именно, ответ будет различным в зависимости от состояния движе
ния системы отсчета.

Смысл соотношения (8) виден из следующего. Пусть электрически 
заряженное тело покоится относительно системы 6". Тогда его суммар
ный заряд относительно 6" есть е' =  5 (р'/4я) йх’йу'йг'. Каков его сум
марный заряд е в опредёленное время £ в системе 6?  Из трех последних 
уравнений (1) следует, что для постоянного £ справедливо соотношение

с1х'с1у'с1г' =  $с1хс1у (1г.

Соотношение (8) в нашем случае имеет вид:

Из этих двух равенств следует, что
г =  8.

Таким образом, из соотношения (8) следует, что электрический заряд 
не зависит от состояния движения системы отсчета. Если заряд про
извольно движущегося тела остается постоянным с точки зрения дви
жущейся вместе с ним системы отсчета, то он остается постоянным также 
относительно любой другой системы отсчета.

С помощью формул (1), (7) — (9) каждую задачу электродинамики 
или оптики движущихся сред можно свести к ряду задач электродина

20 Этот вывод основывается на предположении, что величина электрического 
заряда не зависит от предыстории его движения.
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мики или оптики покоящихся сред, если при этом существенную роль 
играют только скорости, но не ускорения.

Рассмотрим еще один простой пример применения полученных здесь 
соотношений. Пусть в вакууме распространяется плоская световая волна, 
которая в системе S описывается уравнениями

Z  =  X 0sinO , L =  Losin 0 ,

Y =  Y0 sin Ф, M  -- MQ sind), Ф =  со [t —  Lx-± ™y +  nzy

Z =  Zo s in 0 , iV =  iV0 sin Ф,

Найдем свойства этой волны в случае, когда она рассматривается 
в системе S'. Применяя формулы преобразования (1) и (7), получаем

X ' =  X 0 smCp', L '=  L0 sind)',

Г  =  р ( r 0 _  -Н- N, ) sin Ф ', №  =  р (л /„  +  - у  Z „) sin Ф ',

■£• =  Р (Z 0 +  -f -  Л/0) sin Ф', N" =  Р (N„ VT  F„) sin Ф',

Z'a:' +  wi'y' -f- n'z' \
С / *

Так как функции X' и т. д. должны удовлетворять уравнениям (5') и 
(6 '), то нормаль к фронту волны, вектор напряженности электрического 
поля и вектор напряженности магнитного поля взаимноперпендикулярны 
и в системе S ', причем два последних вектора равны друг другу. Мы уже 
рассматривали в § 6 соотношения, вытекающие из тождества Ф =  Ф '; 
здесь нам предстоит определить еще амплитуду и поляризацию волны 
в системе S '.

Выберем плоскость XY  параллельной нормали к фронту волны н 
рассмотрим прежде всего случай, когда вектор напряженности электри
ческого поля параллелен оси Z. Тогда мы должны положить

Х 0 =  О, L0 =  —  ^Isincp,

Y0 =  О, M Q =  —  A cos ф,

Z0 — А , N q — О,

причем ф означает угол между нормалью к фронту волны и осью X. В соот
ветствии с изложенным выше получим

Ф' =  со' (

X' =  О, L' =  —  A sin ф sin Ф ',
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Г  =  о, М ' — $ —̂  cos ф -}- j И sin Ф',

И  =  (3 ^ 1  cos ф̂  Л sin ф', iV' =  0 .

Следовательно, если А' означает амплитуду волны в системе S ’ , то

Для частного случая, когда вектор напряженности магнитного поля 
перпендикулярен направлению относительного движения и нормали 
к фронту волны, справедливо, очевидно, такое же уравнение. Поскольку 
общий случай можно получить суперпозицией этих двух частных случаев, 
при введении новой системы отсчета 6" соотношение (10) остается спра
ведливым, и угол между плоскостью поляризации и плоскостью, парал
лельной нормали к фронту волны и направлению относительного дви
жения, в обеих системах одинаков.

I II . М ЕХАНИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ  
(ЭЛЕКТРОНА)

§ 8. Вывод уравнений движения 
(медленно ускоряемой) материальной точки 

или электрона
Пусть в электромагнитном поле движется частица с электрическим 

зарядом е (в дальнейшем мы будем называть ее «электроном»), о законе 
движения которой мы предположим следующее.

Если электрон в определенный момент времени покоится в (неуско
ренной) системе 5 ',  то его движение в £" происходит в дальнейшем в соот
ветствии с уравнениями

V

1 —  —  COS ф

(10)1̂ 1 — (v2jc2)
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причем через х0, у0, обозначены координаты электрона относительно 
а через [л — постоянная, которую мы назовем массой электрона.

Введем систему движущуюся относительно Я' как в предыдущих на- 
ших исследованиях, и преобразуем наши уравнения движения с помощью 
формул преобразования (1) и (7а). Первые из этих формул в нашем случае 
принимают вид , „

^ =  (3 ^ -----— х0

Х 0  =  р  { X o  —  V t ) ,

Уо =  У ,

Вводя обозначения =  £0 и т. д., из этих уравнений получаемс?і
<Ц) 3 (*<>—») И т. д.,

&Х0

сІҐ / г
1 3 (1 --

—  ( Лхо\ /, Л-М .. , . »*0Ц  \  М  І 1  V  С а  / Ж о  +  ( ^ 0 —  О  С 2
И т. д.

Вводя эти выражения в написанные выше уравнения, подставляя 
х 0 =  V, у о =  0, £0 =  0 и заменяя одновременно X ', У ', Z' с помощью 
формул (7а), получаем

|л(33#0 =  еХ,

^ 0 =  е ( 7 - Л ^ ) .

!ф~о — є (и +  —  М ^ .

Эти уравнения являются уравнениями движения электрона для слу
чая, когда в рассматриваемый момент времени х 0 =  V, у0 — 0, £0 =  0. 
В левой части этих уравнений вместо V можно ввести скорость #, опре
деленную равенством ____________

д =  +  9 о +  ^ ’
а в правой части заменить V на х 0. Кроме того, прибавим в соответствую
щих местах члены, получаемые из М  и —— N  циклической перестанов-

С С

кой и обращающиеся в нуль в рассматриваемом частном случае. Опуская 
индекс у ж0 и т. д., для рассматриваемого частного случая получаем урав-
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нения, эквивалентные написанным выше,

(И )

здесь введены обозначения:

(1 2 )

Эти уравнения не меняют своей формы, если ввести новую, находя
щуюся в относительном покое систему координат с иначе направленными 
осями. Поэтому они остаются в силе и в общем случае, а не только при 
х =  і  =  0 .

Вектор (Кх, К у, К 2) мы назовем силой, действующей на материаль
ную точку. В случае, когда величина ф  мала по сравнению с с2, компо
ненты Кх, Ку, К г в соответствии с уравнениями (И ) переходят в компо
ненты силы механики Ньютона. В следующих параграфах будет показано, 
что этот вектор и в других случаях играет такую же роль в релятивист
ской механике, какую сила — в классической механике.

Мы будем считать, что уравнения (11) справедливы и в том случае, 
когда сила, действующая на материальную точку, имеет неэлектромаг
нитную природу. В этом случае уравнения (11) не имеют физического 
смысла и их следует рассматривать как определение силы.

Умножая уравнения (5) и (6) по порядку на Х /4  я, Y/4я, . . ., N/ 4л 
и интегрируя по объему, на границах которого напряженность электри
ческого и магнитного полей равна нулю, получаем

9. Движение материальной точки 
и принципы механики

(13)
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где

Е‘ = ^  <хг +  уг +  22) +  ш і1'  +  м% +  т)У т
есть электромагнитная энергия рассматриваемого объема. В соответствии 
с законом сохранения энергии первый член соотношения (13) соответ
ствует энергии, передаваемой в единицу времени от электромагнитного 
поля носителям электрических зарядов. Если электрические заряды 
жестко связаны с материальной точкой (электроном), то падающая на 
них часть этой энергии дается выражением

где (X , У, X) означает напряженность внешнего электрического поля, 
т. е. поля за вычетом того, которое создается зарядом самого электрона. 
В силу уравнений (12) это выражение может быть записано в виде

Таким образом, вектор (К х, К у, К 2), названный в предыдущем пара
графе «силой»., связан с совершаемой работой так же, как и сила в меха
нике Ньютона.

Следовательно, если уравнения (И ) умножить соответственно на 
х, у , 2, сложить и проинтегрировать по времени, то в результате должны 
получить кинетическую энергию материальной точки (электрона). В самом
деле,

Тем самым показано, что уравнения движения (11) удовлетворяют 
закону сохранения энергии. Покажем теперь, что они соответствуют 
также закону сохранения количества движения.

Умножая второе и третье из уравнений (5) и второе и третье из уравне
ний (6) соответственно на УУ/4я, —М/4л, —2/4я, У /4я, складывая и ин
тегрируя по объему, на границах которого напряженность поля обра
щается в нуль, получаем

є (Х х  +  У г/ +  Ъг),
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Если электрические заряды прикреплены к движущейся материальной 
точке (электрону), это соотношение в силу уравнений (И ) принимает вид

\ —  (Y N  —  ZM)da> 1 +  2 - 7 = ^ =  =  °- (156
d

L «J 4itс V l _ ( ?a/C2)

Это соотношение вместе с получаемыми из него путем циклической 
перестановки соотношениями выражает закон сохранения количества 
движения в рассматриваемом здесь случае. Следовательно, величина
Е =  — = = = =  играет роль количества движения материальной точки, и в 

у  1 — ?2/с2
соответствии с уравнениями (1 1 ), как и в классической механике, имеем

it

Возможность введения количества движения материальной точки осно
вана на том, что силу в уравнениях движения, или второй член соотноше
ния (15), можно представить в виде производной по времени.

Далее непосредственно видно, что нашим уравнениям движения мате
риальной точки можно придать форму уравнений Лагранжа, ибо в соот
ветствии с уравнениями (1 1 )

d г дН -I г,^Ьгг**ит-*■
причем здесь введено обозначение

Н  =  —  |ic2 V i  —  (<72/ с2) +  const.

Уравнения движения можно представить также в виде принципа 
Г амильтона

t
(̂<dH+A)dt  =  0,

причем время t, начальное и конечное положения не варьируются; здесь А 
означает виртуальную работу

А =  К хбх +  Кубу -f- K z6z.

Наконец, составим также канонические уравнения движения (уравне
ния Гамильтона). Для этого надо ввести «импульсные переменные»
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(составляющие количества движения) т], £, причем, как и выше,

«. дН ихS =  - г -  =  — . -.Г ,1 . - и т. Д .
дх V i  — (?2/ с2)

Если кинетическую энергию L рассматривать как функцию rj, £ 
и ввести обозначение £2 +  r f  +  £2 =  р2, то получим

L =  \ic2 y r i - f  +  const,

и уравнения Гамильтона примут вид

dt

нII dr]
dt

d£
dt

dx
dt

dL 
~  dZ '

dy
dt

II dz
dt

§ 10. О возможности экспериментальной проверки теории 
движения материальной точки.

Опыты Кауфмана
Сравнение полученных в последних параграфах результатов с опы

том возможно только тогда, когда электрически заряженные материаль
ные точки имеют скорости, сравнимые со скоростью света, так что уже- 
нельзя будет пренебречь квадратом скорости по сравнению с с2. Это 
условие выполняется для быстрых катодных лучей и для электронов, 
испускаемых радиоактивными веществами (|3-лучей).

В случае электронных лучей имеются три величины, взаимосвязь, 
которых может быть предметом более тщательного экспериментального* 
исследования, а именно: ускоряющий потенциал, или кинетическая 
энергия лучей, отклонение электрическим полем и отклонение магнит
ным полем.

Ускоряющий потенциал П определяется в соответствии с (14) из фор
мулы

Пе =  ц { —7= ^ = = —  1 ).
I / ! - ( < ? 2/с2) I

Для вычисления двух других величин выпишем два последние урав
нения (1 1 ) для случая, когда движение первоначально происходит парал
лельно оси х\ обозначая через е абсолютную величину заряда электрона,.
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т р

получаем

- д а - “  { г  +  ^ - м ) .

Если 2  и М  — единственные ком
поненты отклоняющих полей, то 
искривление происходит в плоскости 
Х 2  и радиус кривизны Л опреде
ляется из формулы д2Ш ~  [(Рг/сЬ2]. 
Принимая в качестве меры электри
ческого или магнитного отклонения,
соответственно, величину А е =  ~ ^ :2  

1или А т — - д - : М  для случая, когда
отлична от нуля только одна состав
ляющая электрического или магнит
ного поля, получаем

. е  V I  —  ( д 2/ с 2)

Ат --
є 1^1 — (q2/c2)
р, с?

В случае катодных лучей необхо
димо измерять все три величины П, 
А е и А т; однако исследования доста
точно быстрых катодных лучей пока 
еще не производились. В случае Р-лу- 
чей (практически) можно наблюдать 
только величины А в и Ат. В. Кауф
ман с тщательностью, достойной вос
хищения, определил связь между Ат 
и А е для (3-лучей, испускаемых кру
пинкой бромистого радия 21.

Его экспериментальная установка, 
главные части которой изображены 

© натуральную величину на рис. 1 , состояла в сущности из латунного 
цилиндра II, помещенного внутри эвакуированного непрозрачного стек- 

сосуда. На нижней крышке цилиндра А в небольшом углуб-
Испускаемые им р-лучи пересекают

Рис. 1#

лянного
яении О находится крупинка радия

21 W . K a u f m a n n .  Ann. Phys., 1906,19. Оба рисунка взяты из этой работы Кауф
мана.
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пространство между пластинами конденсатора Р х и Р 2, проходят через 
диафрагму О диаметром 0 ,2  мм и затем падают на фотопластинку. Лучи 
отклоняются в перпендикулярном направлении электрическим полем, 
приложенным к пластинам Р г и Р 2 конденсатора, а также магнитным по
лем того же направления, возбуждаемым большим постоянным магни
том, так что благодаря действию лучей определенной скорости на пла
стинке получается точка, а в результате совместного действия частиц 
разной скорости — кривая.

Рис. 2.

На рис. 2 показана эта кривая 22, изображающая с точностью до 
масштаба абсцисс и ординат связь между А т (абсцисса) и А е (ордината). 
Крестиками на кривой указаны значенияг вычисленные согласно теории 
относительности, причем для е/ц принято значение 1,878 -107.

Принимая во внимание трудность исследования, такое согласие можно 
считать удовлетворительным. Однако наблюдаемые отклонения являются 
систематическими и значительно превосходят экспериментальные ошибки 
измерений Кауфмана. Тот факт, что вычисления Кауфмана не содержат 
ошибок, следует из того, что Планк 23, применяя другой метод вычисле
ний, получил результаты, полностью согласующиеся с результатами 
Кауфмана.

Вопрос о том, являются ли причинами систематических отклонений 
еще не учтенные источники ошибок или несоответствие основ теории 
относительности экспериментальным фактам, можно с уверенностью 
решить лишь тогда, когда будут получены более разнообразные экспе
риментальные данные.

22 Указанный на рис. 2 масштаб означает миллиметры на фотопластинке. Изобра
женная кривая является не точно наблюдаемой кривой, а «приведенной к бес
конечно малому отклонению».

23 Ср. М. P l a n c k .  Verhandl. Dtsch. Phys. Ges. VIII. Jahrg., 1906, N 20; IX . 
Jahrg., 1907, № 14.
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Необходимо еще отметить, что теории движения электронов Абрага- 
ма 24 и Бухерера 25 дают кривые, согласующиеся с экспериментальной 
кривой значительно лучше, чем кривая, соответствующая теории от
носительности. Однако, по нашему мнению, эти теории вряд ли досто
верны, поскольку их основные предположения о массе движущегося 
электрона не вытекают из теоретической системы, охватывающей более 
широкий круг явлений.

IV . К МЕХАНИКЕ И ТЕРМОДИНАМИКЕ СИСТЕМ

§ 11. О зависимости массы от анергии
Рассмотрим физическую систему, окруженную оболочкой, непрозрач

ной для излучения. Пусть эта система не закреплена в пространстве и 
не подвержена действию никаких иных сил, кроме электрических и маг
нитных сил окружающего пространства. Благодаря последним в систему 
может поступать энергия в форме работы и теплоты и эта энергия может 
претерпевать некие изменения внутри системы. Согласно соотношению 
(13), полученная физической системой энергия, отнесенная к £ , опреде
ляется выражением

С̂Й ^ (Х аих +  Уащ  +  Zauz) й&,

где (Ха, Уа, Za) означает вектор внешнего не принадлежащего к системе 
поля и р/4я — плотность электричества в системе. Преобразуем это вы
ражение, обращая соотношения (7а), (8) и (9) и учитывая, что, согласно 
уравнениям (1), функциональный определитель

Р  ( х ,  у ,  ъ ,  Г)
Р (х, у , 2, *)

равен единице. В результате получаем

^  (ихХ а +  иуУа -}- и2г а) ейо' №  +

+  Р» ^  (X  +  ^  ̂  -  А  )*■>'*',

24 М. A b r a h a m .  Gött. Nachr., 1902.
25 A. H. B u c h e r e r .  Math. Einführung in die Elektronentheorie. Leipzig, 

1904, 58 (Ср. примечание после статьи 4, стр. 50.—Ред.).
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или, поскольку и в системе 6" должен соблюдаться закон сохранения 
энергии,

<№ =  РЛЕ' +  Р » ^ [2 х ; ] * ' ;  (16)

здесь смысл обозначений ясен.
Применим это соотношение к случаю, когда рассматриваемая система 

движется равномерно и прямолинейно так, что она, как целое, покоится 
•относительно системы отсчета 6". Тогда, если части системы движутся 
относительно 6" так медленно, что квадраты скоростей относительно 6" 
пренебрежимо малы по сравнению с с2, в системе отсчета Я' можно при
менять законы механики Ньютона. Например, в соответствии с теоремой 
о движении центра тяжести рассматриваемая система (точнее, ее центр 
тяжести) будет оставаться длительное время в покое лишь в том случае, 
если для произвольного значения

I X  =  о.

Несмотря на это, второй член в правой части соотношения (16) нельзя 
•опускать, так как интегрирование по времени следует проводить между 
двумя определенными значениями I,  а не Е.

Если же в начале и в конце рассматриваемого промежутка времени 
внешние силы не действуют на систему, то этот член обращается в нуль, 
так что мы получаем просто

<1Е =  $йЕ'.

Из этого равенства мы прежде всего заключаем, что энергия (равно
мерно) движущейся системы, не подверженной действию внешних сил, 
представляет собой функцию двух переменных, а именно: энергии Е0 
системы относительно сопутствующей системы отсчета 26 и скорости пере
мещения системы д, причем

д Е  _  1

дЕо ~  V I  —  (д2/с 2) ’

Отсюда следует, что

Е =  - у Т = Щ Щ  £ ° +  (Р (‘7) -

где ф (q) — некоторая, пока еще не известная функция д.

26 Здесь, как и в дальнейшем, нижний индекс 0 применяется для указания того, 
что рассматриваемая величина относится к системе отсчета, покоящейся по 
отношению к данной физической системе. Поскольку рассматриваемая^ система 
покоится относительно системы отсчета можно заменить здесь Е'  на Е о.
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В § 8 и 9 мы уже исследовали случай, когда Е 0 равна нулю, т. е. когда 
энергия движущейся системы является функцией только скорости д. 
Из соотношения (14) непосредственно следует, что мы должны положить

Таким образом, мы получаем

причем здесь постоянная интегрирования опущена. Из сравнения этого 
выражения для Е  с содержащимся в соотношении (14) выражением для 
кинетической энергии материальной точки видно, что оба выражения 
имеют одинаковую форму; в отношении зависимости энергии от скорости 
рассматриваемая физическая система ведет себя как материальная точка 
с массой М , причем М  зависит от энергии Е 0 системы согласно формуле

Этот результат имеет чрезвычайно важное теоретическое значение: 
в последнем соотношении инертная масса и энергия физической системы 
выступают как однородные величины. Масса ц эквивалентна в смысле 
инерции количеству энергии цс2. Поскольку Е 0 можно отсчитывать от 
произвольного значения энергии, мы никак не можем отличить «истин
ную» массу системы от «кажущейся». Гораздо естественнее считать, что 
всякая инертная масса представляет собой запас энергии.

В соответствии с нашим результатом закон постоянства массы вы
полняется для отдельной физической системы только тогда, когда со
храняется ее энергия; в этом случае он равносилен закону сохранения 
энергии. Конечно, изменения массы в известных нам физических про
цессах всегда неизмеримо малы. Например, убыль массы системы, от
дающей 1000 гкал, составляет 4,6 -10-11 г.

При радиоактивном распаде вещества освобождаются огромные ко
личества энергии; но достаточно ли велико изменение массы, чтобы его 
можно было обнаружить.

По этому поводу Планк пишет: «Согласно И. Прехту 27, грамм-атом 
радия, если его окружить достаточно толстым слоем свинца, выделяет 
в час 134,4 X 225 =  30 240 гкал. В соответствии с соотношением (17) 
уменьшение массы за час будет равно

(16а)

(17)

30 240-419.105 ._____________  О   1
9 -Ю 20 г =  1,41 • 10-6 мг.

27 1. Р г е с й і .  Апп. РЬуэ., 1906, 21, 599.
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За год уменьшение массы составит 0,012 мг. Эта величина, конечно,, 
все еще так мала, что она пока еще лежит за пределами эксперименталь
ных возможностей, особенно если учесть высокий атомный вес радия». 
Напрашивается вопрос, нельзя ли достичь цели, применяя какой-либо- 
косвенный метод. Пусть М  — атомный вес распадающегося атома, тх, 
т% и т. д .— атомные веса конечных продуктов радиоактивного распада;, 
тогда

2

где Е  — энергия, выделяемая при распаде одного грамм-атома радиоак
тивного элемента; ее можно вычислить, если известны энергия, выде
ляемая в единицу времени при стационарном распаде, и среднее время 
распада. Успех применения метода зависит в первую очередь от того,, 
существуют ли радиоактивные превращения, для которых (М — Ът)/М 
не слишком мало в сравнении с единицей. Для вышеупомянутого случая 
радия, если время жизни последнего принять равным 2600 лет, полу
чается

М  -  _  12.10-6 • 2600 _  Л ллги 0
М  250 “  и,ииШ 2.

Следовательно, если время жизни радия определено хоть в какой-то* 
мере правильно, для проверки нашей формулы нужно было бы знать- 
атомные веса соответствующих элементов с точностью до пятого знака. 
Это, конечно, недостижимо. Однако не исключено, что будут открыты 
радиоактивные процессы, в которых в энергию радиоактивных излучений 
превращается значительно большая часть массы исходного атома, чем 
в случае радия. По крайней мере, напрашивается вывод, что выделение 
энергии при распаде одного атома различается для разных веществ не 
меньше, чем скорость распада.

До сих пор молчаливо предполагалось, что такое изменение массы 
можно измерить обычно применяемым для измерения инструментом — 
весами, т. е. что соотношение

справедливо не только для инертной массы, но и для тяготеющей массы,, 
или, другими словами, что инерция и тяжесть системы при всех обсто
ятельствах строго пропорциональны. Например, мы должны были бы 
предположить, что замкнутое в полости излучение обладает не только- 
инерцией, но и весом. Эта пропорциональность между инертной и тяже
лой массой соблюдается без исключения для всех тел с достигнутой до-
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настоящего времени точностью, так что впредь до доказательства об
ратного мы должны предполагать универсальность этой пропорциональ
ности. В последней главе настоящей работы мы приведем новый аргумент 
в пользу этого предположения.

§ 12. Энергия и количество движения 
движущейся системы

Как и в предыдущем параграфе, рассмотрим свободно движущуюся 
в пространстве систему, окруженную непроницаемой для излучения 
оболочкой. Как и прежде, обозначим через Х а, Уа, Ъа и т. д. компоненты 
внешнего электромагнитного поля, благодаря которому данная система 
обменивается энергией с другими системами. С помощью метода, при
мененного при выводе формулы (15), для этого внешнего поля получаем

d_
dt \ -  z * ^ ° )  Н + $  ш  ( * « + -т -  N° -  v  м ‘  ) * ° = °-

Предположим теперь, что закон сохранения количества движения 
всегда выполняется. Тогда та часть второго члена этого соотношения, 
в которой интегрирование производится по поверхности оболочки, долж
на представляться в виде производной по времени от величины 6гх, пол
ностью определяемой мгновенным состоянием системы; величину (7* 
назовем ж-компонентой количества движения системы. Найдем теперь 
закон преобразования величины (7Х. Применяя формулы преобразова
ния (1) и (7) — (9) в точности так же, как в предыдущих параграфах, 
получаем соотношение

dGx =  t \ \ ^ - [ X a +  -!L N a — ± M a]d<t>' dt' +

или
dGx =  ^ -d E '  +  3\ % K X dt'. (18)

Пусть теперь тело движется неускоренно так, что оно в течение про
должительного времени покоится относительно системы отсчета S'; тогда 
снова

1 %  =  0 .

Несмотря на то, что пределы интегрирования по времени зависят от 
х ' , второй член в правой части равенства опять обращается в нуль, если
« в
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тело не подвергается действию внешних сил до и после рассматриваемого 
изменения; в этом случае

Отсюда следует, что количество движения системы, не подверженной 
действию внешних сил, является функцией только двух переменных, 
а именно: энергии Е 0 в системе отсчета, движущейся вместе с рассматри
ваемой системой, И скорости <7 переносного движения. Очевидно,

дв а 1

дЕо с2 УЧ —  ( ? 2/с 2)

Отсюда также следует, что

с  =  , д = ( —  +  ф (?)),/ 1 _ ( 92/с2)  ̂ С2 Т

где ф (д) — некоторая пока еще неизвестная функция д.
Поскольку ф (д) есть не что иное, как количество движения в случае,

когда оно определяется только скоростью, из формулы (156) следует

Ф (я)
|і?

/ 1  —  0 2/С2)

Таким образом, мы получаем

{ „ +  £ } .  (18а)УЧ. — (?2/с2)
Эта формула отличается от формулы для количества движения мате

риальной точки только тем, что ц заменяется на (ц -(- -^ ), в согласии
с результатом предыдущих параграфов.

Найдем теперь энергию и количество движения тела, покоящегося 
в системе отсчета £ , при условии, что тело постоянно подвержено дей
ствию внешних сил. Хотя и в этом случае для любого V

Ц я *  =  о,
входящий в соотношения (16) и {18) интеграл

*)

не обращается в нуль, поскольку его пределами являются определенные 
значения £, а не V . Поскольку, согласно первому из уравнений (1), раз-
7 А. Эйнштейн, том Г 97
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решенному относительно

* =  3 ж)>

пределы интегрирования по суть
*1 , V , г2 V ,

“ 5" Ч Т х и "п   ~ Т Х ,(3 1 с2 р с2 ’

причем и ^  не зависят от ж', у', г'. Таким образом, пределы интегриро
вания по времени в системе отсчета Я' зависят от положения точки при
ложения сил. Представим рассматриваемый интеграл в виде суммы трех 
интегралов:

г? ,

_  **/&
3 с2

Второй из этих интегралов обращается в нуль, поскольку его пределы 
интегрирования постоянны по времени. Далее, если силы К х меняются 
с произвольной быстротой, оба других интеграла нельзя вычислить; 
в этом случае в рамках применяемой здесь теории вообще нельзя говорить 
об энергии или количестве движения системы 28. Если же эти силы очень 
мало меняются в интервале времени порядка vx'|c2‘, то можно положить 

т  ш
(  [ 2 Х ] * '  =  2 Х  5 * '  =  - £ - 2  » X -

<, г х '  и  v x '

3 с* 3 с2

Заменяя аналогичным способом третий интеграл, получаем

=  —  { - 5 - 2

Теперь из соотношений (16) и (18) можно без труда вычислить энергию 
и количество движения; находим

е  =  Ы +  — ) - = £ = — т= £ ! £ = - у . ( \ к л ), (166)I ЛГ \   1пИгЛ\ 1 Г\ _ //>2//.24 и и0/’ ' ’С2 )  У \  —  ( ? 2/С2) У 1 —  (<72/с 2)

28 Ср. А. Е і п в і е і п .  Апп. РЬуэ., 1907, 23, 371, § 2. (Статья 7).
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причем К 0ъ означает продольную составляющую силы, отнесенной к со
путствующей системе координат, 60 — измеренное в той же системе рас
стояние точки приложения этой силы от плоскости, перпендикулярной 
направлению движения.

Если внешней силой, как мы будем предполагать в дальнейшем, яв
ляется давление р 0, не зависящее от направления и действующее везде,
по нормали к поверхности системы, то, в частности,

з  (М Г0б) =  — РоУо, (19)
где У0 — объем системы, отнесенный к сопутствующей системе отсчета.
В этом случае формулы (166) и (186) принимают вид

Е =  и  +  -  - -Л  +  1 гЦ г - р0У0, (16в)
V с* ) VI — (д2/с2) 1̂ 1 — (?а/е2) '  '

е  =  — -----?------------- +  +  V (18в)
VI — ( ? 2 / с 2 )  с 2  }  У  }

§ 13. Объем и давление движущейся системы.
Уравнения движения

Для определения состояния рассматриваемой системы используем ве 
личины Е 0, р0, Е0, определенные в системе отсчета, сопутствующей фи
зической системе. Однако вместо указанных величин можно также ис
пользовать соответствующие величины, определенные в той системе отсчета, 
к которой относится количество движения 6г. Для этого необходимо ис
следовать, как меняется объем и давление при введении новой системы 
отсчета.

Пусть тело покоится в системе отсчета 6". Пусть далее V' — его объем 
в системе отсчета 6", а V — его объем в системе отсчета Из уравнений 
(2) непосредственно следует

йу йг — У 1 —  (у2/с2)  ̂с1х’ <1у' с1г',
или

V =  V' У  У—  (г?2/с2).

Заменяя в соответствии с нашими обозначениями V' на И0 и V на <7, 
получаем

У =  ¥ 0У 1  —  (д2/с2), (20)
Далее, чтобы найти формулу преобразования для сил давления, необ

ходимо исходить из формул преобразования, справедливых для сил
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в общем случае. Поскольку мы определили движущие силы в § 8 так, 
что их можно заменить силовым воздействием электромагнитных полей 
на электрические заряды, здесь можно ограничиться отысканием формул 
преобразования для электромагнитных сил 29.

Рассмотрим электрический заряд е, покоящийся относительно £". 
Действующая на него сила в соответствии с соотношениями (12) опре
деляется формулами

По этим формулам Можно вычислить силы, если они известны в со
путствующей системе отсчетл.

Рассмотрим теперь силу давления, действующую на элемент поверх
ности я ' ,  п о к о я щ и й с я  относительно тогда

где Г , т ', п' — направляющие косинусы нормали (направленной внутрь

89 Этим обстоятельством оправдывается также применявшийся в предыдущих 
исследованиях метод, который заключался в том, что мы вводили между рас
сматриваемыми системами взаимодействие лишь чисто электромагнитного ха
рактера. Результаты остаются справедливыми и в самом общем случае.

100

К х =  еХ,

К  у — є

К 2 =  є [ъ  +  м ) ,  К 2 =

Из этих формул и из формул (7а) следует

К х — К х, 
Ку =  № у,

к 2 =  № •
(2 1 )

Кх =  р У  сое Г =  р '4 ,  
К у =  р У  сое т =  р'Бу, 

К г =  р У  сое п =  р У ,

тела), а ях, єу, є2 — проекции 
Из уравнений (2) следует, что
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причем sx, sv, sz — проекции элемента поверхности относительно систе
мы отсчета S. Для составляющих рассматриваемой силы давления К х 
К у, K z относительно системы отсчета S из последних трех систем уравне
ний получаем:

К х =  К х =  p'Sx =  p'Sx =  p's cos I,
1 ' 1 '

K v =  -p- K V =  - j -  P'Sy =  p'Sy =  p's cos m,

1 ' 1 'K z = - ^ - K z =  —  p'S2 =  p'S2 =  p's cos n,

причем s означает площадь элемента поверхности, I, т, п — направ
ляющие косинусы его нормали в системе отсчета S. Таким образом, 
мы получаем, что давление р' относительно сопутствующей системы 
координат можно заменить в другой системе отсчета давлением той же 
величины, так же нормальным к элементу поверхности. Следовательно, 
в наших обозначениях

Р' =  Ро- (22)
Соотношения (16в), (20) и (22) дают нам возможность определять 

состояние физической системы не только определенными в сопутствующей 
системе отсчета величинами # 0, F0, р0, но и величинами Е, V, р, опре
деленными в той же системе отсчета, что и количество движения G и 
скорость q системы. Например, если состояние рассматриваемой системы 
для сопутствующего наблюдателя полностью определяется двумя пере
менными (F0 и # 0), а следовательно, ее уравнение состояния можно по
нимать как соотношение между р 0, F0 и Е 0, то уравнение состояния можно 
с помощью названных соотношений привести к виду

Ф (д, р, V, Е) =  0.
Преобразуя соответственно соотношение (18в), получаем

£  =  #{F +  №  +  /?F)/c2}. (18г)
Это равенство вместе с соотношениями, выражающими закон сохра

нения количества движения

-ж - = ь к х и т. д.,

полностью определяет переносное движение системы как целого, если 
кроме величин ЪКХ и т. д. известны также величины#, р, V как функции 
времени, или если вместо последних трех функций известны три эквива
лентных им параметра, характеризующих движение системы.
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§ 14. Примеры
Пусть рассматриваемая система состоит из электромагнитного излу

чения, заключенного в невесомой полости, стенки которой уравновешивают 
давление излучения. Если на полость не действуют никакие внешние силы, 
то ко всей системе (включая полое тело) можно применить соотношения 
(16а) и (18а). Таким образом,

Е0Е =
У і — (?2/с2)

в  =  - г -  Я.. . _  До =  д — ,
V  1 _ ( 92/ с2) * с2

где Е о — энергия излучения в сопутствующей системе отсчета.
Наоборот, если стенки полости идеально гибки и растяжимы, так что 

оказываемое на них давление излучения должно уравновешиваться внеш
ними силами, исходящими от тел, не принадлежащих к рассматриваемой 
системе, то следует применить уравнения (16в) и (18в), в которые надле
жит подставить известное значение давления излучения

в результате получим

V - 1 - Е о  
Ро  3 с2

/ 1 q%
Е° \1 +  Т  

У 1 — (?2/с2)
4 Е 0

V I  —  ( ? 2/с 2) 3  с2

Рассмотрим далее случай электрически заряженного невесомого тела. 
Если внешние силы на него не действуют, можно опять применить фор
мулы (16а) и (18а). Обозначив через Е 0 электрическую энергию в сопут
ствующей системе, получим

ЕоЕ =
V 1  —  ( < 7 2/ с 2 )

д Ео
У 1 —  (<72/ с2) с2

Одна часть этих значений £  и б  связана с электромагнитным полем, 
другая же — с невесомым телом, подверженным действию сил, обуслов
ленных его зарядом 30.

80 Ср. А. Э й н ш т е й н .  Апп. РЬуэ., 1907, 23, 371. (Статья 7).
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§ 15. Энтропия и температура движущихся систем
Из совокупности переменных, определяющих состояние физической 

системы, мы рассматривали пока лишь давление, объем, энергию, ско
рость и количество движения, но еще не говорили о тепловых величинах. 
Это объясняется тем, что для движения системы безразлично, в какой 
форме подводится к ней энергия, так что пока у нас не было необхо
димости учитывать различие между теплотой и механической работой. 
Теперь же мы рассмотрим еще тепловые величины.

Предположим, что состояние движущейся системы полностью опре
деляется величинами q, V, Е. Для такой системы мы должны, очевидно, 
рассматривать в качестве подведенной теплоты dQ суммарный прирост 
энергии за вычетом работы, совершенной давлением и затраченной на 
увеличение количества движения, т. е.

dQ - dE +  pdV — qdG. (23)
После того как определена подведенная теплота для движущейся 

системы, путем рассмотрения обратимого кругового процесса можно ввести 
абсолютную температуру Т и энтропию ц движущейся системы точно
так же, как это делается в термодинамике. Для обратимых процессов и
в этом случае справедливо соотношение

dQ =  Tdr]. (24)
Теперь нам предстоит вывести уравнения, связывающие dQ , г], Т и 

соответствующие им величины dQ0, т]0, Т0 в сопутствующей системе от
счета. Относительно энтропии повторим здесь рассуждение Планка 31, 
причем заметим, что под «штрихованной» или «нештрихованной» систе
мой отсчета следует понимать систему отсчета S' или S соответственно.

«Представим себе, что при помощи некоего обратимого адиабати
ческого процесса тело переводится из одного состояния, в котором оно 
покоится в нештрихованной системе отсчета, в другое состояние, в ко
тором оно покоится в штрихованной системе отсчета. Обозначая энтро
пию тела в нештрихованной системе в начальном состоянии через %, 
а в конечном состоянии — через rj2, в силу обратимости и адиабатичности 
можем написать =  rj2. Однако процесс остается обратимым и адиаба
тическим и в штрихованной системе, и мы имеем, следовательно, также
% =  Цг •» 32

«Предположим теперь, что тц =f= T]i, например %  Это означало бы,
что энтропия тела в движущейся системе отсчета больше, чем энтропия

31 19075  ̂ 8 П С ^ЦГ ° y namik bewegter Systeme. Sitzungber. preuß. Akad. Wiss.,

3“ См. там же.
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в той же системе отсчета, если эта система Покоится. Тогда в соответ
ствии с этим предположением должно бы также быть т]2 у  г|2, ибо во 
втором состоянии тело покоится в штрихованной системе отсчета, тогда 
как относительно нештрихованной системы оно движется. Однако эти
два неравенства противоречат полученным выше двум равенствам. Так
же не может быть г]! у  т]1; следовательно, % =  т]1, и вообще ц ' = 11!, 
т. е. энтропия тела не зависит от выбора системы отсчета».

В наших обозначениях мы должны положить
Л =  т]0. (25)

Вводя в правую часть равенства (23) с помощью соотношений (16в), 
(18в), (20) и (22) величины Е 0, р 0 и В0, получаем

<Х} =  У  {  —  (ЛЕ„  +  РоЛ -',,),

<2<? =  У 1 — (д2/сг). (26)

Поскольку, согласно (24), справедливы два соотношения
<1(2 =  Тйц, 

й<2о =  Тс1к\0, 

с учетом (25) и (26) окончательно получаем

- ^  =  Г 1 - ( ? 7 с 2).

Таким образом, температура системы в движущейся системе отсчета 
всегда меньше, чем в покоящейся системе отсчета.

§ 16. Динамика системы 
и принцип наименьшего действия

В своей работе «К динамике движущихся систем» Планк исходит 
из принципа наименьшего действия (и из формул преобразования для 
давления и температуры излучения в полости) и приходит к результатам, 
совпадающим с нашими результатами. Поэтому возникает вопрос, какова 
взаимосвязь между основами его работы и настоящего исследования.

Мы исходили из закона сохранения энергии и закона сохранения 
количества движения. Обозначив через Рх, Ру, Р 2 компоненты равнодей
ствующей всех сил, приложенных к системе, можно сформулировать 
эти законы для обратимых процессов и системы, состояние которой опре
104-



8 О принципе относительности и его следствиях

деляется переменными q, V , Т, следующим образом:
dE =  F xdx -f- F ydy -)- F Zdz —  pdV -J- Tdr\, (28)

Н 1 .Д . (29)

Из этих соотношений, учитывая, что
F xdx =  F xxdt =  xdGx =  d (xGx) —  Gxdx и т. д.

и
Tdr\ =  d(Tx\) —  T| dT,

получаем соотношение
d (—  E  - j -  Tx\ +  qG) =  Gxdx - f  Gvdy +  Gzdz 4 -  pdV -f- r jdT.

Поскольку правая часть должна быть также полным дифференциалом, 
отсюда, учитывая соотношение (29), получаем

± ( ™ )  =  F  ± ( ™ )  =  F  ± ( дЛ \  =  р
dt \д± ) X1 dt \ dÿ ] y ’ dt \dz ! z ’

дН  дН  __
ду  — P» Q T ~  ^

Это и есть те выводимые из принципа наименьшего действия уравне
ния, из которых исходил Планк.

У . ПРИНЦИП ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ И ТЯГОТЕНИЕ

§ 17. Ускоренная система отсчета 
и гравитационное поле

До сих пор мы применяли принцип относительности, т. е. требование1 
независимости законов природы от состояния движения системы отсчета, 
только к неускоренным системам отсчета. Можно ли представить себе, 
что принцип относительности выполняется и для систем, движущихся 
относительно друг друга с ускорением?

Правда, пока еще нет возможности подробно обсуждать здесь этот 
вопрос. Но поскольку этот вопрос должен возникнуть перед каждым, 
кто следил за применениями принципа относительности до настоящего' 
времени, я не могу не высказать здесь своего мнения на этот счет.

Рассмотрим две системы отсчета и 2 2. Пусть движется с уско
рением в направлении своей оси X , и пусть ее ускорение (постоянное’
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во времени) равно у. Предположим, что 2 2 покоится, но находится в од
нородном гравитационном поле, которое сообщает всем телам ускоре
ние — у в направлении оси X .

Как известно, физические законы относительно 2 Х не отличаются 
от законов, отнесенных к 2 2; это связано с тем, что в гравитационном 
поле все тела ускоряются одинаково. Поэтому при современном состоянии 
наших знаний нет никаких оснований полагать, что системы отсчета 
2 Х и 2 2 в каком-либо отношении отличаются друг от друга, и в дальней
шем мы будем предполагать полную физическую равноценность грави
тационного поля и соответствующего ускорения системы отсчета.

Это предположение распространяет принцип относительности на слу
чай равномерно ускоренного прямолинейного движения системы отсчета. 
Эвристическая ценность этого предположения состоит в том, что оно 
позволяет заменить однородное поле тяжести равномерно ускоренной 
системой отсчета, которая до известной степени поддается теоретическому 
рассмотрению.

§ 18. Пространство и время 
в равномерно ускоренной системе отсчета

Рассмотрим сначала тело, отдельные материальные точки которого 
в некоторый определенный момент времени £ в неускоренной системе 
отсчета Я покоятся относительно £ , но обладают определенным уско
рением. Как влияет это ускорение у на форму тела в системе отсче
та /5?

Если подобное влияние существует, оно будет заключаться либо 
в равномерном изменении размеров в направлении ускорения, либо же 
в двух перпендикулярных ускорению направлениях, ибо другие резуль
таты исключаются по соображениям симметрии. Каждое обусловленное 
ускорением сокращение (если оно вообще существует) должно быть чет
ной функцией у; следовательно, им можно пренебречь, если ограничиться 
случаем, когда у так мало, что можно отбросить члены второй и более 
высоких степеней по у. Поскольку в дальнейшем мы ограничимся этим 
случаем, влияние ускорения на размеры тела можно не учитывать.

Рассмотрим теперь систему отсчета 2 , равномерно ускоренную от
носительно неускоренной системы отсчета £  в направлении оси X  по
следней. Пусть часы или масштаб в системе отсчета 2  в покое идентичны 
часам или масштабу в £. Предположим, что начало координат системы 
отсчета 2  движется вдоль оси X  системы отсчета £ , а оси 2  параллельны 
осям £. В каждый момент времени существует неускоренная система 
отсчета координатные оси которой в рассматриваемый момент (в опре
деленный момент времени в 6") совпадают с координатными осями
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системы отсчета 2 , Если точечное событие, происходящее в этот момент 
времени t\ имеет в 2  координаты |, ц, £, то

* ' =  5,

у' = л»
*• =  I,

поскольку, согласно сказанному выше, можно не учитывать влияние 
ускорения на размеры тела, применяемого для измерения г], £. Пред
ставим себе далее, что часы в 2  в момент времени £' в идут так, что 
показывают в этот момент Г. Как будут идти часы в следующий проме
жуток времени т?

Прежде всего следует учесть, что специфическое влияние ускорения
на ход часов 2  можно не принимать во внимание, так как оно должно
быть порядка у2. Далее, поскольку влиянием скорости, приобретенной 
за время т, на ход часов можно пренебречь и поскольку путь, пройден
ный относительно £" часами за время т, по порядку величины равен т2, 
и, таким образом, им можно тоже пренебречь, показания часов в 2  за эле
мент времени т полностью совпадают с показаниями часов в

Отсюда следует, что свет в вакууме распространяется относительно 2 
в течение элемента времени т с универсальной скоростью с, если мы опре
делим одновременность в системе отсчета мгновенно покоящейся 
относительно 2 , и если мы будем применять для измерения времени и 
координат соответственно часы и масштабы, эквивалентные тем, которые 
применяются для измерения времени и пространства в неускоренных 
системах. Таким образом, и в этом случае для определения понятия 
одновременности можно применять принцип постоянства скорости света, 
если ограничиться очень малыми световыми путями.

Теперь представим себе, что часы в 2 поставлены указанным образом 
в тот момент £ =  О в /5, когда 2  мгновенно покоится относительно Б. 
Совокупность показаний поставленных таким образом часов мы будем 
называть «местным временем» о  системы отсчета 2 . Физический смысл 
местного времени, как это непосредственно видно, заключается в сле
дующем. Если для измерения времени процессов, происходящих в от
дельных элементах пространства 2 , применять местное время а, то за
коны, которым подчиняются эти процессы, не могут зависеть от поло
жения рассматриваемого элемента объема, т. е. от его координат, при 
условии, что в разных элементах объема применяются не только оди
наковые часы, но и одинаковые масштабы.

Напротив, местное время а непосредственно нельзя считать «временем» 
системы отсчета 2 , и именно по той причине, что два точечных события, 
происходящие в разных точках 2 , в смысле нашего определения

107



О принципе относительности и его следствиях 1907 г.

неодновременны, когда их местные времена равны. Если какие-либо двое 
часов в 2  в момент £ =  0 синхронны относительно 5  и совершают ука
занные движения, то они всегда остаются синхронными относительно- 
5 . Но в соответствии с § 4 эти часы не будут синхронными относительно- 
системы отсчета 6" , мгновенно покоящейся относительно 2 , но движущей
ся относительно Я, и, следовательно, по нашему определению, они не- 
будут синхронными относительно 2 .

Определим теперь «время» т системы отсчета 2  как совокупность тех 
показаний часов, находящихся в начале координат системы отсчета 2 У 
которые в смысле нашего определения являются одновременными с рас
сматриваемыми событиями 33.

Найдем теперь соотношение между временем т и местным временем а  
точечного события. Из первого уравнения (1) следует, что два события 
одновременны относительно а следовательно, и относительно 2 , при 
условии

причем индексы указывают на принадлежность к тому или другому то
чечному событию. Ограничимся сначала рассмотрением таких коротких 
промежутков времени 34, что можно отбросить все члены, содержащие В Т О  

рую или более высокие степени X или г?; тогда с учетом (1) и (29) следует 
положить (см. примечание редактора на стр. 114.— Ред.)

Помещая первое точечное событие в начало координат, так что а х =  т 
и =  0 , и опуская индекс для второго точечного события, получаем

Это соотношение выполняется, прежде всего, если т и | меньше опре
деленных пределов. Оно, очевидно, выполняется и для произвольного т,

33 Таким образом, символ т применяется здесь в другом смысле, чем было выше.
3 Тем самым, согласно уравнению (1), предполагается также известное ограни

чение значений Е =  х'.

Ь  Хх — Ь  хъ->

 Х\ —  —  ? 2 ---- ^1>

1̂ =  а1) 2̂ =  62)
V =  г *  =  Т Т ,

так что из написанного выше соотношения получается

(30)
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если ускорение у постоянно относительно системы отсчета 2 , так как 
в этом случае соотношение между о  и т  должно быть линейным. Для про
извольных | соотношение (30) не выполняется. Из того, что выбор начала 
координат не должен влиять на это соотношение, можно заключить, 
что оно должно быть заменено точным соотношением

(3 =  Хе с*.

Однако мы будем придерживаться формулы (30). В соответствии 
с  § 17 формула (30) применима также в системе координат, в которой 
действует однородное гравитационное поле. В этом случае мы должны 
положить Ф =  причем Ф означает потенциал силы тяжести; в ре
зультате получим

О =  т (1  +  -£ )•  (30а)

Мы определили время в системе отсчета 2  двояко. Какое из этих 
определений следует применять в различных случаях? Предположим, 
что в двух местах с различными гравитационными потенциалами (у|) 
находятся физические системы, и мы хотим сравнивать их свойства. 
Здесь, по-видимому, наиболее естественно поступить следующим образом. 
Отправимся сначала с нашими измерительными приборами в первую 
физическую систему и проведем там измерения; после этого направимся 
вместе со всеми измерительными приборами во вторую систему, чтобы 
произвести в ней такие же измерения. Если измерения в этих системах 
дадут одинаковые результаты, мы будем называть обе физические системы 
«одинаковыми». Среди названных измерительных приборов имеются 
часы, которыми мы измеряем местные времена а. Поэтому вполне естест
венно для определения физических величин в областях, в которых су
ществует поле тяжести, использовать время а.

Если же речь идет о явлении, в котором необходимо одновременно 
рассматривать тела, находящиеся в областях с разными гравитационными 

.потенциалами, то в выражениях, в которые время входит явно (т. е. 
не только посредством других физических величин), мы должны исполь
зовать время т: иначе одновременность двух событий не выражалась бы 
равенством значений времени обоих событий. Поскольку же при опре
делении времени т используются моменты времени по часам, находящимся 
в некотором произвольно выбранном месте, то при пользовании време
нем т законы природы могут зависеть от координат.
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19. Влияние гравитационного поля на часы
Если в точке Р  с гравитационным потенциалом Ф находятся часы,, 

показывающие местное время, то, согласно соотношению (30а), их по
казания в (1 +  Ф/с2) раз больше, чем т, т. е. они идут в (1 +  Ф/с2) раз. 
быстрее одинаковых с ними часов, находящихся в начале координат. 
Пусть показания обоих этих часов воспринимаются каким-нибудь спо
собом, например оптическим путем, наблюдателем, находящимся где-то 
в пространстве. Поскольку время Ат, проходящее между показанием: 
часов и моментом, когда это показание будет воспринято наблюдателем, 
находящимся где-то в пространстве, не зависит от т, то часы в точке Р 
идут в (1 +  Ф/с2) раз быстрее, чем часы в начале координат. В этом смыс
ле можно сказать, что процесс, происходящий в часах,— и вообще лю
бой физический процесс — протекает тем быстрее, чем больше грави
тационный потенциал в области, где разыгрывается этот процесс.

Существуют «часы», находящиеся в местах с различными гравитацион
ными потенциалами, скорость «хода» которых можно проконтролировать 
с большой точностью; это — источники света с линейчатым спектром. Из 
сказанного выше следует 35, что свет, приходящий от такого источника, 
расположенного на поверхности Солнца, обладает длиной волны, при
близительно на две миллионных доли большей, чем свет, испускаемый: 
теми же атомами на Земле.

Если мы будем относить электромагнитный процесс в некоторый мо
мент времени к неускоренной системе отсчета мгновенно покоящейся 
относительно системы отсчета 2 , движущейся равномерно ускоренно,, 
то в соответствии с (5) и (6) выполняются уравнения

Согласно сказанному выше, величины р', и Х ' , Ь ' ,  х ' и т. д., отне
сенные к системе отсчета 6" , можно сразу приравнять соответствующим 
величинам р, и, X,  Ь, | и т. д., отнесенным к 2 , если мы ограничиваемся

85 В предположении, что соотношение (30а) выполняется также в. неоднородном^ 
гравитационном поле.

§ 20. Влияние тяготения 
на электромагнитные процессы

и
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бесконечно малым временем 36, бесконечно близким к времени относи
тельного покоя 6" и 2 . Далее У мы должны заменить местным временем сг 
Однако для этого нельзя положить просто

д _  д 
дУ да

по той причине, что покоящаяся относительно системы отсчета 2  точка, 
к которой должны относиться преобразованные к 2  уравнения, за время 
ей' =  йо меняет свою скорость относительно £", причем согласно соот
ношениям (7а) и (76) этому изменению соответствует изменение во времени 
компонент поля, отнесенных к системе отсчета 2 . Поэтому следует поло
жить:

дХ ' _ _  д Х  дЬ' _ _  дЬ
дУ да ’ дУ да ’

д У  _  дУ  _т_ АТ дАГ  _  Ш _______ 7
дУ да с ’ дУ да с ’

дУ да с ’ дУ да~Г с

Таким образом, уравнения электромагнитного поля, отнесенные к 2 ,  
принимают вид

1  / л . дХ\ _ _  dN дМ
~ [ р щ - f  ж ) drj dt, ’

1 (  , dY  , Т пЛ dL dN
с (Р«т) +  да + i N )

!\<Ъ

II

дВ, ’

1 /  . dZ дМ dL
с ( Р ^  +  ~ V м ) —  dZ, Э ц  ’

1  BL дУ dZ
с да

1II

дц ’

1  /д М dZ д Х
с \  да ~ z ) ~  дВ,

1  IdN  , 
с \ да * *

_ _  дХ дУ
~  Э г ) d V

Это ограничение не влияет на пределы применимости наших результатов, 
поскольку выводимые далее законы природы по существу не могут зависет^ 
ОТ времени.
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Умножим эти уравнения на (1 +  — ) и введем обозначения 

Х* =  х { \  +  & ) ,  Р  =  у ( 1  +  | ) 1 Т , д.

Р* = р ( 1  +

Далее, пренебрегая членами второй степени по у, получаем уравнения
і  / *  . дх*\ э т  эм*

1 / *  . Э У * \  дЬ* дN* ,0 , .
с (р и-п -Ь дв ) д£ , (31а)

1 / *  , дг*\ дм* дЬ*
р =

1 дЬ* _  дУ* дг*
с да д£ дг) ’

1 дМ* __ дг* _  дХ*
~с ~да~ ~~ д\ ’

1 дЫ* _  дХ* _  дУ* 
с да дг\ д\ '

(32а)

Из этих уравнений прежде всего видно, какое влияние оказывает 
гравитационное поле на статические и стационарные явления. В этих 
случаях выполняются такие же закономерности, как в поле без тяготения, 
с той лишь разницей, что компоненты поля X  и т. д. заменяются на

Х  ^  и т- д - и Р на Р ^
Для рассмотрения хода нестационарных процессов мы будем пользо

ваться временем т как при дифференцировании по времени, так и для 
определения скоростей, т. е., согласно соотношению (30), положим

-  =  и + —дх \ с2 / да

Щ =  ( !  +  -§■) Щ.

Таким образом, мы получаем

112 I/ * , \ ш * дм *
^  дХ ! 9т1 ^  И Д* Т‘ (316)
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и
1 дь* дУ*

(326)ТГ£ \ * дх дС,

Эти уравнения имеют такой же вид, как в неускоренной системе или 
пространстве, свободном от тяготения; но вместо с в них входит величина

Отсюда следует, что световые лучи, распространяющиеся не по оси X , 
искривляются гравитационным полем; изменение направления, как легко

направлениями силы тяжести и светового луча.
С помощью этих формул и уравнений для поля и электрического тока 

в точке, известных из оптики покоящихся сред, можно определить влия
ние гравитационного поля на оптические явления в покоящихся средах. 
При этом следует учитывать, что уравнения оптики покоящихся сред 
выполняются для местного времени а. К сожалению, согласно нашей 
теории, влияние поля тяготения Земли так незначительно (вследствие

усс чтого, что величина мала), что нет никаких перспектив на сравнение
результатов теории с опытом.

Умножая уравнения (31а) и (32а) соответственно на Х74гт, . . ., У74л; 
и интегрируя по бесконечному пространству, получаем в наших преж
них обозначениях

есть энергия г|а, подводимая к веществу в единицу объема за единицу 
местного времени а, при условии, что эта энергия измеряется прибором, 
находящимся в рассматриваемой области. Следовательно, согласно соот
ношению (30),

Увидеть, составляет -^ -эт ф  на 1 см пути света, где ф означает угол между

 ̂ “Ь {щ Х  -Ь итХ +  ихТі) с/со +
УІ \2 1 д
с2 /  8 я  да (X 2 +  У2 +  . .  . +  У 2) с/со -  0 .

При этом

X- (щ Х  +  игу  -Ь и ^ )

представляет собой энергию, подведенную (и так же измеренную'» к ве-
® А. Эйнштейн, том I 113
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ществу в единицу объема за единицу времени т; ^  (X 2 +  У 2 +  . . . +  У 2) 
есть электромагнитная энергия е на единицу объема, измеренная таким же 
способом. Учитывая далее, что, согласно (30), ^  =  (1 +  ^|) полу' 
чаем

^ (1  +  ^ - ) л тй ® +  +  =

Это соотношение выражает закон сохранения энергии и содержит 
весьма примечательный результат. Вкладу энергии Е =  eofa» (или при
росту энергии т](йвс/т) в интеграл энергии соответствует еще дополни-

Е Етельный вклад величиной =  -^-Ф» связанной с местом, где нахо
дится Е. Следовательно, каждому количеству энергии Е в гравитацион
ном поле соответствует потенциальная энергия, по величине равная 
потенциальной энергии «тяжелой» массы величиной Е/с2.

Таким образом, выведенная в § 11 теорема о том, что энергии Е соот
ветствует масса величиной Х /с2, выполняется не только для инертной, 
но и для тяготеющей массы, если остается в силе предположение, вве
денное в § 17.

Поступила 4 декабря 1907 г.

В этой статье поставлен вопрос о влиянии постоянного гравитационного поля на 
частоту излучаемого света (ср. статью 14). Вычисления отклонения луча света еще не 
учитывали эффекта кривизны пространства, а потому привели к результату, вдвое 
меньшему правильного (ср. статью 36).

Некоторые опечатки в этой статье были исправлены Эйнштейном в заметке, 
опубликованной в следующем томе «Jahrbuch d. Radioakt.» (1908, 5, 98, 99); в той 
же заметке, отвечая на письмо Планка, он уточняет понятие «равномерно ускорен
ного движения».

«В используемой нами кинематике ускорение dvfdt зависит от состоя
ния (неускоренной) системы отсчета. Из всех значений ускорения, кото
рые можно рассматривать для определенной эпохи движения, выделяется 
значение, отвечающее системе отсчета, относительно которой тело имеет 
скорость v =  0. Именно это значение ускорения должно оставаться по
стоянным при «равномерно ускоренном» движении. Использованное на 
стр. 108 соотношение v =  yt справедливо только в первом приближении; 
это, однако, достаточно, так как мы учитываем лишь линейные члены».
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ОБ ОСНОВНЫХ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХ 

ДВИЖУЩЕГОСЯ ТЕЛА®
( Совместно с И. Лаубом)

В краткой статье Минковского 1 выведены основные уравнения элек
тродинамических процессов в движущихся телах. Принимая во внимание 
то, что эта работа в математическом отношении предъявляет к читателю 
слишком большие требования, мы считаем полезным получить эти ос
новные уравнения элементарным путем, который, впрочем, в основном 
соответствует методу Минковского.

§ 1. Вывод основных уравнений электродинамики 
для движущегося тела

Избранный нами путь состоит в следующем. Введем две инерциаль- 
ные системы координат К  и К', которые движутся относительно друг 
друга. Если в пространстве находится вещество, покоящееся по отно
шению к К\ то для К' справедливы законы электродинамики покоящегося 
тела, которые выражаются уравнениями Максвелла — Герца. Приводя 
эти уравнения к системе К , непосредственно получаем электродинами
ческие уравнения движущегося тела для случая, когда скорость веще
ства постоянна в пространстве и времени.

Уравнения, полученные таким путем, очевидно, справедливы по 
крайней мере в первом приближении при горизонтальном распределении 
скоростей вещества. Это предположение оправдано отчасти также тем, 
что результат, полученный этим путем, строго справедлив в тех случаях,

* Über die elektromagnetischen Grundgleichungen für bewegte Körper.  Ann. Phys., 
1908, 26, 532— 540 (Mit J. Laub).

1 H. M i n k o w s k i .  Gött. Nachr., 1908, 45.
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когда имеется некоторое количество одинаковых тел, движущихся с раз
личными скоростями и разделенных друг от друга вакуумом.

Обозначим относящиеся к системе К' векторы напряженности элек
трического и магнитного полей соответственно через <£' и ф', векторы 
электрической и магнитной индукции соответственно через Ь' и В ', 
вектор плотности электрического тока — через э'; далее через р' обо
значим плотность электрического заряда. Для системы отсчета К' спра
ведливы следующие уравнения Максвелла — Герца:

Рассмотрим вторую прямоугольную систему отсчета К , оси которой 
параллельны осям системы К'. Начало координат системы К' движется 
с постоянной скоростью V  в положительном направлении оси х  систе
мы К. То1да при выборе удобного начала отсчета времени, как извест
но, справедливы для каждого события следующие преобразования 3:

где х, у, г, £ означают пространственные и временную координаты 
в системе К.

Произведя эти преобразования, получаем уравнения 3

2 A. E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1905, 17, 902.
3 В формулах (8), (9), (12а) и (13) исправлены опечатки, на которые было ука

зано самими же авторами [см. A. E i n s t e i n ,  J. La u b .  Ann. Phys., 1908, 27, 
232].— Прим. ред.

(1)

rot' а' =  — 1 dB'
(2)

(3)

(4)

с dt' ’
div' D' =  p\ 

d iv 'B ' =  0 .

x =  ß (x — vt), 

У =  У.

( l a )

(2a)

n e
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сПу В =  р, 
(Н у  В =  О ,

где

V »

е » = р ( е ' , , + ^ ® ; ) ,

= =  Ф э С 5

=  Р ~

Ф г =  Р [§г  Н ~

Р =  Р (р' +  ~Г ** I »

&х ~  Р ( $ *  +  ^ р / )  т

^ У  ~  Р  [ ^ У  И > 

== Р ( & 2 -----— ,

%>х =  $ * ,

(За)
(4а)

(6)

Р(®'* + г) ’

(7 )

(8) 

(9)

Чтобы выразить штрихованные величины как функции нештрихо
ванных, надо поменять местами штрихованные и негатрихованные ве
личины и заменить V на — V.

Уравнения (1а)— (4а), которые описывают электромагнитные процес
сы относительно системы К , имеют тот же самый вид, что и уравнения 
(1)— (4). Поэтому величины

б , В, $ , В, р, 5
по аналогии будем называть соответствующими величинами относитель
но системы К, а именно: будем называть <£, В, ф, В, р, 5 соответст - 
венно напряженностью электрического поля, электрической индукцией, 
напряженностью магнитного поля, магнитной индукцией, плотностью 
электрического заряда, плотностью электрического тока относительно си
стемы К.

Преобразования (6) и (7) переходят для вакуума в найденные ра
нее преобразования для напряженностей электрического и магнитного
полей 4.

А - Е I п э Ь е I п. Апп. РЬуэ., 1907, 23, 909.
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Повторное применение этих преобразований очевидно всегда должно 
приводить к уравнениям того же вида, что и первоначальные уравне
ния (1) — (4), и соотношения (6) — (9) являются для таких преоб
разований универсальными, так как в формальном отношении при вы
воде преобразований не использовалось условие, что вещество покоится 
относительно первоначальной системы.

Мы считаем, что в первом приближении преобразованные уравнения 
(1а) — (4а) справедливы также для случая, когда скорость вещества 
переменна в пространстве и времени.

Замечательно, что граничные условия для векторов <£, В, ф, В на 
границе двух сред те же, что и для покоящихся тел. Это непосредственно 
следует из уравнений (1а) — (4а) 5.

Уравнения (1а) — (4а) имеют вообще такое же значение, что и урав
нения (1) — (4), для неоднородных и анизотропных тел. Они еще не 
полностью определяют электромагнитные процессы. Напротив, еще не
обходимо задать соотношения, которые определяют вектора В, В и 5 
через <£ и ф. Эти уравнения мы получим только для того случая, когда 
вещество изотропно. Если мы опять рассмотрим прежде всего случаи, 
когда вещество покоится отнес ыельно системы К', то в системе К ' спра
ведливы уравнения

где є — диэлектрическая постоянная, р, — магнитная проницаемость, 
сг — электрическая проводимость, зависящие от координат х\ у ', г\ Ґ . 
Преобразуя уравнения (10) — (12) в систему К  при помощи соотноше
ний (6) — (9), получаем уравнения, применимые для системы К ,

В' =  е Г , 
В' =  |П?', 
5' =  а(Г,

(10)
( 1 0
(121

(10а)

(11а)

Ср. статью 10.— Прим. ред.
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6 Об электродинамических уравнениях движущегося тела

Р {*х— Щ  =  <3@;

=  ( е „ , (12а)

Если скорость вещества не параллельна оси X , то, выражая эту ско
рость через вектор и, из уравнений (10а)— (12а) получаем векторные соот
ношения

где индекс о означает, что берется компонента, направленная по о, а ин
декс в, — что берется компонента, перпендикулярная р.

В этом параграфе мы хотим рассмотреть такой простой специальный 
случай, как движущийся диэлектрик, и показать, чем отличаются ре
зультаты, предсказанные теорией относительности и теорией Лоренца.

Пусть бесконечная полоса &, поперечное сечение которой изображено 
на рис. 1, расположена перпендикулярно плоскости чертежа. Эта полоса 
движется перпендикулярно к плоскости чертежа с постоянной скоростью 
V между двумя пластинами А г и А 2 конденсатора. Размер полосы *5 в на
правлении, перпендикулярном пластинам А , бесконечно мал по сравне
нию с ее размерами в направлении, параллельном плоскости пластин, 
и по сравнению с размерами пластин; зазор между полосой £  и пласти
нами А но сравнению с толщиной полосы Я пренебрежимо мал. Отнесем 
рассматриваемую систему тел к системе координат, покоящейся относи
тельно пластин А. Пусть ось X  направлена вдоль движения полосы, 
а оси У и Z направлены соответственно параллельно и перпендикулярно 
пластинам А. Мы хотим исследовать электромагнитные свойства полосы,

э +-Н»$] =е{<г + у[»ві}, 

В —  і [ о в ]

Р(«. — |»|р) =  з {а  +  Т  [ю ві)о .
(13)

§ 2 .  Об электромагнитных свойствах 
движущегося диэлектрика. Опыт Вильсона

11»
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находящейся между пластинами А, если электромагнитное состояние 
стационарно.

Представим себе замкнутую поверхность, которая окружает полосу S 
вместе с непосредственно прилегающими к ней частями пластин конден

сатора. Внутри этой поверхности нет ни истинного за
ряда, ни электрического тока проводимости и применимы 
уравнения [ср. уравнения (1а) — (4а)]

, rot £? =  0,

rot <£ — 0.
— Внутри этого объема электрическое и магнитное поля 

потенциальны. Поэтому мы можем определить распреде
ление векторов <£ и ф, если известно распределение плот
ностей электрических и, соответственно, магнитных за
рядов. Ограничимся рассмотрением случая, когда на
пряженность магнитного поля ф параллельна оси У, а 

Рис. 1. напряженность электрического поля <£ параллельна оси 
Z. При этом упомянутые выше условия о порядках вели
чин размеров рассматриваемой системы дают нам право 

считать поля однородными внутри полосы и в промежутках. По той же 
причине магнитные заряды, находящиеся на концах сечения полосы, 
вносят лишь исчезающе малый вклад в магнитное поле6. Тогда соотно
шения (13) дают для области внутри полосы следующие соотношения:

2 ~Т ■£// =  e(®z Н 55,

55, +  =

Эти соотношения могут быть записаны также в следующей форме: 

1 — Иг ~ ) 55, =  ~  (ер — 1) Ъ2 +  ц (1 —

-1 — ец -V ) © , =  е (1  V )  +  — (ец — 1) ф;/.

Для пояснения соотношений (1) заметим следующее: на поверхности 
полосы электрическая индукция © 2 не испытывает скачка, так что

6 Это становится понятным также из того, что мы без существенного изменении 
соотношения между размерами пластин конденсатора и полосы можем придать 
им форму круглых цилиндров, в случае которых, как видно из соображений 
симметрии, свободные магнитные заряды вообще не могут возникнуть.
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9 Об электродинамических уравнениях движущегося тела)

равняется заряду единицы поверхности пластины конденсатора (точнее* 
заряду на пластине А 1). Далее разность потенциалов между пластинами 
конденсатора А х и А 2 равна (52б, где б — расстояние между пластинами, 
так как если мы представим себе бесконечно узкую щель, пересекающую- 
полосу параллельно плоскости XZ, то @2 благодаря граничным условиям 
равна электрической напряженности в щели.

Рассмотрим сначала случай, когда внешнее магнитное поле отсут
ствует, т. е. когда в рассматриваемом пространстве напряженность 
магнитного поля фу вообще исчезает. Тогда соотношения (1) принимают 
следующий вид:

(1 — ^ - 7 - ) ® » =  у  («(* — ! )  6 г,

( 1 - Ч х  * )  О, =

Так как V <С с, то если ер — 1 ]> 0, коэффициенты при @2 в обоих 
последних равенствах положительны. Коэффициенты при 25у и Ю2 при 
этом больше, равны или меньше нуля, когда скорость полосы соответ
ственно меньше, равна или больше, чем с/У^ер, т. е. скорость распростра
нения электромагнитных волн в диэлектрике. Если @2 имеет определенное 
значение, т. е. к пластинам конденсатора приложено определенное на
пряжение, и если изменять скорость диэлектрика от меньших величин 
к большим, то сначала растет как вектор О, пропорциональный заряду 
пластин конденсатора, так и магнитная индукция в диэлектрике. Если у  

достигнет величины с/ф^ер, то как заряд конденсатора, так и магнитная 
индукция станут бесконечно большими. Значит в этом случае диэлектрик 
был бы разрушен от приложения сколь угодно малой разности потенциа
лов. Для всех у^> с/У^ер значения О и В отрицательны. В последнем слу
чае напряжение, приложенное к пластинам конденсатора, создавало бьг 
на конденсаторе заряд противоположного знака.

Теперь рассмотрим еще случай, когда существует внешнее магнитноа 
поле фу. Тогда получаем соотношение

I1 — =  8 (1 — ^г) ® 2 +  7 (8^ —

которое дает связь между @2 и £)2 при заданном фу.
Ограничиваясь величинами первого порядка по у/с, получаем

£)2 =  е@2 -{- — (ер 1) фу, (2У

1 2 £
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в то время как теория Лоренца приводит к соотношению

^ 2  =  8@2 +  ~  (8   1) Н-Фу (8 )

Последнее соотношение было проверено экспериментально Г. Вильсо
ном (эффект Вильсона). Как мы видим, выражения (2) и (3) отличаются 
членами первого порядка. Если бы существовали диэлектрические тела 
со значительной магнитной проницаемостью, то можно было бы экспери
ментально выбрать между выражениями (2) и (3).

Если пластины Лх и А 2 конденсатора соединить проводником, то на 
пластинах появится заряд величины Юг на единицу площади. Мы получим 
эту величину из соотношения (2), замечая, что для замкнутых пластин 
конденсатора, соединенных проводником, =  0. Это дает:

=  у  (ф  — 1)Фу

Соединяя пластины конденсатора А х и Л2 с электрометром бесконечно 
малой емкости, так что £)2 =  0, мы получаем для напряжения (@2-6) 
соотношение

0 =  е@г — (ец — 1) $2У.

Поступила 2 мая 1908 г.
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ЗАМЕЧАНИЯ К НАШЕЙ РАБОТЕ 
„ОБ ОСНОВНЫХ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЯХ
д л я  д в и ж у щ и х с я  т е л «*

(Совместно с И. Лаубом)

М. Лауэ любезно обратил наше внимание на неправильное утвержде
ние, содержащееся в нашей работе г, названной в заглавии 2. В ука
занной работе мы писали:

«Замечательно, что граничные условия для векторов <£, О, ф, В 
на границе двух сред те же, что и для покоящихся тел. Это непосред
ственно следует из уравнений (1а) — (4а)».

Помимо того, что при выводе граничных условий уравнения (За) — 
(4а) не рассматриваются, это утверждение верно только в случае, если 
нормальная к граничной поверхности компонента скорости обращается 
в нуль, как это было в задаче, рассмотренной в § 2 названной работы. 
Граничные условия для общего случая легче всего найти, следуя по пути, 
соответствующему предложению Г. Герца.

Если граничная поверхность, или, точнее, бесконечно тонкая по
граничная оболочка, движется произвольно, то в расположенной на ней 
мгновенно покоящейся точке величины, определяющие электромагнитное 
поле, в общем случае изменяются во времени скачкообразно, или бес
конечно быстро; однако эти изменения будут непрерывными для точки, 
движущейся вместе с веществом. Таким образом, применение оператора

4 г  +  (»V)

* Bemerkungen zu unserer Arbeit «Über die elektromagnetischen Grvjidgleichungen 
für bewegte Körper». Ami. Phys., 1908, 28, 445— 447. (Mit J. Laub).

1 Ann. Phys., 1908, 26, 535 (Предыдущая статья).
2 В своем письме Лауэ уже сообщил нам правильные граничные условия и их 

вывод другим способом.
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Замечания к нашей работе 1908 г.

к скаляру или вектору на граничной поверхности такжз не приводит 
к бесконечно большим значениям. Записывая теперь уравнение (1а) 
цитированной выше работы в виде

i  « 0 0 /0 0  +  (oV) D} +  s =  rot f, +  I  (oV)O

и предполагая, что плотность тока s конечна и в граничном слое, мы 
убеждаемся, что левая часть этого уравнения будет конечной в погра
ничном слое. То же самое справедливо, следовательно, и для правой 
части уравнения.

Для облегчения интерпретации этого результата представим себе, 
что система координат расположена так, что некоторый бесконечно малый 
кусок граничной поверхности, который мы будем теперь рассматривать, 
оказывается параллельным плоскости YZ. Тогда ясно, что производные 
всех величин по у и z в рассматриваемом куске пограничной поверх
ности остаются конечными. Следовательно, и для тех членов в правой 
части уравнения, которые содержат производные по х, также должно 
получиться некоторое конечное значение. Разлагая правую часть урав
нения в ряд и опуская члены, содержащие производные по у и z, мы по
лучаем результат, что в пограничном слое остаются конечными следую
щие выражения:

Рх дТ)х 
с  д х  '

д%х _  »ж д&у 
д х  с  д х  ’

д х  с  д х

Предполагая также, что компоненты скорости остаются непрерывными 
на граничной поверхности, находим, что выражения

®Х7

§ » +

имеют одинаковые значения по обе стороны граничной поверхности (плос
кость YZ). Поскольку S* и компоненты о непрерывны, два последних 
выражения можно представить в виде

Фу ~  (̂ г̂ х Рх̂ г)»
\Фх ~  (Рх̂ у Ру̂х)*
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10 Замечания к нашей работе

Можно освободиться от специального выбора положения координат
ных осей по отношению к рассматриваемому элементу граничной по
верхности, переписав результат в векторной форме. Обозначая индексами 
п или п компоненты вектора, касательного (перпендикулярного к нор
мали) к поверхности разрыва, получаем, что выражения

{ e - 4 -ю ,  © ,}_

должны быть непрерывными на граничной поверхности.
Аналогичным способом из уравнения (2а) цитированной работы можно 

доказать непрерывность компонент

55ni

{ .  +  ! [ « ) } . .

Поступила б декабря 1908 г.

Дополнение. Если на рассматриваемой граничной поверхности на
ходятся истинные электрические заряды (J рйт) с поверхностной плот
ностью г), то плотность тока s становится бесконечной. Тогда выражение

rot ф +  у  (oV) О — s

остается конечным в пограничном слое, причем s следует заменить на 
(ц/с) р. Для этого случая также получаются указанные выше граничные 
условия, с той разницей, что первые из них необходимо заменить на

Э п2 ®nl — !]•
Поступило 19 января 1909 г.
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О ПОНДЕРОМОТОРНЫХ СИЛАХ, 
ДЕЙСТВУЮЩИХ В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ 

НА ПОКОЯЩИЕСЯ ТЕЛА*
( Совместно с И. Лаубом)

В недавно опубликованной работе Минковский 1 привел выражение 
для пондеромоторных сил электромагнитного происхождения, действу
ющих на любое движущееся тело. В частном случае покоящегося одно
родного изотропного тела выражение Минковского для ^-компоненты 
силы, действующей на элемент объема, принимает вид

#*  =  р 6 * + * А  — (1)

где р — плотность заряда, В — магнитная индукция, б — плотность 
электрического тока проводимости, & — напряженность электрического 
поля.

Это выражение, как нам кажется, не согласуется с представлениями 
электронной теории по следующей причине. Согласно электронной тео
рии, в магнитном поле силы действуют именно на то тело, которое яв
ляется носителем тока (тока проводимости). Если бы вместо тока про
водимости тело в магнитном поле пронизывалось бы током поляризации 
(дЫд{), то по формуле (1) это было бы не так. Таким образом, согласно 
Минковскому, здесь возникает принципиальное различие между током 
проводимости и током смещения, заключающееся в том, что проводник 
не может рассматриваться как диэлектрик с бесконечно большой ди
электрической постоянной.

* Über die im elektromagnetischen Felde auf ruhende Körper ausgeubten pondero/no- 
torischen Kräfte. Ann. Phys., 1908, 26, 541— 550 (Mit J. Laub).

1 H. M i n k o w s k i .  Gött. Nachr., 1908, 45.
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11 О пондеромоторных силах

На этом основании нам представляется интересным получить при 
помощи электронной теории выражение для пондеромоторных С И Л  для 
любого намагниченного тела. В дальнейшем мы дадим такой вывод,, 
ограничиваясь покоящимися телами.

§ 1. Силы, не зависящие от скорости 
элементарных частиц

Мы будем последовательно придерживаться основ электронной тео
рии 2. Итак, положим

I> =  « + ! > ,  (2>
В =  § +  ф, (3)

где Р обозначает электрический, а ф — магнитный вектор поляризации. 
Электрическую или магнитную поляризацию мы представляем себе как 
пространственное смещение положения равновесия связанных электри
ческих или магнитных масс диполей. Кроме того, предположим сущест
вование не связанных в диполи подвижных электрических частиц (элек
тронов проводимости). Пусть в пространстве между упомянутыми ча
стицами выполняются уравнения Максвелла для пустого пространства,, 
и пусть, как у Лоренца, взаимодействие между материей и электромаг
нитным полем обусловливается исключительно этими частицами. Соот
ветственно этому мы примем, что силы, действующие в электромагнитном 
поле на элемент объема материи, являются результирующей пондеромо
торных сил, которые действуют в этом поле на все находящиеся в данном, 
элементе объема электрические и магнитные элементарные частицы. 
Под элементом объема материи мы всегда понимаем объем такой величи
ны, чтобы в нем содержалось очень большое число электрических или 
магнитных частиц. В дальнейшем границы рассматриваемого элемента 
объема надо всегда выбирать так, чтобы ограничивающая его поверх
ность не проходила через электрические или магнитные диполи.

Вычислим сначала действующую на электрический диполь силу, 
которая появляется вследствие того, что напряженность поля & в тех 
местах, где находятся элементарные массы диполя, не равна напряжен
ности поля в остальном пространстве. Если обозначить вектор диполь- 
ного момента через р, то выражение для ж-компоненты силы будет 
иметь вид:

* д®х , д®х ■
Ь =  аГ +  Р « Ж  +  Р г аГ-

Однако ради простоты изложения будем придерживаться дуалистического тол
кования электрических и магнитных явлений.

12Т



О пондер омоторных силах 1908 г.

Записывая последнее выражение для всех диполей в единице объема, 
суммируя и учитывая соотношение

получаем

=  +  И)

Если алгебраическая сумма положительных и отрицательных электро
нов проводимости не равна нулю, то к выражению (4) прибавляется еще 
один член, который мы теперь вычислим, ж-компонента пондеромоторной 
силы, действующей на электрон проводимости с электрической массой е, 
равна е Суммируя эту силу по всем электронам проводимости в еди
нице объема, получаем

(5)

Если представить себе, что рассматриваемая материя находится в еди
нице объема и окружена поверхностью, не проходящей через диполи, то, 
согласно теореме Гаусса и определению вектора смещения О, получим

=  сПу О,
так что

Зг2х =  @*<1пгО. (5а)

Поэтому ж-компонента силы, действующей в электрическом поле на 
единицу объема материи, будет равна

8 «  =  +  & *  =  +  V« < М ^ О .  (6)

Аналогично, принимая во внимание соотношение 
сЕу  В =  0,

для ж-компоненты действующей в магнитном поле силы получаем 

ек   л  д $ х  | л  д & х  | л  д.рхОтх — «ж дх +  ду +  и г дг . (7)

Следует заметить, что для вывода выражений (6) и (7) не нужно де
лать никаких предположений о соотношениях, связывающих напряжен
ности поля векторами поляризации Р и ф .

Для анизотропных тел напряженность электрического или магнит
ного поля является источником не только силы, но и пары сил, которая 
воздействует на материю. Искомый вращательный момент легко нахо
дится для отдельных диполей и суммы всех электрических и магнитных
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11 О пондеромоторных силах

диполей в единице объема. Этот момент получается равным
С =  { [Р « ] +  [<ОД]}. (8)

Формула (6) определяет пондеромоторные силы, которые проявляются 
в электростатических задачах. Преобразуем это выражение для слу
чая изотропного тела так, чтобы оно допускало сравнение с тем выра
жением для пондеромоторной силы, которое дается в электростатике. 
Если положить

р = ( е - 1 ) в ,
то формула (6) переходит в

Оба первых члена этого выражения идентичны известным из электро
статики. Третий член, как это видно, можно получить из потенциала. 
Если речь идет о силах, которые действуют на тело, находящееся в пу
стоте, то последний член при интегрировании по всему объему тела не дает 
никакого вклада. Если же речь идет о пондеромоторной действии на 
жидкость, то часть силы, соответствующая третьему члену, компенси
руется распределением давления в жидкости.

§ 2. Силы, зависящие от скорости 
элементарных частиц

Перейдем теперь к той части пондеромоторной силы, которая возни
кает вследствие движения элементарных зарядов.

Будем исходить из закона Био — Савара. В случае, если рассмат
риваемое вещество не намагничивается в магнитном поле, на элемент 
объема, через который протекает ток и который находится в магнитном 
поле, действует, согласно опыту, сила, для единицы объема равная

7  1 * 1 -
Внутри магнитно поляризуемого тела эту силу до сих пор полагали, 

насколько нам известно, равной 3

7  1*В 1'
где В — магнитная индукция. Покажем теперь, что и в случае магнитно 
поляризуемой среды сила, действующая на элемент объема, в которой

3 См., например: М. A b r a h a m .  Theorie der Elektrizität. Bd. 2, 1905, 319.
О

A. Эйнштейн, том I 129
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течет ток, получается добавлением к выражению (7) объемного члена:

=  (9)
Покажем это сначала на одном простом примере.

Пусть бесконечно тонкая полоса изображенная в разрезе на рис. 1, 
простирается бесконечно далеко в обе стороны перпендикулярно пло
скости данного листа книги. Она представляет собой слой магнитно 
поляризуемого материала и находится в однородном магнитном поле 
фа, направление которого на рисунке обозначено стрелками. Нас ин
тересует сила, действующая на слой вещества, в случае, когда по нему 
течет ток |.

I I-
В

+ + + +  + + + + + +
ь

Рис. 1.

Опыт учит, что эта сила не зависит от магнитной проницаемости ма
териала проводника. Отсюда делают вывод, что не напряженность поля 
ф, а магнитная индукция В* должна определять пондеромоторные силы, 
так как магнитная индукция В* внутри полосы равна действующей извне 
на нее силе фа, независимо от магнитной проницаемости полосы, в то вре
мя как действующая внутри полосы сила ф* при заданном внешнем поле 
зависит от ц. Однако это заключение неосновательно, так как рассмотрен
ная пондеромоторная сила не единственно действующая на полосу ве
щества сила. Внешнее поле фа индуцирует на верхней и нижней по
верхностях полосы соответственно отрицательные и положительные маг
нитные заряды с плотностью 4 (1 — 1/ц) фа. На каждый такой заряд 
действует сила, вызванная протекающим по полосе током. Сила, дей
ствующая на единицу длины полосы, равна I /26 и направлена на верх
ней и нижней поверхностях полосы в разные стороны 5. Эти результи
рующие пондеромоторные силы складываются, так что мы получаем сум

4 Эта плотность равна =  351 =  фа (1— 1/р.).
6 Вместо этих сил, действующих на заряды, мы должны были бы ввести, конечно, 

в соответствии с результатами предыдущего параграфа, объемные силы, что, 
однако, не меняет результата.
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марную пондеромоторную силу: (1 — 1/ц) фа 1. Эта сила, как нам кажется, 
до сих пор не принималась во внимание.

Сила, действующая в конечном итоге на единицу длины полосы, будет 
теперь равна сумме только что вычисленной силы и силы Л, которая 
действует в магнитном поле на элемент объема вследствие того, что в нем 
течет электрический ток. Так как общая сила, действующая на единицу 
длины полосы, согласно опыту равна 1 то имеет место соотношение

Таким образом, видно, что для вычисления нондеромоторной силы Л, 
действующей на элемент объема, в котором течет ток, существенна не 
магнитная ^индукция Вц а напряженность поля %.

Чтобы устранить всякое сомнение, обсудим еще один пример, на ко- 
тором можно убедиться, что принцип равенства действия и противодей
ствия требует выбранного нами выражения.

Представим себе находящийся в пустоте цилиндрический проводник,' 
по которому течет ток э и который простирается вдоль оси X  некоторой 
координатной системы бесконечно в обе стороны. Пусть физические пара
метры проводника, как и появляющийся в дальнейшем вектор напря-, 
женности поля, не зависят от ж, а являются функциями z ш у. Пусть 
также проводник обладает сильной магнитной восприимчивостью и пусть 
он намагничен перпендикулярно оси X. Предположим, что внешнее 
магнитное поле не действует на проводник, и, следовательно, напряжен
ность магнитного поля ф обращается в нуль на большом расстоянии 
от проводника.

Ясно, что на проводник в целом никакая пондеромоторная сила не дей
ствует, так как этому действию нет видимого противодействия. Покажем 
теперь, что при выборе нашего выражения эта сила на самом деле об
ращается в нуль. Общую силу, действующую в направлении оси Z на 
единицу длины нашего проводника, можно представить в соответствии 
с формулами (7) и (9) в виде

где с1/  обозначает элемент поверхности в плоскости УХ.
Примем, что на поверхности проводника все рассматриваемые вели

чины постоянны. Рассмотрим сначала иервый интеграл в соотношении (10). 
Очевидно, что

(1 — 1/ц) 1$а +  В  =  1§а,
И Л И

(Ю)

Я'»! '  ̂ Я 7.ду дг
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Если подставить правую часть этого соотношения в наш интеграл, то 
при интегрировании по плоскости УХ обращаются в нуль оба первых 
члена, так как на бесконечности напряженность поля равна нулю. Тре
тий член можно преобразовать с учетом уравнения

с Ц у  В  =  0  

так, что наш интеграл примет вид

Очевидно также, что

(, =  ЩуЬг , 1  £&£ _  й &
2 \ д у  д г  }  д у  2  д г  д у

Однако при интегрировании исчезают оба первых члена

Ц М г  +  1 д3 \
д у  2 д г

прео
тогда он будет иметь вид

Член — фу -щ- можно преобразовать с помощью уравнения Максвелла;

8х  ^  дг

так что мы сможем, наконец, записать соотношение (10) в виде

Последний интеграл равен нулю, так как на бесконечности напряжен
ность поля обращается в нуль.

После того как мы таким образом нашли силу, действующую на ве
щество, в котором течет ток проводимости, получим силу, действующую 
на пронизываемое потоком поляризации тело, приняв во внимание, что 
поляризационный ток и ток проводимости должны быть эквивалентны 
в отношении электродинамического действия, во всяком случае с точки 
зрения электронной теории.

Если учесть дуализм электрических и магнитных явлений, то полу
чим еще силу, действующую в электрическом поле на тело, пронизы
ваемое потоком магнитной поляризации. В качестве общего выражения 
для сил, которые зависят от скорости элементарных частиц, мы получим 
таким путем равенство:

5« =  4 -1*51 +  4  № №  )«Н +  Т  1 « (0 « /* ) 1 . (11)
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§ 3. Равенство действия и противодействия
Если сложить соотношения (6), (7) и (И), то для ж-компоненты пондеро- 

моторной силы, действующей на единицу объема вещества, получится 
общее выражение в форме

/Г> 1 . Л I at I I Л(Sx dlV D -{- ^  4“ Фг Яг'• дх 

ду dz

2 dz

+ т [*G1* + T

дх +
dV
dt + & dt

Это выражение для Рх можно записать также в виде
1 1 г в У  1 1

&, =  СМ1уВ +  }  [*Ч1*+|- +  $,<1Ыг +  | а в -
dt

, 3 ($*<£*) , , д № г®г) д ( й х<ох) д { й у § у )
дх ду dz д х ' д у

4"

Если заменить

(s 4“ дУ
dt

1 дВи  д—с dt

пользуясь уравнением Максвелла, соответственно на rot ф и rot <£, то 
после некоторых простых преобразований получим

1 3©
(12)дХх л дХу дХ2

dz dtх дх ду

Здесь введены обозначения 6:

(®2 +  £ 2) +  ®*®* +  & » * , 

х „  =  @хэ „  +

Х 2 =  ®х®г 4 -  Ф х^ г

@ х  =  С [ « $ ] * .

Соответствующие соотношения существуют также и для двух других

(13)

компонент пондеромоторной силы.

Г-н Вин обратил наше внима 
ме пондеромоторные силы дл 
Enzycl. math. Wiss., 5, 247).

6 Г-н Вин обратил наше внимание на то, что уже Лоренц ввел в этой же фор
ме пондеромоторные силы для ненамагничивающихся тел (Н. А. Ьо г е пЬг .
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Если соотношение (12) проинтегрировать по всему пространству, 
то в случае обращения в нуль вектора напряженности поля на беско
нечности получим соотношение:

- ~ 5 <гт'й 5- <14>
Оно свидетельствует о том, что пондеромоторные силы при учете электро
магнитного количества движения удовлетворяют закону равенства дей
ствия и противодействия.

Поступила 18 мая 1908 г.



1909
І2

ЗАМЕЧАНИЕ К РАБОТЕ МИРИМАНОВА 
„ОБ ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЯХ...«*

1. Система дифференциальных уравнений и уравнения преобразова
ния в работе Мириманова 1 отличаются от введенных Минковским толь
ко тем, что вместо вектора, обычно обозначаемого через ф (напряжен
ность магнитного поля), автор вводит вектор

«  =  $  — і [ Р ю ] .

Как указывает сам автор, именно при введении вектора ф диффе
ренциальное уравнение (1) совпадает с соответствующим уравнением 
Минковского; в остальные же три дифференциальных уравнения вектор 

не входит и они имеют тот же вид, что и соответствующие уравнения 
Минковского. Автор указывает также на то, что его векторы <£, В, ф и 
В преобразуются как обычные векторы поля, обозначаемые через В, ф, В.

2. Соотношения между векторами, содержащие материальные кон
станты (є, ц и сг), также не отличаются от соответствующих соотношений 
Минковского. Автор исходит из того, что для системы координат, по
коящейся в данный момент времени относительно рассматриваемой систе
мы материальных точек, должны выполняться соотношения:

В =  ей, $ =  - В ,  3  =  ай.1 [Л, ’
Если теперь предположить, что вектор ф (автора) при ш =  0 совпадает 
с вектором ф, а вектор ф в дифференциальных уравнениях и уравнениях 
преобразований автора играет ту же роль, что и вектор ш в уравнениях

* Bemerkung zu der Arbeit von D. Mirimanoff  «Die Grundgleichungen...», Ann. 
Phys. 1909, 28, 885— 888.

1 M i r i m a n o f f .  Ann. Phys., 1909, 28, 192.
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Замечание к работе Мириманова 1909 г.

Минковского (обычно обозначаемый через ф), то можно видеть, что эти 
уравнения также совпадают с уравнениями Минковского с точностью до 
замены обозначения ф на ф.

3. Таким образом, показано, что величина ф во всех уравнениях 
Мириманова играет ту же роль, что и величина, обозначаемая обычно 
через ф и называемая «магнитной силой» или «напряженностью магнит
ного поля». Однако уравнения Мириманова имеют несколько другое со
держание, чем уравнения Минковского, так как величина ф у Мирима
нова, в соответствии с определением, имеет иной физический смысл, чем 
обычная, обозначаемая через ф величина.

Чтобы разобраться в этом, рассмотрим сначала вопрос о том, каков 
смысл векторов й, О, В в уравнениях:

Заметим, что эти векторы в частном случае, когда скорость вещества »  
отлична от нуля, до сих пор определены не были.

Определения, на которых могли бы базироваться (идеальные) измере
ния этих величин, имеются только для случая, когда скорость ш равна 
нулю; мы подразумеваем именно те определения, которые хорошо извест
ны из электродинамики покоящихся тел. После того, как мы нашли 
с использованием уравнений Минковского, что в определенном элементе 
объема тела, движущемся со скоростью ш, векторы поля в некоторый мо
мент времени имеют определенные (векторные) значения Ь, ф, В, 
нам необходимо прежде всего преобразовать эти векторы поля к системе 
координат, покоящейся относительно данного элемента объема. Получен
ные таким образом векторы <£', V', В' имеют определенный физиче
ский смысл, известный из электродинамики покоящихся тел.

Таким образом, дифференциальные уравнения Минковского для точ
ки, где ю ф  0, сами по себе еще решительно ни о чем не говорят, и имеют 
смысл только вместе с уравнениями преобразований Минковского и с ут
верждением, что в случае ш =  0 определения электродинамики покоя
щихся тел должны быть справедливы для векторов поля.

Мы можем теперь спросить, действительно ли вектор ф Мириманова 
определяется иначе, чем вектор, только что обозначенный нами через 
Ї?? Это оказывается не так по следующим причинам.

1. Векторы поля ТУ, ф, В Мириманова подчиняются тем же диффе
ренциальным уравнениям и уравнениям преобразований, что и векторы 
поля й, В, ф, В уравнений (А) Минковского.

(А)
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12 Замечания к работе Мириманова

2. И вектор Мириманова ф и вектор ф из уравнений (А) определены 
только для случая ш =  0; поэтому, в силу уравнения Мириманова

<5 =  5 —

следует положить, что ф =  ф =  напряженности поля; вектор ф входит 
в уравнение (А) так, что он, в случае ш =  0, совпадает с напряженностью 
поля в смысле электродинамики покоящихся тел.

3. Эти два аргумента убеждают нас в том, что вектор Мириманова ф 
и вектор $  в уравнениях (А) вполне равнозначны.

4. Чтобы сравнить свои результаты, относящиеся к опыту Вильсона, 
с результатами, полученными нами с Лаубом, автору следовало бы раз
вить свои рассуждения настолько, чтобы найти соотношения между опре
деленными, по крайней, мере принципиально доступными опыту величи,- 
нами. Для этого ему нужно было бы только использовать при решении 
своей системы уравнений соответствующие граничные условия. После 
вышеизложенного он пришел бы к точно тем же выводам, что и мы, так 
как его теория совпадает с теорией Минковского.

В заключение мне хотелось бы указать на значение недавно появив
шейся работы Франка 2, в которой посредством учета условий Лоренца 
восстанавливается соответствие между лоренцовым толкованием элек
тродинамики движущихся тел в рамках электронной теории и толко
ванием Минковского. Преимущество толкования с точки зрения элек
тронной теории заключается, с одной стороны, в том, что оно дает на
глядное объяснение вектору П О Л Я , а С другой стороны, в Т О М , Ч ТО  О Н О ’ 

обходится без искусственных предположений о том, что производные- 
от скорости вещества не входят в дифференциальные уравнения.

Поступила 22 января 1909 г.

2 РЬ. К г а п к. Апп. РЬув., 1908, 27, 1059.
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І З

ПРИНЦИП ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 
И ЕГО СЛЕДСТВИЯ 

В СОВРЕМЕННОЙ ФИЗИКЕ«

g 1. Эфир
С тех пор, как было признано, что. между упругими колебаниями ве

сомой материи и явлениями интерференции и дифракции света существует 
глубокая аналогия, появилось убеждение, что свет должен рассматри
ваться как колебательное состояние особого вида материи. Так как, 
кроме того, свет может распространяться там, где отсутствует весомая 
материя, ученые пришли к выводу, что в том случае, когда речь идет о 
распространении света, необходимо признать существование особого 
вида материи, отличного от весомой материи. Этот вид материи был на
зван эфиром. Поскольку в разреженных телах, например в газе, скорость 
распространения света почти такая же, как и в пустоте, естественно было 
признать, что и в этих случаях эфир играл большую роль в световых 
явлениях. Наконец, гипотеза о существовании эфира внутри жидких и 
твердых тел была необходимой для понимания законов распространения 
света в этих телах, поскольку невозможно было объяснить большую 
скорость распространения только упругими свойствами весомой материи. 
Из всего сказанного выше следует, что существование особой среды, 
пронизывающей всю материю, казалось неоспоримым и что гипотеза 
о существовании эфира составляла для физика прошлого столетия важ
ную часть представления о Вселенной.

Возникновение электромагнитной теории света внесло некоторые из
менения в гипотезу об эфире. Прежде всего, не вызывало сомнений, 
что электромагнитные явления необходимо свести к способам движения 
этой среды. Однако постепенно крепло убеждение в том, что никакая 
механическая теория эфира не дает ясного представления об электро

* Principe de relativité et ses conséquences dans la physique moderne. Arch. sei. phys.
Natur., ser. 4, 1910, 29, 5—28, 125— 144.
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магнитных явлениях, и тогда стали рассматривать электрические и маг
нитные поля как сущности, механическое толкование которых является 
излишним. Прямым следствием такого толкования было то, что эти поля 
в п-устоте стали рассматривать как особые состояния эфира, не требующие 
более детального анализа.

Механическое и чисто электромагнитное толкование оптических и 
электромагнитных явлений имёет то общее, что в обоих случаях электро
магнитное поле рассматривается как особое состояние гипотетической 
среды, заполняющей все пространство. Именно в этом указанные два 
толкования коренным образом отличаются от теории истечения Ньютона, 
согласно которой свет состоит из движущихся частиц. Согласно Ньюто
ну, пространство должно рассматриваться как несодержащее ни весомой 
материи, ни лучей света, т. е. как абсолютно пустое. В то же время меха
ническая и электромагнитная теории заставляют рассматривать само 
пространство как заполненное эфиром.

§ 2. Оптика движущихся тел и эфир
Приняв гипотезу о существовании эфира, нужно ответить на вопрос 

о механических связях, соединяющих эфир и материю. Когда материя 
приходит в движение, увлекается ли эфир полностью движущейся мате
рией, или же он движется лишь частично, или, наконец, он остается не
подвижным? Эти вопросы являются основными для оптики и электродина
мики движущихся тел.

Проще всего было бы предположить, что движущиеся тела полностью 
увлекают эфир, который они содержат. Именно при этом предположении 
Герц построил непротиворечивую электродинамику движущихся тел. 
Тем не менее, как следует из знаменитого эксперимента Физо, эта теория 
неприемлема. Опыт Физо, который можно рассматривать как ехрептеп- 
1ию сгисТэ, основан на следующих соображениях. Пусть и' — скорость 
распространения света в прозрачной и неподвижной среде. Сообщим этой 
среде равномерное и прямолинейное движение со скоростью V. Если 
среда заставляет двигаться весь содержащийся в ней эфир, то распро
странение света по отношению к среде будет таким же, как если бы среда 
была неподвижна; иначе говоря, и' будет также и скоростью распростра
нения света по отношению к движущейся среде. Чтобы найти скорость 
по отношению к наблюдателю, не принимающему участия в движении 
среды, достаточно, следуя правилу сложения скоростей, к скорости и' 
прибавить векторно скорость V. В частном случае, если и' и V лежат на 
одной прямой, получается либо и' +  V, либо и' — V, в зависимости от 
того, одинаковое или разное направление имеют скорости и' и V. Однако 
Даже самые большие скорости, которые можно было бы сообщить телу,
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очень малы по сравнению со скоростью света; следовательно, возникает 
необходимость в очень точном экспериментальном методе, который позво
лил бы убедительно показать влияние движения среды на эту скорость, 
физо предложил следующий эксперимент. Рассмотрим два луча света, 
способных интерферировать друг с другом, и две трубы, наполненные 
одинаковой жидкостью. Пропустим вдоль каждой трубы параллельно ее 
оси пучки света так, чтобы они интерферировали друг с другом после их 
выхода из труб.

Положение интерференционных полос изменится, если жидкость при
ходит в движение параллельно оси труб.

По различным положениям интерференционных полос в зависимости 
от изменения скорости течения можно определить скорость распростра
нения света 1 относительно стенок трубы, т. е. скорость в движущейся 
среде. Физо нашел таким путем для суммы скоростей не величину и' +  V, 
как мы могли бы ожидать из всего предыдущего, агг' +  аV, где а — число, 
заключенное в пределах между 0 и 1 и зависящее от показания преломле
ния п среды 2 а =  1 — 1 /п2.

Итак, частично свет увлекается движущейся жидкостью. Этот экспе
римент отвергает гипотезу полного увлечения эфира. Следовательно, ос
таются две возможности.

1. Эфир полностью неподвижен, т. е. он не принимает абсолютно ни
какого участия в движении материи.

2. Эфир увлекается движущейся материей, но он движется со ско
ростью, отличной от скорости движения материи.

Развитие второй гипотезы требует введения каких-либо предположе
ний относительно связи между эфиром и движущейся материей. Первая же 
возможность очень проста, и для ее развития на основе теории Максвелла 
не требуется никакой дополнительной гипотезы, могущей осложнить ос
новы теории.

В 1895 г. Лоренц 3, предполагая эфир абсолютно неподвижным, пред
ложил весьма совершенную теорию электромагнитных явлений. Эта тео
рия позволяла не только количественно предсказать результаты экспери
мента Физо, но и очень просто объясняла почти все опыты, которые можно 
было представить себе в этой области.

Лоренц утверждает, что материя состоит из элементарных частиц, 
часть которых, по крайней мере, обладает электрическими зарядами. 
Движущаяся по отношению к эфиру заряженная частица может быть

1 Точнее, фазовую скорость света.
2 В этом выражении пренебрегается дисперсией.
3 Н. А .  L o r e n t z .  Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erschei

nungen in Bewegten Körpern. Leyden, 1895.
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отождествлена с элементом тока. Действие электромагнитного поля на 
частицу и реакция частицы на поле — вот единственные связи между ма
терией и эфиром. В эфире, там, где пространство свободно от частиц, элек
трическое и магнитное поля описываются уравнениями Максвелла для 
свободного эфира, в том случае, конечно, если уравнения относятся к сис
теме отсчета, неподвижной по отношению к эфиру.

Большая плодотворность теории Лоренца состоит в том, что свойства 
материи, проявляющиеся в оптике и электромагнетизме, могут быть 
объяснены только относительными положениями и движениями заряжен
ных частиц.

§ 3. Эксперименты и следствия, 
не согласующиеся с теорией

Эксперимент Физо наталкивал на мысль, что движущаяся жидкость 
увлекает не весь эфир; происходит лишь частичное увлечение эфира. 
Однако, поскольку Земля вращается вокруг своей оси и вокруг Солнца 
и направление скорости ее движения в течение года сильно меняется, 
следовало думать, что эфир в наших лабораториях принимает некоторое 
участие как в движении Земли, так и в движении жидкости в исследова
ниях Физо. Отсюда вытекает, что эфир движется по отношению к нашим 
приборам со скоростью, изменяющейся со временем. Кроме того, надо 
было бы ожидать, что в оптических явлениях будет наблюдаться анизо
тропия пространства; иначе говоря, эти явления должны были бы зави
сеть от ориентации приборов. Так, например, в пустоте или в воздухе свет 
в направлении движения Земли должен был бы распространяться быстрее, 
чем против движения Земли. Нельзя было и думать получить непосред
ственное экспериментальное подтверждение этого следствия теории; так 
как по порядку величины ожидаемый эффект равен отношению скорости 
Земли к скорости света, т. е. 10-4, то нечего было и думать о достижении 
подобной точности при прямом определении скорости света. Кроме того,— 
и это главное — способами измерения в земных условиях можно опреде
лить скорость света, используя лучи света, проходящие по замкнутому 
пути — туда и обратно,— а не по прямой. Причина этого заключается 
з том, что необходимо определить момент выхода лучей и момент их воз
вращения с помощью одних и тех же приборов, например, с помощью зуб
чатого колеса.

Известно много оптических явлений, которые позволяют надежно 
фиксировать изменения скорости света порядка 10 '4; наблюдая эти явле
ния, согласно теории, можно было бы ожидать, что результаты получатся 
различными в зависимости от ориентации приборов по отношению к ско
рости Земли. Не вдаваясь в подробности, скажем, что все эти эксперименты
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дали отрицательные результаты. Таким образом, эксперимент Физо при
водил к гипотезе частичного увлечения эфира движущимися телами, 
а все иные эксперименты не подтверждали этой гипотезы. Теория Лорен
ца 4 дает, по крайней мере, хоть какой-то ключ к решению этой загадки. 
Наличие постоянной скорости у прибора по отношению к эфиру оказы
вает влияние на оптические явления; однако это влияние на распределе
ние интенсивности света оказалось очень слабым, соответствующие ему 
члены в уравнениях Лоренца пропорциональны (у/с) 2 (с — скорость 
света в пустоте).

Казалось бы, таким образом объясняется отрицательный результат 
экспериментов, поставленных с целью доказать существование относитель
ного движения Земли по отношению к эфиру. Тем не менее, один из этих 
отрицательных результатов оказался настоящей головоломкой для тео
ретиков. Мы имеем в виду знаменитый опыт Майке льсона и Мор ли. Эти 
физики исходили из следующего замечания. Пусть М  и N  — две точки 
твердого тела; световой луч испускается из точки М  и идет к N, где он 
отражается и возвращается в М . В этом случае, если тело имеет постоян

ную скорость по отношению к эфиру, теория 
предсказывает для времени £, необходимого для 

! прохождения замкнутого пути МЫМ, различные
| величины в зависимости от того, по этому направ-
! лению или перпендикулярно ему движется тело.

________ | Правда, разница времен прохождения очень
** I "1 невелика, поскольку она порядка ( у / с ) 2 , где у—

| скорость Земли, т. е. порядка 10“8;тем не менее
! Майкельсон и Морли смогли поставить интер-
! ференционный эксперимент, с помощью кото-
Ту рого эту разницу можно было, измерить. Ос

новные идеи их опыта состоят в следующем.
Рис. 1 Световой луч из источника Я (см. рис. 1) раз

деляется с помощью полупрозрачного зеркала 
в точке А на два пучка. Один из них отражается от зеркала в В и возвра
щается в А, где он снова разделяется и дает луч, который идет в I . Другой 
луч проходит через полупрозрачное зеркало А и идет в зеркало В , где 
он отражается и попадает в Л. В точке А он отражается снова и дает луч, 
также идущий в / .  В точке /  эти два луча интерферируют. Положение 
интерференционных полос зависит от разности хода обоих лучей АВА 
и АВ'А. Эта разность хода должна зависеть от ориентации прибора.

4 Правда, необходимо сказать, что Лоренц не рассматривал тела, которые спо
собны вращать плоскость поляризации в отсутствие магнитного поля (тела
с природной активностью).
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Должно было бы наблюдаться смещение интерференционных полос, если 
вместо плеча АВ' по направлению движения Земли будет ориентировано 
плечо АВ. Однако ничего подобного не было обнаружено, и основы теории 
Лоренца пошатнулись. Чтобы спасти эту теорию, Лоренц и Фицджеральд 
прибегли к странной гипотезе: они предположили, что размеры любого- 
тела, движущегося относительно эфира, сокращаются в направлении 
движения на часть, или, что сводится к тому же, если рассматривать 
только члены второго порядка малости, — что длина тела в этом направле
нии уменьшается в отношении 1 : У  1 — (у/с)2.

В самом деле, эта гипотеза уничтожала разногласие между теорией 
и экспериментом. Однако эта теория не представляла собой единого цело
го. Она основывалась на существовании эфира, который нужно было счи
тать движущимся относительно Земли, причем последствия этого движе
ния никогда невозможно было бы обнаружить экспериментально. Такое 
странное свойство теории можно было объяснить, только с помощью вве
дения априори маловероятных гипотез. Можно ли действительно думать,, 
что вследствие любопытной случайности законы природы представляются 
нам таким необычным образом, что ни один из них не позволяет изучить 
быстрое движение нашей планеты через эфир? Не правда ли, было бы бо
лее правдоподобным допустить, что нас завело в тупик какое-то ошибочное 
соображение?

Прежде чем сказать, как избавиться от этих трудностей, покажем, что 
даже в частных случаях теория, основанная на существовании эфира, 
не всегда удовлетворительно объясняет явления, хотя она может прямо 
и не противоречить эксперименту.

Итак, рассмотрим, например, магнитный полюс, движущийся относи
тельно замкнутого проводника. Если число силовых линий, пересекаю
щих поверхность проводника, изменяется с течением времени, то в про
воднике возникает ток. Известно, что возникший ток зависит только от 
изменения потока через проводник. Величина этого изменения зависит 
только от относительного движения полюса по отношению к проводнику, 
иначе говоря, с точки зрения конечного результата безразлично, будет это 
движущийся полюс и неподвижный проводник или же наоборот. Чтобы 
понять это явление с точки зрения теории эфира, необходимо приписать, 
последнему состояния, в корне различные в зависимости от того, полюс 
или проводник движутся относительно эфира. В первом случае следует- 
помнить, что движение полюса изменяет в каждое мгновение напряжен
ность магнитного поля в различных точках эфира. Полученное таким об
разом изменение создает электрическое поле с замкнутыми силовыми 
пиниями, существование которого не зависит от присутствия проводника. 
Это поле, как и любое другое электрическое поле, обладает определенной 
энергией; оно-то и создает электрический ток в проводнике. Если же,

14»*



Принцип относительности и его следствия 1910 г.

наоборот, проводник движется, а полюс остается в покое, то при этом 
не возникает никакого электрического поля. В этом случае на электроны, 
находящиеся в проводнике, действуют лишь пондеромоторные силы, по
лучающиеся в результате движения этих электронов в магнитном поле; 
результатом же наличия этих сил является движение электронов, т. е. 
возникновение электрического тока.

Таким образом, чтобы с помощью теории эфира понять эти два в прин
ципе не различающиеся эксперимента, необходимо, чтобы эфиру были 
приписаны принципиально различные состояния. В конце концов, по
добное раздвоение, чуждое природе явлений, вводится всякий раз, как 
только приходится обращаться к факту существования эфира для объяс
нения явлений, вызванных относительными движениями двух тел.

§ 4. Принцип относительности и эфир
Каковы корни всех этих трудностей?
Теория Лоренца находится в противоречии с чисто механическими 

представлениями, к которым физики надеялись свести все явления 
Вселенной. Действительно, если в механике не существует абсолютного 
движения, а только движение одних тел относительно других, то в тео
рии Лоренца существует особое состояние, которое физически соответ
ствует состоянию абсолютного покоя; это состояние тела, неподвижного 
относительно эфира.

Если основные уравнения механики Ньютона, записанные для неуско- 
ряющейся системы отсчета, преобразовать с помощью соотношений

х' =  X — v t ,  ...
(!)

У — Уч
% ,

к новой системе координат, находящейся в прямолинейном и равномер
ном движении по отношению к первой, то при этом получаются уравнения 
в переменных х ' , у ', ъ , идентичные исходным уравнениям в перемен
ных г, х, у , z. Иначе говоря, при переходе от одной системы отсчета к дру
гой, движущейся равномерно и прямолинейно по отношению к первой, 
ньютоновские законы движения преобразуются в законы того же вида. 
Именно это и имеют в виду, когда говорят, что в классической механике 
выполняется принцип относительности.

В общем виде принцип относительности сформулируем следующим 
образом.
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Законы, управляющие явлениями природы, не зависят от состояния 
движения системы координат, по отношению к которой эти явления наблю
даются, если эта система движется без ускорения 5.

Если основные уравнения теории Лоренца преобразовать с помощью 
соотношений (1), то получаются уравнения другого вида, причем в них 
величины х ' , у ' , г' входят уже несимметрично. Итак, теория Лоренца, 
основанная на гипотезе эфира, не удовлетворяет принципу относитель
ности. С этим, главным образом, и связаны встретившиеся до сих пор труд
ности. Более глубокие их причины выяснятся в дальнейшем. Как бы то 
ни было, не может быть приемлемой теория, не учитывающая принцип 
относительности,— принцип, который не опровергается ни одним экспе
риментальным фактом.

§ 5. О двух произвольных гипотезах, 
неявно содержащихся в привычных понятиях 

времени и пространства
Мы видели, что, допуская существование эфира, мы эксперименталь

ным путем пришли к необходимости рассматривать эту среду как непод
вижную. Затем мы видели, что обоснованная таким образом теория позво
ляет предсказать основные экспериментальные факты. Тем не менее она 
имеет один пробел: она не признает принципа относительности, что на
ходится в противоречии с экспериментальными данными. Таким образом, 
возникает вопрос: нельзя ли согласовать основные положения теории Ло
ренца с принципом относительности? Первым шагом к этому является 
отказ от гипотезы эфира. В самом деле, с одной стороны, мы должны были 
признать неподвижность эфира; с другой стороны, принцип относитель
ности требует, чтобы законы явлений природы, отнесенные к системе 
отсчета <5", находящейся в равномерном движении, были идентичны 
законам тех же явлений, отнесенных к системе отсчета £ , неподвижной по 
отношению к эфиру. Поэтому нет оснований допускать, как этого требуют 
теория и эксперимент, существование эфира, неподвижного по отношению 
к системе £ , не делая такого допущения по отношению к системе Эти 
две системы отсчета не могут отличаться одна от другой; признавая это, 
нелепо отводить особую роль одной из систем, считая ее неподвижной по 
отношению к эфиру. Отсюда следует, что нельзя создать удовлетворитель-

5 При этом мы предполагаем, что понятие ускорения имеет объективное значение, 
иными словами, что наблюдатель, связанный с системой координат, может 
с помощью экспериментальных средств определить, движется система ускоренно 
или нет. В дальнейшем мы будем рассматривать только системы координат, 
движущиеся без ускорения.

^  А. Эйнштейн, том I
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ную теорию, не отказавшись от существования некоей среды, заполняю
щей все пространство. Таков первый шаг.

Чтобы сделать второй шаг, необходимо примирить принцип относи
тельности с основным следствием теории Лоренца, так как отказаться от 
этого следствия — означало бы отказаться от основ этой теории. Вот это 
следствие.

Скорость 5 светового луча в пустоте постоянна, причем она не зависит 
от движения излучающего тела.

В § 6 это следствие мы возведем в принцип. Для краткости будем назы
вать его в дальнейшем принципом постоянства скорости света.

В теории Лоренца этот принцип справедлив только для одной систе
мы в особом состоянии движения: в самом деле, необходимо, чтобы сис
тема находилась в покое относительно эфира. Если мы хотим сохранить 
принцип относительности, мы обязаны допустить справедливость прин
ципа постоянства скорости света для любой системы, движущейся без 
ускорения. На первый взгляд это кажется невозможным. Действительно, 
рассмотрим луч света, распространяющийся по отношению к системе от
счета со скоростью с, и предположим, что мы хотели бы определить ско
рость его распространения по отношению к системе отсчета 6", находя
щейся в состоянии равномерного прямолинейного движения относительно 
первой. Применяя правило сложения скоростей (правило параллелограм
ма скоростей), мы получим в общем случае скорость, отличную от с; 
иначе говоря, принцип постоянства скорости света, справедливый по от
ношению к 5, неприменим в системе 6".

Чтобы теория, основанная на этих двух принципах, не приводила 
к противоречивым выводам, необходимо отказаться от привычного пра
вила сложения скоростей, или, что лучше, заменить его другим. Как бы 
это правило ни казалось на первый взгляд хорошо обоснованным, тем не 
менее в нем скрыто не меньше двух произвольных гипотез, которые, как 
мы это увидим, управляют всей кинематикой. Эти гипотезы и заставляли 
"читать, что с помощью законов преобразований (1) можно показать не
совместимость теории Лоренца с принципом относительности.

Первая из гипотез касается физического понятия измерения времени. 
Чтобы измерить время, мы пользуемся часами. Что такое часы? Под ча
сами мы подразумеваем любое устройство, которое характеризует явле
ние, периодически проходящее через одни и те же фазы, причем, в силу 
достаточной наглядности этого процесса, мы вынуждены признать, что 
все происходящее во время данного периода идентично всему, что проис
ходит во время любого периода 6. Если часами является механизм, имею-

6 Мы высказываем постулат, что два идентичных явления имеют одинаковую 
длительность. Таким образом, определенные идеальные часы играют в измере
нии времени ту же роль, что и идеальный масштаб при измерении длины.
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щий стрелки, то, отмечая положение стрелок, мы тем самым отсчитываем
число прошедших периодов. По определению, измерить отрезок времени__
значит отсчитать количество периодов, показываемых часами от начала 
до конца какого-либо события.

Это определение абсолютно ясно, пока часы находятся настолько 
близко от места, где происходит событие, что можно одновременно наблю
дать и часы, и событие. Если же предположить, что событие происходит 
на некотором расстоянии от местонахождения часов, немедленное сопо
ставление отдельных фаз явления и различных положений часовых стре
лок становится невозможным. Из этого следует, что определение не полно: 
оно нуждается в дополнении. До настоящего времени это дополнение про
изводилось бессознательно.

Чтобы узнать время в каждой точке пространства, мы можем предста
вить себе пространство заполненным огромным количеством часов, причем 
все часы должны быть совершенно одинаковыми. Рассмотрим точки А, 
В ,С , . . ., в каждой из которых находятся часы, и которые отнесены 
с помощью независящих от времени координат к системе отсчета, не на
ходящейся в ускоренном движении. В этом случае можно определить 
время всюду, где мы позаботились поместить часы. Если часов взято дос
таточно много, так чтобы на каждые из них приходился по возможности 
меньший участок пространства, то мы сможем определить время в любом 
месте пространства с какой угодно точностью. Однако, действуя подоб
ным образом, мы не получаем такого определения времени, которое от
крывало бы для физика достаточно широкие возможности. Действитель
но, мы не сказали, каково должно быть положение стрелок в данный мо
мент в разных точках пространства. Мы забыли синхронизировать наши 
часы и поэтому ясно, что промежутки времени, проходящие в течение ка
кого-либо события, имеющего определенную длительность, будут раз
личны в зависимости от того, в каких точках пространства происходит 
событие. Так, например, будет обстоять дело при изучении движения ма
териальной точки, траектория которой проходит через точки А, В, С . . 
При прохождении материальной точки через А, фиксируем на находящих
ся в этой точке часах момент времени Таким же образом зафиксируем 
моменты и £с прохождения материальной точки через В и С. Поскольку 
к тому же координаты точек А, В, С . . . можно определить непосред
ственно с помощью градуированного масштаба, можно, например, сопо
ставляя координаты ха, у а , %а, • • •, точек А, В, С . . .и  моменты времени 
гА, £в, £с, . . ., получить координаты х, у , 2 движущейся материальной 
точки как функции переменной £, которую мы будем называть временем. 
Ясно, что форма этой функции зависит в основном от того, каким 
образом были установлены эти часы, когда их поместили в соответствую
щие места.
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Для того, чтобы получить полное физическое определение времени, 
необходимо сделать еще один шаг. Надо сказать, каким образом все часы 
были выверены в начале эксперимента. Поступим следующим образом: 
во-первых, найдем способ передавать сигналы, например, из А в В или 
из В в А. Этот способ должен быть таким, чтобы мы были абсолютно уве
рены, что явления передачи сигналов из А в В нисколько не отличаются 
от явлений передачи сигналов из В в А. В этом случае очевидно, что су
ществует только одна возможность поставить часы в точке В  по часам 
в А так, чтобы сигнал, идущий из А в В, проходил бы этот путь за то же 
время, измеренное с помощью этих же часов, что и сигнал, идущий 
из В в А.

Если ввести обозначения:
— показание часов в точке А в момент, когда сигнал АВ выходит 

из А,
Ьв — показание часов в точке А в момент, когда сигнал АВ приходит 

в В ,
гв' — показание часов в точке В в момент, когда сигнал ВА выходит 

из В ,
Ьа ' — показание часов в точке В в момент, когда сигнал В А приходит 

в А,
то можно поставить часы, находящиеся в В, по часам в А таким образом, что

( в  —  (а  —  I А '  —  ^ В ' -

В качестве сигналов можно использовать, например, звуковые волны, 
которые распространяются между А и В, проходя через среду, неподвиж
ную 7 по отношению к этим точкам.

С неменьшим успехом можно пользоваться световыми лучами, распро
страняющимися в пустоте или в однородной среде, неподвижной по отно
шению к А и В. Оба этих способа передачи сигналов одинаково приемлемы. 
Если же, пользуясь и тем и другим способом, мы получим различные ре
зультаты, это будет объясняться тем, что, по крайней мере, в одном из 
способов условие эквивалентности путей АВ  и ВА не соблюдается.

Тем не менее, среди всех возможных способов передачи сигналов мы 
отдаем предпочтение тем из них, где используются световые лучи, рас
пространяющиеся в пустоте. Дело в том, что синхронизация часов требует 
эквивалентности пути туда и пути обратно; в этом же случае мы будем 
иметь эту эквивалентность по определению, так как, в силу принципа 
постоянства скорости света, в пустоте свет распространяется всегда со 
скоростью с.

7 Среда должна быть неподвижной или, по крайней мере, скорость среды не 
должна иметь компоненты в направлении А  В, чтобы пути А В  и В А  были экви
валентны.
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Итак, мы должны синхронизовать наши часы таким образом, чтобы 
время, необходимое световому сигналу для прохождения пути из А в В, 
равнялось времени, за которое он проходит обратный путь из В  в А.

Теперь мы располагаем вполне определенным методом проверки одних 
часов относительно других. Как только часы выверены, мы говорим, что 
они идут в фазе. Далее, если мы будем последовательно выверять часы В 
по часам А, часы С по часам В, . . ., мы получим ряд часов, идущих в фазе 
с предшествующими. Более того, в силу принципа постоянства скорости 
света две пары любых часов этой совокупности, не находящихся рядом, 
должны быть в фазе.

Совокупность показаний всех этих часов, идущих в фазе друг с другом, 
и составит то, что мы называем физическим временем.

Предполагаемое событие, сосредоточенное в одной точке и обладающее 
минимальной длительностью, называется элементарным событием. Пока
зание часов, расположенных в максимальной близости от происходящего 
события, снятое в момент, когда это событие происходит, называется коор
динатой времени элементарного события. Таким образом, элементарное 
действие определено четырьмя координатами: координатой времени и тре
мя координатами, определяющими положение в пространстве точки, где 
по предположению происходит событие.

Благодаря нашему физическому определению времени, мы можем 
придать вполне определенный смысл понятиям одновременности или не- 
одновременности двух событий, происходящих в удаленных друг от дру
га местах. Таким же образом введение координат х, у , г точки придает 
вполне определенный смысл понятию положения. Так, например, сказать, 
что абсцисса точки Р, расположенной на оси абсцисс, есть х, значит ска
зать, что если, следуя правилу, откладывать от начала координат еди
ничный стержень х  раз, то мы непременно должны попасть в точку Р. 
Подобным же образом поступают, чтобы установить положение точки, 
если все три координаты отличны от нуля: только операции будут не
сколько сложнее. Как бы то ни было, указание отдельных координат свя
зывается со вполне определенным экспериментом, относящимся к изме
рению положения твердых тел 8.

Необходимо сделать следующее важное замечание: для определения 
физического времени по отношению к данной системе координат мы вос

8 Мы не утверждаем, что координаты времени и пространства обязательно долж
ны быть определены таким образом, что их определения могли бы служить 
основой для экспериментальных методов измерения этих координат, как это 
описано выше. Тем не менее, всякий раз, когда величины £, х, у ,  г вводятся 
в качестве чисто математических переменных в физинеские уравнения, послед
ние будут правильны только в том случае, если эти переменные могут быть 
из них исключены.
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пользовались группой часов, находящихся в состоянии покоя относитель
но этой системы. Согласно этому определению, показание времени или 
констатация одновременности двух событий будут иметь смысл только 
в том случае, если известно движение этой группы часов или системы коор
динат.

Пусть даны две системы координат 5  и движущиеся равномерно 
и прямолинейно одна относительно другой. Предположим, что с каждой 
из этих двух систем связана группа часов, причем все часы, принадлежа
щие к одной и той же системе, идут в фазе. В этих условиях показания 
группы часов, связанной с Б, определяют физическое время по отношению 
к системе отсчета 6"; подобным же образом показания группы часов, свя
занной с системой отсчета 6" определяют физическое время по отноше
нию к Б'. Любое элементарное событие будет иметь координату времени £ 
по отношению к системе отсчета и координату времени £' по отношению 
к Б'. Итак, мы не имеем права априори предположить, что можно выве
рить часы двух групп таким образом, что обе координаты времени эле
ментарного события были бы одинаковы, иными словами, чтобы £ 
было равно £'. Предположить это значило бы ввести произвольную 
гипотезу. Вплоть до настоящего времени эта гипотеза вводилась в кинема
тике.

Вторая произвольная гипотеза, введенная в кинематику, относится 
к конфигурации движущегося тела. Рассмотрим стержень АВ, движу
щийся в направлении своей оси со скоростью В относительно системы от
счета Б, не находящейся в ускоренном движении. Что следует понимать 
под «длиной стержня»? Вначале были попытки считать, что это понятие 
не требует специального определения. Ошибочность этой попытки будет 
ясно видна, если рассмотреть следующие два метода определения длины 
стержня.

1. Движение наблюдателя, обладающего масштабом, ускоряется до 
тех пор, пока его скорость не будет равна V, т. е. до тех пор, пока он будет 
неподвижен по отношению к стержню. После этого наблюдатель измеряет 
длину АВ, последовательно прикладывая свой масштаб к стержню.

2. С помощью группы синхронизованных часов, неподвижных по 
отношению к системе отсчета 5 , определяют точки Р х и Р 2 системы 5 , где 
в момент £ находятся оба конца стержня. После этого определяют длину 
прямой, соединяющей точки Р х и Р 2, последовательно прикладывая масш
таб к линии Р гР 2, которая предполагается материальной.

Очевидно, что полученные в том и в другом случае результаты можно 
с некоторым основанием рассматривать как «длину стержня». Однако, 
априори отнюдь не ясно, что эти две операции непременно должны приво
дить к одному и тому же численному значению длины стержня. Все, что 
можно вывести из принципа относительности, и это легко доказывается,—
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это то, что эти два метода приводят к одному и тому же численному зна
чению, если стержень АВ  неподвижен относительно системы отсчета Б. 
Тем не менее, абсолютно невозможно утверждать, что второй метод дает 
выражение для длины, не зависящее от скорости V стержня.

В более общем виде это можно сформулировать следующим образом: 
при определении конфигурации тела, движущегося равномерно и прямо
линейно по отношению к системе 5 , обычными геометрическими методами, 
т. е. с помощью масштаба или других твердых тел, движущихся точно 
таким же образом, результаты измерений не будут зависеть от скорости V 
равномерного и прямолинейного движения. Такого рода измерения дают 
нам то, что мы называем геометрической конфигурацией тела. Если же, 
напротив, в системе £  отмечают положение различных точек тела в дан
ный момент и геометрическими измерениями с помощью масштаба, не
подвижного по отношению к системе 5 , определяют конфигурацию, обра
зованную этими точками, то в результате получают то, что мы называем 
кинематической конфигурацией тела относительно системы

Итак, вторая неосознанная гипотеза в кинематике может быть выра
жена так: конфигурация кинематическая и конфигурация геометрическая 
идентичны.

§ 6. Новые формулы преобразования 
(преобразование Лоренца.) 

и их физический смысл
Из всего сказанного в предыдущем параграфе ясно, что правило парал

лелограмма скоростей, которое заставляло считать невозможным согла
сование теории Лоренца с принципом относительности, основано на про
извольных и неприемлемых гипотезах. В самом деле, это правило приво
дит к следующим формулам преобразования:

£ '=  £, х'=  х —  г>£, у ' ~ У ,  ъ — г,
или, в более общем виде,

Ґ =  і, х' =  х — ьхг, у' =  У — Уг/ ,  z, =  z — vzt.
Как мы видели, первое из этих соотношений выражает плохо обосно

ванную гипотезу о координатах времени элементарного события, взятых 
по отношению к двум системам отсчета £  и движущимся равномерно 
и прямолинейно одна по отношению к другой. Три другие соотношения 
выражают гипотезу о том, что кинематическая конфигурация системы £" 
относительно системы £  идентична геометрической конфигурации систе
мы
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Если оставить в покое обычную кинематику и на новых принципах 
создать новую, то при этом возникают формулы преобразования, от
личные от приведенных выше. Итак, мы сейчас покажем 9, что из

1. Принципа относительности и
2. Принципа постоянства скорости света

следуют формулы преобразования, позволяющие видеть, что теория Ло
ренца совместима с принципом относительности. Теорию, основанную 
на этих принципах, мы называем теорией относительности.

Пусть 5  и 5 ' — две эквивалентные системы отсчета, т. е. такие, в ко
торых длины измеряются одной единицей и в каждой из которых имеется 
по группе часов, идущих синхронно, если обе системы неподвижны одна 
относительно другой 10. В соответствии с принципом относительности за
коны природы должны быть одинаковы в этих системах, независимо от 
того, находятся ли они в состоянии относительного покоя или движутся 
равномерно и прямолинейно одна по отношению к другой. Так, в част
ности, скорость света в пустоте должна выражаться одним и тем же чис
лом в обеих системах. Пусть I, х, у, г — координаты элементарного со
бытия в системе £  и V , х ' , у ' , г' — координаты того же события в систе
ме 6". Мы поставили перед собой задачу найти соотношения, связывающие 
эти две совокупности координат. Используя однородность времени и про
странства п , можно показать, что эти соотношения должны быть линей
ными, т. е. время £ связано с временем V формулой вида:

V =  Аг +  Вх  +  Су +  Dz. (2)
Отсюда, в частности, для наблюдателя, связанного с системой 5 , сле

дует, что три координатные плоскости системы 5  движутся равномерно; 
однако эти три плоскости не образуют прямоугольного трехгранника, 
хотя мы и предполагаем, что с точки зрения наблюдателя, связанного 
с этой системой, система £  является прямоугольной. Если же, обратив
шись к системе £", мы выберем ось х параллельно направлению движе
ния 6", то, в силу симметрии, отсюда будет следовать, что система 6" 
будет казаться нам прямоугольной. В частности мы можем выбрать отно
сительное положение двух систем таким образом, что ось х  будет пос
тоянно совпадать с осью х ', ось у будет все время параллельна оси у г 
и, кроме того, для наблюдателя, связанного с системой 5 , одноименные 
оси будут иметь одинаковое направление. Начнем отсчитывать время

9 A. E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1905, 17, 891; Jahrb. Radioact., 1907, Bd. IV,
H. 4, 441. (Статьи 1 и 8).

10 В дальнейшем мы всегда будем неявно предполагать, что факт приведения 
в движение и остановки линейки, или часов, не изменяет ни длины линейки, 
ни хода часов.

11 См. замечание на стр. 158.
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с того момента, когда начала координат обеих систем совпадут. При этих 
условиях искомые соотношения оказываются однородными и уравнения

эквивалентными; иначе говоря, координаты х, у , z, х ' , у', £  связаны 
соотношениями следующего вида

х ’ =  Е {х —  у£) ,

Для определения постоянных А, В, С, В , Е, Р, £ , входящих в урав
нения (2) и (3), мы учтем, что в соответствии с принципом постоянства 
скорости света, скорость распространения имеет одну и ту же величину с~ 
по отношению к обеим системам, т. е., что уравнения

эквивалентны. Заменяя во втором из уравнений х ' , у ' , г' их значе
ниями из (2) и (3) и сравнивая с первым уравнением, получаем формулы* 
преобразования следующего вида:

а ф (у) — некоторая функция у, подлежащая определению. Ее легко опре
делить, если ввести третью систему координат эквивалентную двум 
первым, движущуюся относительно с П О С Т О Я Н Н О Й  скоростью — V' 
и ориентированную по отношению к системе б' таким же образом, как 
и по отношению к £\

Применяя два раза формулы преобразования (5), находим, что
Г  =  ф(г?)ф(—  у) і, 
х "  =  ф ( у )  ф ( —  У )  X ,

У" =  ф И ф  (—
ъ" — ф (у) ф (—  г;) ъ.

х  —  0  и  х  —  у £  =  О ,

у '  =  0  и  у  =  О ,

2' =  0 и г =  0

(3)

(4)

Ґ  =  ф(г?).р(* —  (у/с2) х), 
х '  =  ф ( у ) - ( 3  (х  —  у £ )  

г/' =  ф ( у ) г / ,  

г' =  ф (у) г.

(5)

Здесь
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Поскольку начала координат систем £  и все время совпадают, оси 
имеют одну и ту же ориентацию и системы эквивалентны, мы должны обя
зательно получить

Ф (г?) ф (— и) — \

Так как, кроме того, соотношение между у ж у '  (как и между 2 и г') 
не зависит от знака V, то

ф(у) =  ф(—  V).
Отсюда следует, что

Ф (V) =  1,

(значение ф (г) =  — 1 в этом случае непригодно)

^ г ж ), (I)

х' =  [3 (х — vt),

У' =  У
Ъ : 2,

где
(В = ------- 1 .

VI — (г?а/са)

Лоренц очень удачно ввел эти формулы преобразования в электроди
намику. В дальнейшем мы будем их называть преобразованием Лоренца.

Если эти формулы разрешить относительно О х, у , г, получаются 
формулы того же вида, где однако штрихованные величины заменены 
нештрихованными и V заменено на — V. В конце концов этот результат 
является очевидным следствием принципа относительности: система от
счета движется относительно системы отсчета параллельно осям х  
и х' со скоростью — V.

Комбинируя формулы преобразования с уравнениями, описываю
щими вращение одной системы относительно другой, можно получить бо
лее общие преобразования координат.

§ 7. Физическая интерпретация формул преобразования
1. Рассмотрим тело, покоящееся относительно системы отсчета 

Пусть хъ  уг, и х2, у2, г2 — координаты двух точек тела. В любой мо
мент г, в системе 5  между этими координатами справедливы следующие
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соотношения:
Х2 —  хх =  V 1 — (у2/с2) (ж' — х [), 

У2 — Уі =  У2 —  у'і, (6)

Это показывает, что кинематическая конфигурация тела, движу
щегося равномерно и прямолинейно по отношению к некоторой системе 
отсчета, зависит от скорости V поступательного движения. Более 
того, кинематическая конфигурация отличается от геометрической 
только сокращением размеров в направлении движения в отношении 
1 : У Г  —  (гДО). Относительное движение двух систем со скоростью V, боль
шей скорости света в пустоте, несовместимо с принятыми нами принципами.

В полученных выше уравнениях нетрудно узнать гипотезу Лоренца 
и Фицджеральда (§ 3). Эта гипотеза казалась нам странной, и ввести ее 
было необходимо для того, чтобы иметь возможность объяснить отрица
тельный результат эксперимента Майкельсона и Морли. Здесь эта гипо
теза выступает как естественное следствие принятых нами принципов.

2. Рассмотрим часы Н ' , находящиеся в начале координат системы Б' 
и идущие в р0 раз быстрее часов, используемых для определения физи
ческого времени в системах £  или 6". Иначе говоря, при сравнении часов, 
когда они находятся в относительном покое, часы Н' покажут р0 единиц 
времени за единицу времени, отсчитанную другими часами. Сколько еди
ниц времени покажут часы Н' за единицу времени, если вести наблюде
ние из системы 6?

Часы Н' отметят концы периодов в моменты

Так как мы определяем время по отношению к системе £, первая из 
формул преобразования (I) должна иметь следующий вид:

и так как часы Н' все время остаются в начале координат 6", то

ж' =  О,
что дает

Іп — — Г)Ра
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Итак, если вести наблюдение из системы 6', часы Н' покажут за еди
ницу времени

Р =  - ^  =  Р о К 1 - ( » 7 0

периодов. Другими словами, если наблюдать часы из системы, по отно
шению к которой они равномерно движутся со скоростью V, то окажется^ 
что они идут в 1 : У Т  — (г2/с2) раз медленнее, чем те же часы, неподвиж
ные по отношению к этой системе.

Остановимся на одном интересном применении предыдущей формулы. 
В 1907 году 12 Штарк обратил внимание на то, что спектральные линии,, 
которые излучают ионы каналовых лучей, наводят на мысль о чем-то по
добном явлению Допплера, т. е. о смещении спектральных линий, вызы
ваемом движением источника.

Поскольку колебательные явления, вызывающие возникновение спек
тральных линий, должны рассматриваться как внутриатомные явления,, 
частота которых определяется только природой ионов, мы можем исполь
зовать эти ионы как часы. Частота р 0 колебательного движения ионов даст 
нам возможность измерять время. Найти эту частоту можно, наблюдая 
спектр, который дают ионы того же типа, находящиеся, однако, в покое 
относительно наблюдателя. Предыдущая формула показывает, что помимо 
явления, известного под названием явления Допплера, на источник влияет 
движение, уменьшающее видимую частоту линий.

3. Рассмотрим уравнения движения точки, движущейся относитель
но 6" равномерно со скоростью и.

х' =  их> £',

у' =  иу'1\

ъ’ — иг'

Если, воспользовавшись соотношениями (I) вместо х\ у ' , г', подста
вить сюда их выражения через х, у, г, £, то получим х, у , z как функции £ 
и, следовательно, компоненты их, иу, иг скорости и точки по отношению 
к системе 6". Таким образом, можно получить формулу, которая выражает 
теорему сложения скоростей в ее общем виде, и тогда немедленно станет 
ясным, что закон параллелограмма скоростей применим лишь как первое 
приближение. В частном случае, когда скорость и' имеет то же направле
ние, что и скорость V поступательного движения относительно £ , легко

12 1. Б I а г к. Апп. РЬув., 1907, 21, 401.
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получить, что , .
“ =  — V -  <7)

1 +  с*'
Из этого соотношения видно, что при сложении двух скоростей, мень

ших скорости света в пустоте, результирующая скорость всегда меньше 
скорости света. Действительно, если взять V =  с — X, и ' =  с — р,, где 
X и |л положительны и меньше с, то

2с —  X —  а  ^
в =  с  ; - д п г О -

2 с —  X —  р, +  с

Кроме того, отсюда следует, что, складывая скорость света со ско
ростью, меньшей с,  мы всегда получаем скорость света. Теперь можно по
нять, почему Физо для суммы скорости света в жидкости и" и скорости V 
жидкости в трубе не получил величины и" +  г» (§ 2). В самом деле, пре
небрегая членами высшего по сравнению с первым порядка малости и за
меняя отношение с!и' показателем преломления жидкости 13 тг, можно 
переписать соотношение (7) следующим образом:

и =  и'  +  у (  1 — 4*

Это соотношение совпадает с тем, которое Физо получил эксперимен
тальным путем.

Из теоремы сложения скоростей непосредственно вытекает и другое 
следствие, настолько же странное, насколько и интересное. Можно пока
зать, что не существует никакого способа посылать сигналы, которые рас
пространялись бы быстрее, чем свет в пустоте. Рассмотрим стержень, дви
жущийся равномерно вдоль оси X  системы £  со скоростью — V (| г;| <  с), 
с которого можно посылать сигналы, распространяющиеся по отношению 
к само]цу стержню со скоростью и ' . Предположим, что в точке х — 0 оси X  
находится наблюдатель И, а в точке х  =  х х той же оси находится наблюда
тель В. Оба наблюдателя неподвижны в системе Я. Если наблюдатель А 
с помощью этого стержня посылает в В сигнал, то скорость этого сигнала 
относительно наблюдателей будет

V I I

1 гса

3 Строго говоря, коэффициент преломления соответствует не показателю преломле
ния жидкости для частоты источника, используемого в эксперименте, но коэф
фициенту преломления жидкости для частоты, которую измерял бы наблюдатель,
движущийся вместе с жидкостью.
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Следовательно, время, необходимое сигналу для прохождения пути А В ,

где V  может быть любой величиной, меньшей с.
Итак, предположив, что и* больше, чем с, можно всегда выбрать та

кое V ,  чтобы Т было отрицательным. Иными словами, должно было бы 
существовать явление, заключающееся в том, что сигнал приходит к месту 
назначения до того, как он отправлен, т. е. результат предшествовал бы 
причине. Хотя такой вывод логически возможен, он слишком противоре
чит всем нашим экспериментальным данным, чтобы поставить под сомне
ние доказанную невозможность иметь и*^> с.

4. Теория относительности, построенная на принятых здесь принципах, 
позволяет найти в общем виде формулы, описывающие явления Допплера 
и аберрацию. Для этого достаточно сравнить вектор, пропорциональный

т. е. вектор плоской световой волны, распространяющейся в пустоте отно
сительно системы 6', с вектором, пропорциональным

т. е. с вектором той же волны относительно системы 6". Заменяя в пос
леднем выражении , х ' , у', г* их значениями, полученными из формул 
преобразования (I), и сопоставляя их с первым выражением, можно найти 
соотношения, связывающие оз\ Г , пг' , п' с ю, I, т, п. Пользуясь этими 
уравнениями, нетрудно вывести формулы аберрации и эффекта Допплера.

Фундаментальное значение формул преобразования (I) заключается 
в том, что они дают критерий, позволяющий проверять точность физиче
ской теории.

В самом деле, необходимо, чтобы при замене с помощью формул пре
образования переменных t, х, у, г переменными V, х ' , у\ % любое урав
нение, выражающее физический закон, преобразовалось бы в уравнение 
того же вида. Кроме того, зная законы, применяемые к неподвижному 
телу или к телу, движущемуся с бесконечно малой скоростью, можно 
с помощью формул преобразования найти законы, применимые к тому же 
телУ, движущемуся с большой скоростью и .

14 Теперь нетрудно понять, что мы имели в виду в § 6, когда говорили о свойствах 
однородности времени и пространства, т. е. почему мы допускали априори, что 
уравнения преобразования должны быть линейными. В самом деле, если из

равно
р и ‘
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§ 8. Замечанмя о некоторых формальных свойствах 
уравнений преобразования

Рассмотрим две системы координат 2  и 2*, которые одинаково ориен
тированы и имеют общее начало.

В механике Ньютона существует два вида преобразований координат, 
не изменяющих законы движения.

1. Вращение системы 2 '  по отношению к системе 2 вокруг общего на
чала. Это преобразование характеризуется линейными уравнениями 
относительно х\ у\ z и х, y ,z ,  между коэффициентами которых сущест
вуют такие соотношения, что условие

х ' 2 -f- у'2 -f- z ’2 — Х% у 2 4 - Z2 . (1)

выполняется тождественно.
2. Равномерное и прямолинейное движение системы 2 '  относительно* 

системы 2 . Это преобразование характеризуется уравнениями

х'  =  х  4 - a t ,

у' — У +  (2)

z =  z 4- Т4>

где а, |3, у — постоянные. Для этих двух видов преобразований должно- 
соблюдаться условие

t' =  t. (3).

Иными словами, время при этих преобразованиях должно оставаться 
неизменным. Комбинируя преобразования (1) и (2), можно получить наи
более общее преобразование, с помощью которого можно преобразовывать, 
уравнения механики, не изменяя их вида. Это преобразование описы
вается уравнением (3) и тремя уравнениями, с помощью которых коорди
наты х , у\ z' выражаются как линейные функции от х, у, z, t; при этом 
коэффициенты этих трех уравнений связаны между собой соотношениями*, 
которые при t =  0 тождественно удовлетворяют условию (1).

системы £  наблюдать ход часов, неподвижных относительно Б', то этот ход не
должен зависеть ни от того места, где эти часы были помещены в системе Б', 
ни от времени в системе Б' в месте рядом с часами. Аналогичное замечание при
менимо также к ориентации и длине стержня, связанного с Б' и наблюдаемого- 
из системы Все эти условия выполняются, если только уравнения преобразо
вания являются линейными.
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Рассмотрим теперь наиболее общие преобразования координат, совме
стимые с теорией относительности. Исходя из всего предыдущего, это 
преобразование характеризуется тем, что х\ у\ г ‘ , £' должны быть таки
ми линейными функциями х, у , г, £, чтобы тождественно выполнялось
условие

Необходимо отметить, что преобразования, совместимые с механикой 
Ньютона, немедленно получаются из соотношения (а), если в нем поло
жить с — оо. Итак, следуя тем путем, которым мы шли раньше, можно 
получить уравнения обычной кинематики, если вместо принципа постоян
ства скорости света допустить существование сигналов, не требующих 
времени для своего распространения.

Группа преобразований, характеризующаяся условием (а), содержит 
преобразования, соответствующие изменению ориентации системы. Это — 
преобразования, совместимые с условием

Наиболее простыми уравнениями, удовлетворяющими условию (а), 
являются уравнения, для которых две из четырех координат не изменяют
ся. Рассмотрим, например, преобразования, при которых х  и £ постоянны. 
В этом случае, вместо общего условия (а) мы имеем

Этому условию соответствует вращение системы вокруг оси X , Если же 
мы рассмотрим преобразования, при которых две пространственные коор
динаты, например, у и г ,  остаются неизменными, то получим вместо об
щего условия (а) частные условия

Это —  преобразования, которые мы встретили в предыдущем параграфе, 
рассматривая систему, равномерно движущуюся параллельно оси X  
другой неподвижной системы, расположенной таким же образом.

Бросается в глаза формальная аналогия между преобразованиями 
(а х) и (а2). Обе системы уравйений отличаются только знаком в третьем

х'г у ’* +  г '2 —  сЧ'г =  х2 +  у2 +  г2 —  сН2. (а)
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условии. Но даже и это различие можно устранить, если здесь, следуя 
Минковскому 1б, в качестве переменной вместо £ ВЗЯТЬ Ш, ГД8 I есть 
В этом случае мнимая временная координата будет входить в формулы 
преобразования симметрично с пространственными координатами. Если 
ввести обозначения

х  =  хг,

У =  За, 
ъ =  х3,

гс£ — х±

и рассматривать х 1, х2, х 3, х4 как координаты какой-либо точки четырех
мерного пространства так, чтобы любому элементарному событию соот
ветствовала одна точка этого пространства, то все, что происходит в фи
зическом мире, сведется к статике в четырехмерном пространстве. В этом 
случае условие (а) будет записываться в следующем виде:

'2 I /2 . '2 , '2 2 . 2 . 2 . 2Ху ^2 - ( -  Ху —  Ху - [ -  - ( -  х% Ху,

Это условие будет соответствовать вращению без относительного по
ступательного движения четырехмерной системы координат.

Принцип относительности требует, чтобы законы физики не изменя
лись от вращения четырехмерной системы координат, к которой они от
несены. Четыре координаты х х, х.2, х3, ж4 должны входить в выражения 
законов природы симметрично. Для описания различных физических 
состояний можно пользоваться четырехмерными векторами, которые вхо
дят в вычисления точно так же, как и обычные векторы трехмерного про
странства.

§ 9. Некоторые применения теории относительности
Применим уравнения преобразования (I) к уравнениям Максвелла — 

Лоренца, описывающим электромагнитное поле. Пусть Ех, Е у, Е г —  ком
поненты вектора напряженности электрического поля и М х, М у, М 2 — 
компоненты вектора напряженности магнитного поля относительно систе
мы отсчета 5. Вычисления показывают, что если положить

Ех =  Ех, М х =  М х,

15 H .M i n k o w s k i .  Raum und Zeit. Leipzig, 1908. [Русский перевод был опубли
кован несколько раз; последний раз в сб. «Принцип относительности». ГТТИ, 
1934.—  Прим. ред.].

1 1 А. Эйнштейн, том I 161
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К  =   у М г) ,  м ;  =  р (м „  +  ^ - £ 2) ,  (1)

Е г =  ? ( Е г + ^ М у) ,  М  =  р (Л /г - ^ £ „ ) ,

то преобразованные уравнения идентичны исходным. Векторы (ЕХ, Е У, 
Е г) и (Мх, М у, М 2) в уравнениях, записанных в системе 6", играют ту же 
роль, что и векторы (Ех, Е у, Е 2) и (Мх, М у, М 2) в уравнениях, записан
ных в системе Б. Отсюда вытекает следующий важный вывод. Существо
вание электрического поля, равно как и магнитного, зависит от движения 
системы координат.

Преобразованные уравнения позволяют определить электрическое 
поле по отношению к какой-либо системе координат движущейся без 
ускорения, если известно поле относительно другой системы Б того же 
типа.

Эти преобразования были бы невозможны, если бы состояние движения 
системы координат не входило в определение векторов поля. В этом 
можно тотчас же убедиться, если рассмотреть определение электрического 
поля: величина, направление и знак напряженности поля в данной точке 
определяются величиной пондеромоторной силы, с которой поле действует 
на единицу количества электричества, предполагаемую сосредоточенной 
в рассматриваемой точке и неподвижную по отношению к системе коор
динат.

Формулы преобразования показывают, что встреченные нами труд
ности (§ 3), связанные с явлениями, вызванными относительными движе
ниями замкнутого проводника и магнитного полюса, полностью преодо
лены в новой теории.

В самом деле, рассмотрим электрический заряд, движущийся равно
мерно относительно магнитного полюса. Мы можем вести наблюдение или 
из системы координат £, связанной с магнитом, или из системы коорди
нат связанной с электрическим зарядом. По отношению к системе Л1 
существует только одно магнитное поле (Мх, М у, М 2) и никакого элек
трического поля. Напротив, по отношению к системе Я* существует, как 
видно из выражений для Еу и Е2, электрическое поле, действующее на 
электрический заряд, неподвижный относительно системы 5*. Итак, 
трактовка явлений меняется в зависимости от состояния движения систе
мы координат. Все зависит от точки зрения; тем не менее, эти изменения 
точек зрения не играют большой роли и во всяком случае не могут при
вести ни к каким противоречиям. Совсем иначе обстоит дело, когда эти 
изменения приписывали изменениям состояния среды, заполняющей все 
пространство.
162



13 Принцип относительности и его следствия

Как уже отмечалось, зная законы, применимые к покоящемуся телу, 
можно немедленно найти законы, применимые к телу, движущемуся 
с большой скоростью. Так, например, можно получить уравнения движе
ния материальной точки с массой т, имеющей заряд е (например элек
трон) и находящейся под действием электромагнитного поля. Действи
тельно, уравнения движения материальной точки в тот момент, когда ее 
скорость равна нулю, известны. Исходя из уравнений Ньютона и иа 
определения напряженности электрического поля, имеем

т  %  =  еЕх’ (2)

а также еще два подобных уравнения для у- и 2-компонент. Тогда, при
меняя уравнения преобразования (I) и соотношения (1) этого параграфа, 
находим для произвольно движущейся точки

С ІХ

с і  {  т  с Н

с И

где
у  і  —  ( и 2/ с 2 )

=  Р,  (3)

и = і /  т 2 + т ' +
С ІІ  I  \  С І І  )  ' \ с И

Рх — а \ Рх Ч 7 .м  ~ - М
с і ї  2 Л  т У

и два других подобных уравнения для остальных компонент. Эти уравне
ния позволяют проследить путь катодных и Р-лучей в электромагнитном 
поле. Их точность почти так же несомненна, как и точность эксперимента 
Бухерера и Хупки.

Если мы хотим сохранить соотношение между силой и механической 
работой, а также теорему о моменте количества движения, то мы должны 
рассматривать входящие в эти уравнения векторы Р х, Р у, Р 2 как вектор
ные компоненты пондеромоторной силы, действующей на движущуюся м а-< 
териальную точку. В этих условиях уравнения (3) следует рассматривать 
как наиболее общие уравнения движения материальной точки — уравне
ния, совместимые с принятыми здесь принципами и не зависящие от 
природы С И Л Ы  (Рх, Р у, Р2).

Если выразить математически, сначала в системе 5 , а затем в систе
ме 5", тот факт, что при испускании и поглощении энергии, излучаемой 
телом, закон сохранения энергии, а также закон сохранения момента ко
личества движения остаются в силе, то сам собой напрашивается важный
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Принцип относительности и его следствия 1910 г.

вывод: масса любого тела зависит от содержащегося в нем количества 
энергии. Если обозначить через т массу, соответствующую определенно
му количеству энергии, содержащемуся в теле, то, увеличив на \У энер
гию тела, мы получим массу, равную

ТУ

где через с обозначена, как всегда, скорость света в пустоте.
Итак, закон сохранения массы, принятый в механике Ньютона, спра

ведлив только для системы, энергия которой постоянна. Масса и энергия 
становятся такими же эквивалентными друг другу величинами, как, на
пример, теплота и механическая работа. Таким образом, мы вплотную 
подошли к тому, чтобы рассматривать массу как сосредоточение колос
сального количества энергии. К сожалению, изменения массы И7с3 на
столько малы, что в настоящее время нет никакой надежды обнаружить 
их экспериментальным путем.



1911
U

О ВЛИЯНИИ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 
НА РАСПРОСТРАНЕНИЕ СВЕТА*

В работе, опубликованной четыре года назад, мы уже пытались отве
тить на вопрос, влияет ли тяготение на распространение света С Мы снова 
возвращаемся к этой теме, так как нас не удовлетворяет прежнее изложе
ние вопроса; кроме того, мы теперь еще раз убедились в том, что один из 
наиболее важных выводов указанной работы поддается эксперименталь
ной проверке. Оказывается, что лучи, проходящие вблизи Солнца, согла
сно излагаемой ниже теории, испытывают под влиянием поля тяготения 
Солнца отклонение, вследствие чего должно произойти кажущееся 
увеличение углового расстояния между оказавшейся вблизи Солнца не
подвижной звездой и самим Солнцем почти на одну дуговую секунду.

Развитие этих идей привело также к некоторым результатам, относя
щимся к тяготению. Так как изложение всех рассуждений было бы гро
моздким в ущерб ясности, то ниже будут даны только некоторые совер
шенно элементарные соображения, с помощью которых удобно ориенти
роваться в предпосылках и в логическом развитии теории. Выведенные 
в настоящей работе соотношения, даже если теоретическое основание их 
и соответствует действительности, являются верными только в первом 
приближении.

* Über den Einfluss der Schwerkraft auf die Ausbreitung des Lichtes. Ann. Phys., 
1911, 35, 898— 908.

1 A. E i n s t e i n .  Jahrb. d. Radioakt., 1907, 4, 411. (Статья 8).
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О влиянии силы тяжести на распространение света 1911

§ 1. Гипотеза о физической природе 
гравитационного поля

Пусть в однородном поле тяжести (ускорение силы тяжести у) на
ходится покоящаяся координатная система К,  которая ориентирована 
так, что силовые линии поля идут в отрицательном направлении оси %. 
Пусть в пространстве, свободном от гравитационных полей, находится 
вторая координатная система К ' , которая равномерно ускоренно (с уско
рением у) движется в положительном направлении своей оси г. Чтобы 
не усложнять рассуждения, откажемся от теории относительности и рас
смотрим обе системы в рамках привычной нам кинематики, а происходя
щие в них движения — в рамках обычной механики.

Материальные точки, которые не подвергаются влиянию со стороны 
других материальных точек, движутся относительно К , как и относитель
но К\  в соответствии с уравнениями

 * =  0 —  ̂=  0  - =  — у(И 2 ’ с№ ’ (И 2 *•
Для ускоренной системы отсчета К ' это следует прямо из принципа 

Галилея; для покоящейся же в однородном гравитационном поле системы 
отсчета К  это следует из того опытного факта, что все тела в таком поле 
ускоряются равномерно и одинаково сильно. Этот опытный факт об оди
наковом ускорении падения всех падающих в гравитационном поле тел 
является одним из наиболее общих фактов, установленных нами из наблю
дений; несмотря на это, закон этот не нашел еще отражения в основах 
нашей физической картины мира.

Однако мы придем к весьма удовлетворительной интерпретации этого 
опытного закона, если допустим, что системы отсчета К  ж К ' физически 
в точности равноценны, т. е. если допустим, что систему К  равным обра
зом можно рассматривать как систему, находящуюся в пространстве, сво
бодном от поля тяжести, но при этом мы должны рассматривать К  как 
равномерно ускоренную систему. При таком подходе нельзя говорить 
об абсолютном ускорении координатной системы, так же как нельзя 
в обычной теории относительности говорить об абсолютной скорости 
системы 2. С этой точки зрения одинаковое ускорение всех падающих тел 
в гравитационном поле очевидно.

Пока мы ограничиваемся чисто механическими явлениями, для кото
рых справедлива механика Ньютона, мы уверены в равноценности систем

2 Конечно, нельзя любое поле тяжести заменить состоянием движения системы 
без гравитационного поля, точно так же, как нельзя преобразовать все точки 
произвольно движущейся среды к покою посредством релятивистского преобра
зования.

166



14 О влиянии силы тяжести на распространение света

К  ж К". Однако представление наше будет достаточно глубоким только 
в том случае, если системы К  ж К ' окажутся равноценными относительно 
всех физических явлений, т. е. если законы природы по отношению к сис
теме К  полностью совпадут с законами природы по отношению к систе
ме К \  Приняв это, мы получаем принцип, имеющий большое эвристиче
ское значение, если он действительно справедлив. В самом деле, с по
мощью теоретического изучения явлений, протекающих относительно 
равномерно ускоренной координатной системы, мы получаем представле
ние о ходе явлений в однородном гравитационном поле. В дальнейшем 
будет прежде всего показано, каким образом с точки зрения обычной тео
рии относительности наша гипотеза приобретает значительную долю ве
роятности.

§ 2. О тяжести энергии
Теория относительности привела к выводу, что инертная масса тела 

растет с увеличением содержащейся в нем энергии; если приращение энер
гии составляет Е, то приращение инертной массы равно Е!сг, где с — ско
рость света. Но соответствует ли этому приращению инертной массы также 
приращение тяготеющей массы? Если нет, то тело в одном и том же поле 
тяжести падало бы с различным ускорением в зависимости от энергии тела. 
Столь удовлетворительный результат теории относительности, согласно 
которому закон сохранения массы содержится в законе сохранения энер
гии, оказался бы несправедливым, хотя в этом случае для инертной мас
сы и нужно было бы отбросить закон сохранения массы в его старой фор
мулировке, но для тяготеющей массы он остался бы в силе.

Такой вывод нужно считать весьма маловероятным. С другой стороны, 
обычная теория относительности не дает ни одного аргумента, из которого 
можно было бы заключить, что вес тела зависит от содержащейся в нем 
энергии. Однако мы покажем, что из нашей гипотезы об эквивалентности 
систе^ отсчета К ж К* тяжесть энергии вытекает как необходимое след
ствие.

Пусть две физические системы тел и S2, снабженные измерительны
ми приборами, расположены на оси Z системы отсчета К  на расстоянии h> 
друг от друга 3, так что гравитационный потенциал в том месте, где нахо
дится система S2, на yh больше гравитационного потенциала в месте на
хождения (рис. 1). Пусть из S2 посылается в S x определенное коли
чество энергии Е  в виде излучения. Пусть при этом количество энергии 
измеряется с помощью приборов, которые, будучи установлены в одном 
и том же месте систем z и там друг с другом сравнены, оказались бы

3 Размеры систем £1 и Бч рассматриваются как бесконечно малые по сравнению с к.

167



О влиянии силы тяжести на распространение света 1911 г.

1 совершенно одинаковыми. Априори ничего нельзя ска
зать о процессе переноса энергии излучением, потому 
что мы не знаем, как влияет поле тяжести на энергию 
излучения и на измерительные инструменты в и 5 2.

Л

Но, согласно допущению об эквивалентности сис
тем отсчета К  и К ', мы можем на место системы А , на-

у ходящейся в однородном поле тяжести, поставить сво
бодную от тяготения систему отсчета К ', движущуюся 
равномерно ускоренно в направлении положительных 
значений 2, с осью г которой жестко связаны физические 
системы и £ 2.

Рис. 1.

-А Пусть мы обсуждаем процесс переноса энергии из
лучением из £ 2 в $ !, находясь в некоторой системе от
счета А 0, которая не обладает ускорением. Положим, что 
в тот момент, когда энергия излучения Е 2 переносится 
из А2 в  ^  система К ' обладает относительно системы

К  о скоростью, равной нулю. Лучи достигнут системы ^  спустя время к! с 
(в первом приближении). В этот момент система обладает относитель
но К 0 скоростью у к/с =  г\ Поэтому, согласно обычной теории относи
тельности, достигающее *5! излучение имеет не энергию Е 2, а большую 
энергию Е х, которая в первом приближении связана с Е 2 соотношением4:

По нашему предположению, точно такое же соотношение справедливо 
и в том случае, когда рассматриваемый процесс протекает в неускорен
ной, но находящейся в гравитационном поле системе К . В этом случае 
мы можем заменить ук потенциалом Ф гравитационного поля в точке, где 
находится 5 2, если произвольная постоянная потенциала Ф в точке, где 
находится <5,1, приравнивается нулю. Следовательно, мы имеем:

Это соотношение выражает закон сохранения энергии для рассматривае
мого процесса. Энергия Е х, приходящая в больше, чем измерен
ная такими же приборами энергия Е 2, которую отдает система в 5 2, и притом 
на величину потенциальной энергии массы Е2!сг в поле тяжести. Таким 
образом, оказывается, что для выполнения закона сохранения энергии 
нужно к энергии Е  перед ее испусканием из £ 2 прибавить потенциальную 
энергию, которая соответствует (тяжелой) массе Е!сг в поле тяжести.

4 А. Е і п з Ь е і п .  Анн. РЬуэ., 1905, 17, 891. (Статья 1).

(1)

Е г =  Е , +  ф - Ф . (1а)
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14 О влиянии силы тяжести на распространение света

Следовательно, наше допущение об эквивалентности систем отсчета К  
и К * устраняет изложенную в начале этого параграфа трудность, чего 
не могла сделать обычная теория относительности.

Смысл этого результата становится особенно ясным при рассмотрении 
следующего кругового процесса.

1. Энергия Е, измеренная в £ 2, посылается в форме излучения из
в $ !, где, согласно только что полученному результату, поглощается

<у 7?
энергия Е  (1 +  -^ ), измеренная в £]_.

2. Тело И7 с массой М  падает из 5 2 в 6^, причем совершается работа 
Му/г..

3. Энергия Е из системы ^  переносится на тело IV, когда оно нахо
дится в 6'1. Благодаря этому изменяется тяжелая масса М ; пусть ее 
новое значение равно М '.

4. Тело снова поднимается в £ 2, причем затрачивается работа М 'у/г.
5. Энергия Е  переносится с тела на систему 5 2.
В результате этого кругового процесса система 6^ приобрела энер

гию Е  (у/г/с2) и системой передана энергия М 'у/г.— Му/г. в форме механиче
ской работы. Тогда по закону сохранения энергии должно выполняться 
соотношение:

Таким образом, приращение тяжелой массы равно Е!с2, т. е. оно- 
равно тому приращению инертной массы, которое следует из теории отно
сительности.

Еще более непосредственно этот результат получается из эквивалент
ности системы отсчета К  и К\  согласно которой тяжелая масса, опре
деленная относительно К , точно равна инертной массе, определенной от
носительно К \  Поэтому энергия должна иметь тяжелую массу, рав
ную ее инертной массе. Если в системе отсчета К * взвесить массу М .̂ 
с помощью пружинных весов, то последние вследствие инертности 
покажут кажущийся вес М 0у. Если сообщить энергию Е  массе М 0, то, 
согласно предположению об инерции энергии, пружинные весы докажут

В соответствии с нашим основным предположением, то же самое долж
но наступить при воспроизведении опыта в системе отсчета К , т. е. в поле- 
тяготения.

Е -£ - =  М 'гк — М гк,
или

М' — М  =  4 (1в>

±Ш
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3. Время и скорость света в поле тяжести
Если излучение, испускаемое в равномерно ускоренной системе отсче

та К ' из 5 2 по направлению к 5 г, имело относительно находящихся в 
часов частоту у2, то по прибытии в оно имеет относительно находящих
ся там точно таких же часов уже частоту не \2, а большую частоту 
которая в первом приближении равна

В самом деле, если снова ввести неускоренную систему отсчета К 0, 
относительно которой система отсчета К " в момент испускания света имела 
нулевую скорость, то 6'1 будет иметь относительного в момент прибытия 
излучения в скорость у {Ь/с), откуда в силу принципа Допплера непо
средственно получается соотношение (2).

Согласно нашему предположению об эквивалентности систем отсчета 
К '  и К , это соотношение справедливо и для покоящейся координатной 
системы К , в которой существует однородное поле тяжести, в том слу
чае, когда в этой системе происходит описанный выше перенос энергии 
излучения. Таким образом, получается, что луч света, испускаемый в об
ласти с определенным потенциалом тяготения из £ 2 и имеющий при его 
испускании частоту \2, измеренную часами, находящимися в обладает 
при его прибытии В другой частотой если последняя измеряется 
с помощью точно таких же часов, находящихся в Заменим у/г через 
потенциал тяготения Ф, взятый в £ 2 по отношению к /51} потенциал кото
рой принят за нуль, и примем, что соотношение, полученное нами для 
однородного гравитационного поля, справедливо также и для полей дру
гого вида; в таком случае

Прежде всего этот результат (справедливый, согласно его выводу, 
в первом приближении) можно применить следующим образом. Пусть 

— частота некоторого элементарного Источника света, измеренная с по
мощью часов Л, находящихся в том же месте, где и источник. Эта частота 
не зависит от того, где установлен источник света вместе с часами. Пред
ставим себе, что источник и часы помещены, например, на поверхности 
Полнца (там находится наша система 5 2). Часть испускаемого там света 
доходит до Земли (6'1), где мы часами и  точно такой же конструкции, что 
и упомянутые выше, измеряем частоту V приходящего света. Тогда, сог
ласно соотношению (2а), имеем

(2)

(2а)
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где Ф — (отрицательная) разность гравитационных потенциалов между 
поверхностью Солнца и поверхностью Земли.

Таким образом, согласно нашим представлениям, спектральные ли
нии солнечного света должны несколько сместиться по сравнению с соот
ветствующими спектральными линиями земных источников света в сто
рону красного конца спектра, а именно, на относительную величину

Это смещение можно было бы измерить, если бы были точно известны 
условия, при которых испускается солнечный свет. Однако ввиду того, 
что другого рода причины (давление, температура) также влияют на по
ложение центра тяжести спектральных линий, трудно установить, дей
ствительно ли существует выведенное выше соотношение, в котором учи
тывается влияние гравитационного потенциала.5

При поверхностном рассмотрении может показаться, что соотноше
ния (2) или (2а) бессмысленны. Возможно ли, чтобы при непрерывном 
испускании света из £ 2 он прибывал в ^ с  другой частотой, чем свет, вы
шедший из £ 2? Однако ответ на этот вопрос прост. Мы не можем рассмат
ривать г 2 и просто как частоты (числа периодов в секунду), так как мы 
еще не установили времени в системе отсчета К. Величина г 2 означает 
число периодов, отнесенное к единице времени часов Л в а — число 
периодов, отнесенное к единице времени точно таких же часов V  в 
У нас нет никаких оснований допускать, что часы, находящиеся в точках 
с различными гравитационными потенциалами, должны рассматриваться 
как одинаково идущие. Напротив, мы непременно должны определить 
время в системе отсчета К  так, чтобы число гребней и минимумов волн 
между £ 2 и 5'1 не зависело от абсолютного значения времени, ибо рассмат
риваемый процесс по своей природе стационарен. Если это условие не вы
полнено, то мы приходим к определению времени, которое будет явно вхо
дить в законы природы, что, конечно, неестественно и нецелесообразно. 
Итак, нельзя сказать, что оба часовых механизма, в 5 2 и *5!, показывают 
правильное «время». Если мы определяем время в 8 г часами ?7, то мы 
должны измерять время в Б^часами, которые идут в [1 +  (Ф/с2)] раза мед
леннее, чем часы II, если их сравнить с часами и  в одном и том же месте. 
Это связано с тем, что измеренная подобными часами частота рассмотрен

5 Д ж е в и л [L. F. J e w e l l .  J. phys., 1897, 6, 84] и особенно Фабри и Буас- 
сон [Ch. F a b r y ,  H.  B o i s s o n .  Compt. Rend., 1909, 148, 688— 690] действи
тельно нашли подобное смещение узких спектральных линий в сторону крас
ного конца спектра, вычисленного выше порядка, но приписали это смещение 
влиянию давления в поглощающем слое.
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ног о выше луча света при его отправлении из £ 2

в согласии с формулой (2а), равна частоте V! того же луча света при его 
прибытии в

Отсюда вытекает следствие фундаментального значения для теории. 
Если скорость света измерять в различных местах ускоренной системы 
отсчета К" в отсутствие гравитационного поля, пользуясь одинаково иду
щими часами и , то всюду будет получаться одно и то же значение. Соглас
но нашему основному допущению, то же самое справедливо для системы К. 
Однако отсюда следует, что в местах с различными гравитационными по
тенциалами при измерении времени мы должны пользоваться по-разному 
идущими часами. В том месте, которое относительно начала координат 
обладает гравитационным потенциалом Ф, мы должны при измерении вре
мени применять часы, которые при перенесении их в начало координат
шли бы в +  —̂ 1 раза медленнее, чем те часы, которыми определяется
время в начале координат. Если мы обозначим через с0 скорость света 
в начале координат, то скорость света с в некотором месте с гравитацион
ным потенциалом Ф будет равна

По этой теории, принцип постоянства скорости света справедлив не в той 
формулировке, в какой он кладется в основу обычной теории относитель
ности.

§ 4. Искривление лучей света в гравитационном поле
Из только что доказанного положения — скорость света в поле тяже

сти является функцией места — нетрудно с помощью принципа Гюй
генса доказать, что лучи света, распространяющиеся поперек поля тяже
сти, должны искривляться. В самом деле, пусть е — плоскость равной 
фазы некоторой плоской световой волны в момент времени £, а Р х и Р 2 — 
две точки на ней. расстояние между которыми равно единице. Точки Р 1 
и Р 2 лежат в плоскости чертежа, которая выбрана так, что взятая по нор
мали к ней производная от Ф, а следовательно и от с, обращается в нуль 
(рис. 2). Описывая около точек Р х и Р 2 окружности радиусами схдЛ и 
с2сР и проводя к ним общую касательную, получаем плоскость равной 
фазы, точнее, ее сечение плоскостью чертежа для момента времени t +  сИ, 
причем сх и с2 представляют собой скорости света соответственно в точках

Ф

(3)
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Е
Р, Р,

Рис. 2.

Р г и Р 2. Следовательно, угол отклонения луча света на пути с<И состав
ляет

если мы его считаем положительным, когда луч света изгибается в сто
рону возрастания п . Таким образом, угол отклонения на единицу пути 
луча света будет равен

Наконец, для отклонения а, которое луч света испытывает на любом 
пути 5 в сторону п , получаем выражение

Этот же результат мы могли бы получить и путем непосредственного 
рассмЪтрения распространения луча света в равномерно ускоренной сис
теме отсчета К*, преобразования результата к системе К  и затем обобще
ния на случай гравитационного поля произвольного вида.

По формуле (4) луч света, проходящий мимо какого-либо небесного 
тела, испытывает отклонение в сторону убывания гравитационного по
тенциала, т. е. в сторону небесного тела, равное

(Сг— с^сИ =

1 дс 
с дп' ’

или, в силу соотношения (3),
1 дФ 
с2 дп'

(4)
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где к — гравитационная постоянная, М  — масса небесного тела, А — 
расстояние от луча до центра небесного тела (рис. 3).

По этой причине луч света, проходящий мимо Солнца, испытал бы 
отклонение, равное 4 -10 -6 =  0,83 дуговой секунды. Благодаря искривле

нию луча угловое расстояние звезды от центра 
диска Солнца окажется увеличенным на эту ве
личину. Так как звезды в соседних с Солнцем об
ластях неба становятся видимыми при нолных 
солнечных затмениях, то это следствие теории 
можно сравнить с опытом. Для планеты Юпитер 
ожидаемое смещение достигает примерно 1/100, 
указанного значения. Было бы крайне желатель
ным, чтобы астрономы заинтересовались постав
ленным здесь вопросом даже и в том случае, 
если бы предыдущие рассуждения казались не

достаточно обоснованными или фантастическими. В самом деле, незави
симо от всякой теории, возникает вопрос: можно ли вообще современными 
средствами установить влияние гравитационных полей на распростране
ние света.

Поступила 21 июня 1911 г.

В статьях 8, 14, 17— 19 Эйнштейн анализирует возможность включения гравита
ционного поля в специальную энергию относительности.

В статье 8 выясняется влияние гравитационного поля на ход часов. В статье 14 
впервые формулируется принцип эквивалентности для постоянного однородного 
гравитационного поля и равномерно ускоренной системы координат. Новым в этих рабо» 
тах явился отказ от постоянства скорости света в присутствии гравитационного поля. 
Скорость света с принимается в качестве функции, характеризующей гравитационное 
поле; это приводит к выводу первой (неверной) формулы для отклонения луча све
та в поле Солнца.

Однако такой подход наталкивается на большие трудности (см. статью 18). Возни
кает противоречие с принципом эквивалентности и с соотношением между массой и 
энергией, которыми Эйнштейн не хочет жертвовать.

Хотя в статье 19 Эйнштейн описывает положение в пессимистических тонах, уже- 
через год, в 1913 г ., он публикует статью (вместе с Гроссманом), в которой излага
ются идеи общего принципа относительности. ч



і 5
ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

Одним из устоев, на котором покоится теория, известная под назва
нием «теории относительности», является так называемый принцип отно
сительности. Сейчас я постараюсь объяснить, что следует понимать под 
принципом относительности. Представим себе двух физиков, каждый из 
которых имеет свою лабораторию, оборудованную всеми необходимыми 
приборами. Предположим, что лаборатория первого физика расположена 
где-нибудь в поле, а лаборатория второго — в железнодорожном вагоне, 
движущемся с постоянной скоростью в одном направлении. Принцип 
относительности утверждает следующее: если эти два физика, применяя 
все свои приборы, будут изучать законы природы,— первый в своей не
подвижной лаборатории, а второй в лаборатории, движущейся по желез
ной дороге,— то они откроют тождественные законы природы, при усло
вии, что вагон движется равномерно и без тряски. В несколько более 
абстрактной форме можно сказать: согласно принципу относительности 
законы природы не зависят от движения системы отсчета.

Остановимся теперь на роли, которую играет принцип относительно
сти в классической механике. Эта механика основана в первую очередь 
на принципе Галилея, в соответствии с которым тело, не подвергающееся 
действию других тел, движется прямолинейно и равномерно. Если этот 
принцип выполняется в одной из названных выше лабораторий, то он бу
дет выполняться и в другой. В этом можно убедиться непосредственно 
на опыте; но к такому же заключению можно прийти на основании 
уравнений механики Ньютона, преобразуя эти уравнения к системе от
счета, равномерно движущейся относительно первоначальной системы.

До сих пор я говорил о лабораториях. Однако в математической фи
зике явления обычно относят не к какой-то определенной лаборатории, 
а к некоторой системе координат. При этом существенно следующее: если

* Die Relativitätstheorie.  Naturforsch. Gesellschaft, Vierteljahresschrift, Zürich, 
Jahrg., 1911, 56, 1 — 14. (Доклад на заседании Общества естествоиспытателей в 
Цюрихе 16 января 1911 г.)
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мы делаем какое-либо высказывание о положении точки, то всегда ука
зываем на совпадение этой точки с точкой некоторой другой системы тел. 
Например, если в качестве такой материальной точки я возьму самого 
себя и скажу: «Я нахожусь в этом месте в этом зале», то тем самым мое 
местоположение совпадает с некоторой определенной точкой этого зала, 
точнее, я говорю о таком совпадении. В математической физике это делает
ся с помощью трех чисел, так называемых координат, указывающих, 
с какими точками системы жестко скрепленных тел, которая называется 
координатной системой, совпадает точка, положение которой рассматри
вается.

Это и есть наиболее общие сведения о принципе относительности. 
Если бы физику X V III или первой половины X IX  столетия задать во
прос, существуют ли у него какие-нибудь сомнения в этом принципе, то 
он со всей решительностью ответил бы: нет. У него не было оснований 
сомневаться в этом принципе, поскольку в те времена царило убеждение, 
что все происходящее в природе можно объяснить законами классической 
механики. Теперь я расскажу о том, как опыт заставил физиков выдвинуть 
физические теории, противоречившие принципу относительности. Для 
этого нам придется кратко обрисовать с точки зрения принципа относи
тельности развитие оптики и электродинамики в течение последних деся
тилетий.

Свет, как и звуковые волны, способен к интерференции и дифракции, 
так что физики склонны были рассматривать свет как волновое движение 
или вообще как периодически изменяющееся состояние некоей среды. 
Эту среду назвали эфиром. До самого последнего времени физики были 
абсолютно уверены в существовании такой среды. Теория, кратко изла
гаемая в дальнейшем, несовместима с гипотезой эфира; однако сначала 
мы все же будем придерживаться последней. Посмотрим же, как разви
вались представления об этой среде и какие проблемы возникли в связи 
с физической теорией, основанной на гипотезе эфира. Мы уже говорили, 
что свет можно рассматривать как колебания некоторой среды, т. е., 
что в этой среде распространяются световые и тепловые колебания. Пока 
речь шла только об оптических явлениях в покоящихся телах, можно 
было не интересоваться другими движениями этой среды, кроме тех, ко
торые образуют свет. Предполагалось просто, что эта среда вместе с рас
сматриваемыми материальными телами находится в состоянии покоя 
(отвлекаясь от колебательных движений, образующих свет).

Когда же началось изучение оптических явлений в движущихся телах 
и одновременно связанное с этим рассмотрение электромагнитных свойств 
движущихся тел, то пришлось поставить вопрос о том, как ведет себя эфир, 
если тела в рассматриваемой физической системе имеют разные скорости. 
Увлекается ли световой эфир телами, так что в каждом месте эфир дви
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жется таким же образом, как и находящееся там вещество, или же этого 
нет? Простейшее предположение состоит в том, что световой эфир дви
жется всюду так же, как и вещество. Второе возможное предположение 
тоже очень простое, заключается в следующем: эфир вообще не участвует 
в движении вещества. Тогда оказались бы возможными и промежуточные 
случаи, которые характеризовались бы тем, что эфир движется в про
странстве до некоторой степени независимо от вещества. Посмотрим те
перь, как пытались получить ответ на этот вопрос. Первое важное разъяс
нение было получено благодаря фундаментальному опыту, выполненному 
французским физиком Физо. Постановка этого опыта решает следующий 
вопрос.

n -J  l L j t L n

Рис. 1.

Пусть изображенная труба (рис. 1) закрыта спереди и сзади стеклян
ными пластинами. Штуцеры на обоих ее концах позволяют пропускать 
через трубу жидкость в направлении вдоль ее оси. Как влияет скорость, 
с которой жидкость течет в трубе, на скорость светового луча, распро
страняющегося по трубе в аксиальном направлении? Если окажется, что 
световой эфир действительно движется вместе с веществом, текущим 
в трубе, то должно происходить следующее. Предположив, что в покоя
щейся воде свет распространяется со скоростью V , т. е. V есть скорость 
света относительно воды, и что скорость воды относительно трубы есть V, 
мы должны сказать: если световой эфир увлекается водой, то скорость 
света относительно воды всегда одинакова независимо от того, движется 
вода или нет. Таким образом, следует ожидать, что скорость распростра
нения света относительно трубы в случае движущейся жидкости будет 
на v больше, чем в случае покоящейся жидкости. В опыте Физо один из 
двух интерферирующих пучков света проходил через трубу описанным 
образом. По влиянию известной скорости жидкости на положение интер
ференционных полос можно вычислить, насколько велико влияние движе
ния воды со скоростью v на скорость распространения света относительно 
неподвижной трубы. Физо обнаружил, что скорость света относительно 
трубы увеличивается вследствие движения жидкости не на величину ско
рости v, а всего лишь на некоторую долю этой величины (именно, на 

 ̂ (1 — 1 In2), где п — показатель преломления жидкости). Если показа- 
1 “? А. Эйнштейн, том I 177
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тель преломления почти равен единице, т. е. если свет распространяется 
в жидкости почти с такой же скоростью, что и в пустоте, то движение 
жидкости почти не влияет на скорость света. Отсюда можно заключить, 
что представление о том, что свет всегда распространяется в воде с одина
ковой скоростью V, противоречит опыту.

Следующая простая гипотеза состояла в том, что световой эфир вооб
ще не участвует в движении вещества. На основе этой гипотезы вопрос 
о влиянии движения вещества на оптические явления не удается решить 
столь же простым способом. Однако в середине 90-х годов Г. А. Лоренцу 
удалось построить теорию, основанную на предпосылке, что световой 
эфир абсолютно неподвижен. Его теория совершенно правильно воспро
изводит почти все известные явления оптики и электродинамики движу
щихся сред, в том числе и только что упомянутый опыт Физо. Я сразу же 
отмечу, что невозможно построить основанную на наглядных предпосыл
ках теорию, принципиально отличающуюся от теории Лоренца и вместе 
с тем приводящую к тем же результатам. Поэтому вплоть до последнего 
времени приходилось принимать теорию покоящегося светового эфира 
как единственную теорию, согласующуюся со всей совокупностью опытных 
данных.

Рассмотрим теперь эту теорию покоящегося эфира с точки зрения 
принципа относительности. Если мы условимся называть неус^оренными 
все системы, относительно которых материальные точки, не подйерженные 
действию внешних сил, движутся равномерно, то принцип относительно
сти утверждает: законы природы тождественны во всех неускоренных 
системах. С другой стороны, основная гипотеза Лоренца о покоящемся 
световом эфире выделяет из всех неускоренных движущихся систем системы 
с определенным состоянием движения, а именно те, которые находятся 
в покое относительно этой светоносной среды. Следовательно, хотя отсюда 
и нельзя утверждать, что существует абсолютное движение в философ
ском смысле (поскольку это невозможно в принципе, мы можем говорить 
только об изменениях взаимного расположения тел), однако в физиче
ском смысле абсолютное движение существует, так как мы только что 
выделили одно состояние движения, а именно: покой относительно эфи
ра. Мы можем называть тело абсолютно покоящимся в том смысле, ч ю  
оно покоится относительно светоносной среды. Системы отсчета, покоя
щиеся относительно эфира, отличаются от всех прочих неускоренных сис
тем. В этом смысле основное представление Лоренца о покоящемся све
товом эфире противоречит принципу относительности. Это представление 
приводит к следующему общему рассуждению. Пусть система отсчета к 
покоится относительно светового эфира. Другая система отсчета к' пусть 
Движется равномерно и прямолинейно относительно светового эфира. 
Следует ожидать, что относительное движение системы к' по отношению
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к эфиру оказывает влияние на законы природы, действующие в систе
ме к'. Таким образом, следовало бы ожидать, что законы природы в сис
теме к’ отличаются от законов природы в системе к вследствие движения 
системы к* в световом эфире. Далее пришлось бы сказать, что Земля вмес
те с нашими лабораториями не могла бы в течение всего года оставаться 
в покое по отношению к этой светоносной среде, т. е., что Земля должна бы 
играть роль системы отсчета к\ Следовательно, необходимо предполо
жить, что можно найти какое-нибудь явление, в котором проявилось бы 
влияние этого движения на эксперименты в наших лабораториях. При
ходилось думать, что наше физическое пространство в том виде, в каком 
мы имеем его на Земле, вследствие этого относительного движения долж
но иметь различные свойства в различных направлениях. Однако пока 
ничего подобного не удавалось обнаружить ни в одном опыте.

Этот эфир привел нас к неприятному положению. Из опыта Физо сле
дует: эфир не увлекается веществом, т. е. существует движение светонос
ной среды относительно вещества. Однако все попытки обнаружить это 
относительное движение приводили к отрицательному результату. Эти 
два результата, по-видимому, противоречили друг другу, и физики стра
дали от того, что не могли разрешить это противоречие. Следовало спро
сить, нельзя ли все-таки согласовать теорию Лоренца с принципом отно
сительности, отклонения от которого не удавалось обнаружить, несмот
ря на все старания. Прежде чем перейти к этому вопросу, мы извлечем 
из теории покоящегося эфира Лоренца следующие наиболее существенные 
для нас сведения. Что означает физически утверждение: существует покоя
щийся световой эфир? Важнейшее содержание этой гипотезы можно выра
зить следующим образом: существует система отсчета (называемая в тео
рии Лоренца «системой, покоящейся относительно эфира»), относительно 
которой каждый световой луч распространяется в пустоте с универсаль
ной скоростью с. Это должно происходить независимо от того, находится 
тело, излучающее свет, в покое или в движении. Назовем это утверждение 
принципом постоянства скорости света. Итак, только что поставленный 
вопрос можно также сформулировать следующим образом: нельзя ли прин
цип относительности, который выполняется, по-видимому, без исключе
ний, привести в согласие с этим принципом постоянства скорости света?

На первый взгляд, против этого говорит следующее рассуждение. По
скольку каждый световой луч распространяется со скоростью с относи
тельно системы отсчета к, то этого не может быть в системе к\ если систе
ма к" движется относительно системы отсчета к. Именно, если система к 
движется со скоростью V в направлении распространения света, то в соот
ветствии с известными нам воззрениями следовало бы считать скорость 
светового луча в системе к" равной с  —  V.  Таким образом, законы рас
пространения света в системе к' отличались бы от законов распростране
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ния света в системе к, что означало бы нарушение принципа относитель
ности. Это страшное заключение. Но оказывается, что природа не имеет 
к нему никакого отношения. Оно возникло из-за того, что в наших рас
суждениях, а следовательно, и в рассуждениях, только что приведенных 
здесь, мы молчаливо делали предположения, которые необходимо отбро
сить, чтобы прийти к непротиворечивому и более простому пониманию 
вещей.

Попытаемся разъяснить эти произвольные предположения, проникшие 
в основы нашего физического мышления. Первое и важнейшее произволь
ное предположение касается понятия времени, и мы попытаемся объяс
нить, в чем состоит этот произвол. С целью сделать это лучше, будем гово
рить сперва о пространстве, чтобы потом провести аналогию с измерением 
времени. Когда мы хотим указать положение точки в пространстве, т. е. 
положение точки относительно некоторой системы координат к, то мы 
указываем декартовы координаты х , у, z этой точки. Смысл этих коорди
нат таков: по известным правилам надо из данной точки опустить перпен
дикуляры на координатные плоскости и посмотреть, сколько раз можно 
нанести на эти перпендикуляры данный единичный масщтаб. В резуль
тате этой операции и получаются значения координат. Таким образом, 
задание пространственного положения координатами есть результат опре
деленных манипуляций. В соответствии с этим указываемые нами коор
динаты имеют вполне определенный физический смысл; всегда можно 
проверить, действительно ли некоторая заданная точка имеет указанные 
координаты.

Как обстоит дело в этом отношении со временем? Здесь мы находим
ся в положении, не столь блестящем. До сих пор всегда довольствовались 
высказыванием: время есть независимая переменная бытия. На таком 
определении никоим образом нельзя основывать измерение момента вре
мени фактически происходящего события. Следовательно, мы должны 
попытаться определить время так, чтобы на основе нашего определения 
были возможны измерения времени. Представим себе в начале координат 
системы к часы (например, часы с балансиром). С помощью этих часов 
можно непосредственно отсчитывать время событий, происходящих в этой 
точке или в ее ближайшей окрестности. Однако время событий, происхо
дящих в какой-либо другой точке системы к, этими часами измерить непо
средственно нельзя. Если наблюдатель, находящийся в начале коорди
нат системы к, отметит по часам время, когда он получит световой сигнал 
о происшедшем событии, то это время не будет совпадать с временем са
мого события, а окажется больше на промежуток времени, необходимый 
для прохождения светового сигнала от места события до часов наблюдателя. 
Если бы мы знали скорость распространения света в системе к для 
заданного направления, то время события можно было бы определить
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по названным выше часам; однако измерение скорости света возможно 
только в том случае, если рассматриваемая нами задача определения 
времени уже решена. Именно, чтобы измерить скорость света в опреде
ленном направлении, необходимо измерить расстояние между двумя точ
ками А  и В, между которыми распространяется световой сигнал, и за
тем — время отправления света из А и прибытия света в В. Следователь
но, необходимо было бы проводить измерения времени в разных точках, 
что можно выполнить в том случае, если искомое определение времени 
уже существует. Но если скорость, в частности скорость света, принци
пиально невозможно измерить без произвольных допущений, то мы имеем 
право делать произвольные предположения и о скорости света. Допустим 
теперь, что скорость распространения света в пустоте из точки А  в точ- 
ку В  равна скорости прохождения света из В в А . В силу этого допуще
ния мы действительно можем синхронизовать однотипные часы, покоя
щиеся в различных точках системы к. Поставим, например, часы, нахо
дящиеся в точках А и В, таким образом, что выполняется следующее ус
ловие: если из А  в момент времени £ (измеренный по часам в А) посылается 
световой луч в В, прибывающий в В в момент t а (измеренный по ча
сам в В), то и, наоборот, световой сигнал, посылаемый из В в А  в мо
мент £ (измеренный по часам в В), также должен прибывать в А  в момент 
£ +  а (измеренный по часам в А ). Это и будет правилом установки всех 
часов, находящихся в системе к. Если мы выполним это правило, то по
лучим определение времени с точки зрения физика, который делает изме
рения. Время события как раз равно показанию часов, поставленных 
в соответствии с только что принятым правилом и находящихся на месте 
события.

Чего же особо примечательного мы достигли этим способом? Ведь все 
это выглядит как нечто само собой разумеющееся. Примечательное состоит 
в том, что для придания вполне определенного смысла показаниям часов 
это правило относится к системе часов, которая покоится во вполне опре
деленной системе координат к. Мы получили не время вообще, а время, 
отнесенное к координатной системе к, вернее, к координатной системе к 
вместе с системой установленных в ней часов, покоящихся относительно к. 
Конечно, те же самые операции можно выполнить и в том случае, если мы 
имеем вторую систему координат к\ равномерно движущуюся относи
тельно системы к. Мы можем расположить в пространстве этой системы 
координат к* систему часов, но так, чтобы все часы двигались вместе 
с к\ Тогда эти часы, покоящиеся относительно к\ можно поставить точно 
по указанному правилу. Если мы это сделаем, то получим также время, 
отнесенное к системе к\

Однако нельзя утверждать априори, что если два события одновремен
ны в системе отсчета к — мы подразумеваем под этим систему координат

181



Теория относительности 1911 г.

вместе с часами,— то те же события также должны быть одновременными 
в системе отсчета к'. Нельзя сказать, что время имеет абсолютный, т. е. 
независимый от состояния движения системы отсчета смысл. Это и есть 
произвол, который содержался в нашей кинематике.

Но в нашей кинематике имеется и второе обстоятельство, содержащее 
произвол. Мы имеем в виду размеры тела, например, длину стержня, 
и верим, будто точно знаем, какова эта длина, даже тогда, когда тело 
находится в движении относительно системы отсчета, в которой мы опи
сываем события. Но следующее короткое рассуждение показывает, что 
это вовсе не такое простое понятие, какое мы инстинктивно представляем 
себе. Возьмем стержень, движущийся относительно системы отсчета к 
вдоль своей оси. Спрашивается, какова ддина этого стержня? Этот во
прос может иметь только один смысл: какие операции мы должны проде
лать, чтобы узнать, какова длина стержня. Наблюдателю с масштабной 
линейкой можно сообщить такой импульс, чтобы он приобрел скорость, 
равную скорости стержня; тогда он будет покоиться относительно стержня 
и сможет определить длину этого стержня, повторно прикладывая свой 
масштаб совершенно так же, как на самом деле определяется длина по
коящегося тела. В результате измерения он получит вполне определенное 
число и сможет с известным основанием констатировать, что измерил длину 
этого стержня.

Но если существуют только такие наблюдатели, которые не движутся 
вместе со стержнем, а находятся в покое относительно некоторой опреде
ленной системы отсчета к, то мы можем поступать следующим образом. 
Представим себе, что вдоль пути, проходимого стержнем, который дви
жется вдоль своей оси, расположено очень большое количество часов 
и возле каждых часов стоит наблюдатель. Пусть часы сверены с помощью 
световых сигналов описанным выше способом, так что в своей совокуп
ности они показывают время, относящееся к системе отсчета к. Пусть 
теперь эти наблюдатели определяют в системе к два положения, в кото
рых находятся начало и конец стержня в определенное заданное вре
мя /, или, другими словами, положение обоих часов, мимо которых про
ходит начало или конец стержня, когда эти часы показывают время /. 
Затем расстояние между двумя полученными таким образом точками 
(или часами) определяется путем последовательного прикладывания 
к соединяющему их отрезку масштабной линейки, покоящейся относи
тельно системы отсчета к. Результаты этих двух манипуляций с полным 
основанием можно назвать длиной движущегося стержня. Однако сле
дует отметить, что эти две манипуляции необязательно должны приводить 
к совпадающим результатам или, другими словами, что геометрические 
размеры тела нельзя считать независимыми от состояния движения систе
мы отсчета, относительно которой эти размеры определяются.
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Если мы не сделаем этих двух произвольных предположений, то уже 
не сможем решить следующую элементарную задачу: пусть даны коорди
наты х, y, z и время t события в системе к; требуется определить коорди
наты х\ у\  Z* и время t' того же события, отнесенные к другой системе, 
которая совершает известное равномерное и прямолинейное движение 
относительно системы к. И вот оказывается, что простое решение этой за
дачи, принятое до сих пор, основывается на этих двух предположениях, 
только что признанных нами произвольными.

Как же снова поставить на ноги кинематику? Ответ получается сам 
собой: как раз те обстоятельства, которые причиняли нам раньше мучи
тельные затруднения, и выводят нас на правильный путь после того, как 
мы получим больше свободы действий, отказавшись от указанных про
извольных предположений. Оказывается, что как раз те два на первый 
взгляд несовместимых постулата, на которые указывает нам опыт, 
а именно: принцип относительности и принцип постоянства скорости 
света, приводят к вполне определенному решению проблемы преобразо
ваний координат и времени. Получающиеся при этом результаты в неко
торых отношениях резко противоречат нашим обычным представлениям. 
Математические соображения, приводящие к этим результатам, очень 
просты, однако здесь не место подробно излагать их *. Мы остановимся 
лишь на главнейших следствиях, которые получаются из них чисто ло
гическим путем, без дополнительных предположений.

Сначала рассмотрим кинематику. Поскольку мы дали физическое 
определение координат и времени, то каждое соотношение между про
странственными и временными величинами будет иметь вполне опреде
ленный физический смысл. Получаются следующие результаты. Если 
мы имеем твердое тело, равномерно движущееся относительно выбран
ной нами координатной системы к, то это тело в направлении своего 
движения выглядит укороченным во вполне определенном отношении 
по сравнению с размерами, которыми оно обладает в этой системе в со
стоянии цокоя. Если скорость тела обозначить через v, а скорость света — 
через с, то любая длина, измеряемая в направлении движения и равная I 
при неподвижном состоянии тела, вследствие движения тела по отноше-

1 Если х, у , z, t и х', у', z t '  означают пространственно-временные координаты 
в двух системах отсчета к и к', то эти два основополагающих принципа требуют, 
чтобы уравнения преобразований были такими, что каждое из двух соотношений

_|_ у 2 _j_ z2 _  с2̂ 2

и
+  у,г +  z'2 =  c2t'2

было следствием другого. Поскольку по причинам, которые мы не будем здесь 
объяснять, преобразования должны быть линейными, то, как показывает крат
кое исследование, тем самым устанавливается закон преобразования. [См., на
пример, A. E i n s t e i n ,  Jahrb. Radioakt. 1907, 4, 418. (Статья 8)].
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нию к неподвижному наблюдателю уменьшается до значения

Если тело в покое имеет форму шара, то при движении в некотором 
направлении оно принимает форму сплюснутого эллипсоида вращения. 
Если скорость приближается к скорости света, то тело сплющивается и 
становится плоским. С точки же зрения наблюдателя, движущегося вместе 
с телом, оно, как и прежде, сохраняет форму шара, однако все предметы, 
не движущиеся вместе с этим наблюдателем, точно таким же образом 
представляются ему укороченными в направлении движения. Этот ре
зультат оказывается не таким уж странным, если учесть, что это выска
зывание о размерах движущегося тела имеет весьма сложный смысл, 
поскольку в соответствии с предыдущим размеры тела можно определить 
только с помощью измерения времени.

Мнение, что понятие «форма движущегося тела» имеет непосредст
венно наглядный смысл, возникает потому, что на повседневном опыте 
мы привыкли иметь дело только с такими движениями, скорости которых 
можно считать практически бесконечно малыми по сравнению со ско
ростью света.

Теперь второе чисто кинематическое следствие теории, которое ка
жется даже еще более удивительным. Представим себе часы, способные 
показывать время системы отсчета к и находящиеся в состоянии покоя 
относительно к. Можно покарать, что те же часы, движущиеся равно
мерно и прямолинейно относительно системы отсчета к, с точки зрения 
системы к будут идти медленнее: если показание часов увеличивается 
на единицу, то часы системы к покажут, что в этой системе прошло время

1
У 1 —  (г;2 / с2)

Таким образом, движущиеся часы идут медленнее, чем такие же часы, 
покоящиеся относительно системы к. При этом необходимо представлять 
себе, что скорость хода часов в движущемся состоянии определяется 
путем постоянного сравнения положения стрелок этих часов с поло
жением стрелок тех покоящихся относительно системы к часов, которые 
измеряют время системы к и мимо которых проходят рассматриваемые 
движущиеся часы. Если бы нам удалось сообщить часам скорость света 
(мы могли бы сообщить им скорость, близкую к скорости света, если бы 
имели достаточную силу), то стрелки часов с точки зрения системы к 
двигались бы бесконечно медленно.

Положение становится еще более поразительным, если представить 
себе следующее. Пусть эти часы приобретут очень большую скорость
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(почти равную с) и будут равномерно двигаться дальше, а потом, после 
того как они пройдут большое расстояние, получат импульс в противопо
ложном направлении, так что снова возвратятся в исходный пункт, откуда 
они начали движение. Тогда окажется, что положение стрелок этих 
часов в течение всего их путешествия почти не изменилось, тогда как 
на тождественных часах, оставшихся в состоянии покоя в пункте от
правления, положение стрелок за это время изменилось весьма сущест
венно. Следует добавить, что выводы, которые справедливы для этих 
часов, взятых нами в качестве простой системы, представляющей все 
физические процессы, остаются в силе и для замкнутой физической систе
мы с каким-либо другим устройством. Например, если бы мы поместили 
живой организм в некий футляр и заставили бы всю эту систему совер
шить такое же движение вперед и обратно, как описанные выше часы, то 
можно было бы достичь того, что этот организм после возвращения в ис
ходный пункт из своего сколь угодно далекого путешествия изменился бы 
как угодно мало, в то время как подобные ему организмы, оставленные 
в пункте отправления в состоянии покоя, давно бы уже уступили место 
новым поколениям. Для движущегося организма длительное время пу
тешествия будет лишь мгновением, если движение будет происходить 
со скоростью, близкой к скорости света! Это — неизбежное следствие* 
наших исходных принципов, к которым нас приводит опыт.

Теперь еще несколько слов о значении теории относительности для 
физики. Эта теория требует, чтобы математическое выражение закона 
природы, который справедлив при произвольных скоростях, не изме
няло своего вида при переходе с помощью уравнений преобразования 
к новым пространственно-временным координатам в формулах, выра
жающих этот закон. Благодаря этому многообразие возможностей су
щественно сужается. Простым преобразованием удается получить физи
ческие законы для движущихся как угодно быстро тел из законов, из
вестных для покоящихся или медленно движущихся тел. Так, например> 
можно вывести законы движения быстрых катодных лучей. При этом 
оказывается, что уравнения Ньютона несправедливы для материальных 
точек, движущихся с большой скоростью, и должны быть заменены урав
нениями движения несколько более сложной структуры. Эти законы 
для отклонения катодных лучей находятся в весьма удовлетворительном 
согласии с опытом.

Из физически важных следствий теории относительности необходимо 
упомянуть следующие. Мы уже видели, что, согласно теории относи
тельности, движущиеся часы идут медленнее, чем те же часы в состоянии 
покоя. Можно считать почти исключенной проверку этого утверждения 
посредством опыта с карманными часами, так как скорости, которые им 
можно сообщить, исчезающе малы по сравнению со скоростью_света.
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Однако природа предоставляет нам объекты, вполне обладающие свой
ствами часов и в то же время движущиеся чрезвычайно быстро. Это— атомы, 
которые испускают излучение с линейчатым спектром и которымв электриче
ском поле можно сообщить скорость, равную многим тысячам километров 
в секунду (каналовые лучи). В соответствии с теорией относительности сле
дует ожидать, что вследствие движения атомов частоты их колебаний 
будут изменяться точно таким же образом, как ход движущихся часов. 
Хотя соответствующие эксперименты также сопряжены с серьезными 
трудностями, мы все-таки не должны терять надежды на то, что в бли
жайшие десятилетия на этом пути будет получено важное доказательство, 
подтверждающее либо опровергающее теорию относительности.

Кроме того, теория дает важный результат, заключающийся в том, 
что инертная масса тела зависит от содержания энергии в нем (правда, 
в крайне слабой степени), так что прямое экспериментальное подтвержде
ние этого следствия представляется совершенно безнадежным. Если 
энергия некоторого тела увеличивается на Е , то его инертная масса воз
растает на Е/с2. Эта теорема опровергает закон сохранения массы; точнее, 
она объединяет его с законом сохранения энергии. Каким бы странным 
ни казался этот результат, следует указать, чтр в некоторых частных 
случаях данные, известные из опыта, и без теории относительности по
зволяют с уверенностью заключить, что инертная масса увеличивается 
с ростом энергии.

Наконец, еще несколько слов о чрезвычайно интересном математи
ческом направлении, которым теория обязана главным образом мате
матику Минковскому, к сожалению столь безвременно скончавшемуся. 
Уравнения преобразований в теории относительности таковы, что они 
обладают следующим инвариантом:

ж2 +  у2 +  г2 —  с Е .
Если вместо времени I ввести в качестве временной координаты мнимую 
переменную У  — 1 — т, то этот инвариант принимает вид

+  У1 +  22 +  *2.
При этом пространственные и временная координаты играют равноправ
ную роль. Дальнейшее применение этого формального равноправия 
пространственных и временной координат привело к чрезвычайно ясному 
изложению теории относительности, существенно облегчающему ее при
ложения. Физические события изображаются в четырехмерном мире и 
пространственно-временные соотношения между ними представляются 
н этом четырехмерном мире геометрическими теоремами.
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К ПАРАДОКСУ ЭРЕНФЕСТА

Замечание к статье В. Вари чана

Недавно в этом журнале 1 В. Варичак опубликовал замечания, которые 
нельзя оставить без возражений, поскольку они могут вызвать путаницу.

Автор неправильно проводит различие между воззрениями Лоренца и 
моими на физические факты. Вопрос о том, реально лоренцово сокраще
ние или нет, не имеет смысла. Сокращение не является реальным, посколь
ку оно не существует для наблюдателя, движущегося вместе с телом; 
однако оно реально, так как оно может быть принципиально доказано 
физическими средствами для наблюдателя, не движущегося вместе 
с телом. Это именно то, что обнаруживает весьма изящным способом 
Эренфест.

Мы получаем в системе отсчета К  форму тела, движущегося относитель
но этой системы, определяя точки в системе А , с которыми в определенное 
время £ совпадают материальные точки движущегося тела. Поскольку ис
пользуемое при этом понятие одновременности определено так, что на ос
новании этого определения принципиально возможна констатация одно
временности экспериментальным путем, то и лоренцово сокращение прин
ципиально наблюдаемо.

Может быть, это В. Варичак и признал бы, а следовательно, в извест
ном смысле взял бы назад свое высказывание о том, будто лоренцово сокра
щение является «субъективным явлением». Однако он, возможно, остался 
бы при том мнении, что лоренцово сокращение имеет свои корни исключи
тельно в произвольном определении «способа сверки часов и измерения 
Длин». Насколько это мнение ошибочно, показывает следующий мыслен
ный эксперимент.

* Zum Ehrenfestschen Paradoxon. Phys. Z ., 1911, X I I , 509, 510. 

1 V. V a r i c a k .  Phys. Z ., 1911, 12, 169.
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Пусть два стержня А " В" и А " 1 В А" имеющие одинаковую длину при 
измерении в состоянии покоя, могут скользить вдоль оси X  неускореннойг 
системы отсчета параллельно, с одинаковой ориентацией. Стержни А 'В ' 
и А "  В должны скользить так, что стержень А ”В Й движется со сколь 
угодно большой скоростью в положительном, а стержень А "В '*  — в от
рицательном направлении оси X . При этом концы стержней А* и А '* встре
чаются в точке А *, а концы В ” и В '” — в точке В* оси X . Тогда, согласно 
теории относительности, расстояние А*В *  окажется меньше длины каж
дого из стержней А ' В* и А'* В " 1, что можно установить с помощью одно
го из стержней, прикладывая его в состоянии покоя к отрезку А *В *.

Поступила 18 мая 1911 г.
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СКОРОСТЬ СВЕТА 
Н СТАТИЧЕСКОЕ ГРАВИТАЦИОННОЕ ПОЛЕ*

В нашей работех, вышедшей в прошлом году, показано, что из гипоте
зы о физической эквивалентности ускоренной системы координат полю тя
жести следуют выводы, хорошо согласующиеся с результатами теории от
носительности (теории относительности равномерного движения). Но 
при этом оказалось, что справедливость одного из основных принципов 
последней, а именно: закона постоянства скорости света — ограничена 
областями пространства-времени, в которых постоянен гравитационный 
потенциал. Несмотря на то, что этот результат исключает всеобщую приме
нимость преобразований Лоренца, он не должен отпугивать от дальнейше
го следования по предложенному пути. По моему мнению, гипотеза о том, 
что «поле ускорения» является частным случаем гравитационного поля, 
по крайней мере настолько правдоподобна, особенно при учете уже полу
ченных в первой работе результатов относительно гравитационной массы 
энергии, что следует предпринять детальное исследование тех следствий, 
к которым приводит этот принцип эквивалентности.

Позже Абрагам2 построил теорию гравитации, которая содержит, как 
частный случай, результаты нашей предыдущей работы. Однако дальше 
мы увидим, что систему уравнений Абрагама нельзя согласовать с прин
ципом эквивалентности и что к его представлениям о времени и простран
стве нельзя прийти исходя из формальной, чисто математической точки 
зрения.

* Lichtgeschwindigkeit und Statik des Gravitationsfeldes. Ann. Phys., 1912, 38, 355—> 
369.

1 A . E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1911, 35, 898. (Статья 14).
2 M. A b r a h a m .  Phys. Z ., 1912, 13, N . 1.
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§ 1. Пространство и время в поле ускорения
Пусть система отсчета К  (координаты х , у , г) движется равномерно уско

ренно в направлении своей оси X . Это ускорение является равномерным в 
смысле Борна; это означает, что ускорение начала координат этой системы 
относительно такой неускоренной системы, по отношению к которой точки 
системы К  покоятся (точнее, имеют бесконечно малую скорость), постоян
но. Такая система К , согласно принципу эквивалентности, в точности эк
вивалентна некоторой покоящейся системе, в которой действует свобод
ное от масс гравитационное поле3 определенного вида. Пространственный 
измерения в системе К  осуществляются посредством масштабов, которые 
при их сравнении друг с другом в состоянии покоя и в определенном месте 
системы К  обладают одинаковыми длинами. Все геометрические свойства, 
равно как и соотношения между координатами х , у, г и другими длинами, 
должны исследоваться такими масштабами. Эти правила не являются сама 
собой разумеющимися; они содержат в себе некоторые физические предпо
ложения, которые иногда могут оказаться и неправильными. Так, напри
мер, весьма вероятно, что они несправедливы в равномерно вращающейся 
системе, в которой вследствие лоренцова сокращения отношение длины 
окружности к диаметру при применении нашего определения длины долж
но отличаться от я. Масштабы, равно как и оси координат, следует пред
ставлять себе в виде абсолютно твердых стержней. Это можно делать, не
смотря на то, что, согласно теории относительности, абсолютно твердые те
ла в действительности не могут существовать. В самом деле, абсолютно 
твердые измерительные стержни можно представить себе состоящими иэ 
большого числа тел, не являющихся абсолютно твердыми; они так связа
ны между собой, что не передают друг другу давление при остановке каж
дого из стержней. Время £ в системе отсчета К  мы будем измерять этими 
часами, установленными в пространственных точках системы К  так, что 
измеряемый с их помощью промежуток времени, необходимый для прохож
дения луча света между какими-либо двумя точками А  и В системы, не 
зависит от момента испускания луча света из А. Понятие одновременности, 
как это будет показано ниже, можно определить непротиворечивым обра
зом благодаря тому, что по нашим часам все лучи света, проходящие череэ 
какую-либо точку А системы К , обладают независимо от их направления 
одной и той же скоростью распространения.

Мы хотим тепёрь наряду с системой отсчета К  (х, у , г, £) рассмотреть 
также и неускоренную систему отсчета (с постоянным гравитационным 
потенциалом) 2(£, г], £, т). Прежде всего расположим ее так, чтобы ось £

3 Массы, создающие это поле, можно представить себе находящимися в беско
нечности.
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была направлена по оси X , а оси г] и £ были параллельны соответственно осям 
У и 2 . Такое расположение осей возможно, если предположить, что уско
ренное движение не деформирует систему К  по отношению к 2 . Положим 
это физическое предположение в основу наших рассуждений.

Из него следует, что для произвольного х должны выполняться ра
венства

так, что мы должны лишь найти связь между | и т, с одной стороны, и х 
и г — с другой. Пусть обе системы отсчета совпадают в момент времени 
х =  0; тогда искомые уравнения связи должны во всяком случае иметь.. 
вид

Коэффициенты в этих разложениях, справедливых при достаточно- 
малых положительных и отрицательных значениях г, будем пока рассмат
ривать как неизвестные функции х. Ограничиваясь выписанными выше 
членами в разложениях (2), путем дифференцирования получаем:

Будем считать, что в системе 2  время измеряется в таких единицах, что« 
скорость света в этой системе равна единице. Тогда, ограничившись бес
конечно малой окрестностью пространственно-временных точек, мы можем 
записать уравнение сферической поверхности, расширяющейся со ско
ростью света из произвольной пространственно-временной точки, сле
дующим образом:

Эта же самая поверхность в системе К  должна описываться уравнением-

Поэтому уравнения связи (2) должны быть такими, чтобы оба уравнения 
поверхности были бы эквивалентными. Последнее требование с учетом ра
венств (1) приводит к соотношению

Левую часть этого соотношения можно выразить через (1х и М при помощи 
равенств (3); приравнивая коэффициенты при йх2, ей2 и с1х& в обеих

(1)

(2)

гі£ =  (А/ а'£2) сіх 2а£гі£,
(їх — (Р' +  'х'і +  д'і*) сСх +  (т +  2ді) гіг. (3)

гі£2 +  гіг]2 +  гі£2—- гіт2 =  0.

сї х 2 +  г і г / 2  +  г і г 2  —  с 2 г і £ 2  =  0 .

гі£2 —  гіт2 =  гіж2 — с2гіг?.
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частях равенства, получаем уравнения
1 =  (V +  а'£2)2 —  (ß' +  r'£ +  ö'£2)2,

— c 2 =  4a2£2 — (г4 -2 б£ )2,

О =  (V  4- ot'£2) 2a£ —  (ß' 4- T'£ 4- ö'£2) (r 4- 2ö£).
Эти уравнения представляют собой тождества по £ с точностью до та

ких степеней £, когда еще не существенны опущенные в (2) члены, а имен
но: первое уравнение — с точностью до второй степени £, а второе и 
третье — с точностью до первой степени £. Отсюда следуют соотношения

1 =  г 2 — ß'\ о =  ß Y , 2Хос' —  г '2 — 2ß'ö' О,

—  с2 =  — г 2, 0 =  rö»
О =  ß Y  0 =  2аХ' —  2ß'6 — гг '.

Так как у не может равняться нулю, то из первого соотношения треть
ей  строки следует, что ß ' =  0. Коэффициент ß является постоян
ной величиной, которую можно соответствующим выбором начала отсчета 
времени сделать равной нулю. Коэффициент у должен быть положитель
ным; тогда из первого соотношения второй строки следует, что

у =  с.
Согласно второму соотношению второй строки,

6 =  0.

Так как коэффициент ß' равен нулю и мы можем поменять местами х  
и из первого соотношения первой строки находим

К =  1.
Далее, если при £ =  0 и | =  0 должно равняться нулю значение х ,  то

к — а.
Наконец, из третьего соотношения первой строки и второго соотноше

ния третьей строки с помощью уже найденных соотношений можно полу
чить следующие дифференциальные уравнения

2а' —  с'2 — 0,
2а — сс =  0.

Отсюда следует, что
с =  с0 -f- ах,

2а =  а (с0 -Ь ах) =  ас, 

где через с0 и а обозначены постоянные интегрирования.
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Тем самым мы нашли уравнения связи для достаточно малых значе
ний С точностью до третьей и более высоких степеней t справедливы 
следующие соотношения:

I =  2, 
Т =  С І ,

причем скорость света с в системе К , которая может зависеть только от х , 
но не от определяется с помощью только что полученного соотношения

с =  с0 +  ах. (5)

Выбор постоянной с0 зависит от скорости хода часов, которыми мы из
меряем время в начале координат системы К. Значение постоянной а 
определяется следующим образом. Первое и четвертое из соотношений (4) 
приводят с учетом (5) к уравнению движения начала координат (х =  0) 
системы К

Таким образом, а/с0 есть не что иное, как ускорение начала координат 
системы К  по отношению к 2 ,  измеренное с помощью тех же единиц време
ни, в которых скорость света равна единице.

§ 2. Дифференциальное уравнение 
статического гравитационного поля.

Уравнение движения материальной точки 
в статическом гравитационном поле

Из предыдущей работы следует, что в случае статического гравитацион
ного поля существует соотношение между с и гравитационным потенциа
лом, или, другими словами, поле определяется величиной с. Из соотноше
ния (5) и принципа эквивалентности следует, что в этом гравитационном 
поле, которое соответствует рассмотренному в § 1 полю ускорения, выпол
няется уравнение

Д с  =  —  4 - ^ 5 .  =  0 -  ( 5 а )
дх '2 ‘ ду* ^  дг* и ’ 4 ’

*3 А . Эйнштейн, том I 193
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Отсюда напрашивается предположение, что это уравнение справедли
в о  и в случае любого статического гравитационного поля в отсутствие 
масс4. Во всяком случае, это уравнение является простейшим из тех, кото
рые согласуются с соотношением (5).

Легко построить такое, предположительно справедливое, уравнение, 
которое соответствовало бы уравнению Пуассона. Именно, из физического 
смысла с непосредственно следует, что с определено лишь с точностью до 
постоянного множителя, зависящего от того, какими часами пользуются 
для измерения t в начале координат системы К. Уравнение, соответствую
щее уравнению Пуассона, должно быть также однородным по с. Простей
шее уравнение такого рода имеет вид

Ас =  кср, (56)

где под к следует понимать (универсальную) гравитационную постоянную, 
а под р — плотность вещества. Последняя должна быть определена таким 
образом, чтобы, будучи заданной распределением масс, т. е. количеством 
вещества в элементе объема, она не зависела от с. Этого мы добьемся, при
нимая за единицу массы массу одного кубического сантиметра воды вне 
зависимости от того, в каком гравитационном потенциале она находится; 
тогда р будет представлять собой отношение массы, содержащейся в одном 
кубическом сантиметре, к этой единице.

Попытаемся теперь получить уравнения движения материальной точ
ки в статическом поле тяготения. Для этого сначала найдем уравнения дви
жения материальной точки, свободно движущейся в поле ускорения, рас
смотренном в § 1. В системе 2  это движение описывается уравнениями

£ =  +  1̂>
г] =  А 2х В2, 

£ =  А3х -f- В3,

где А и В —  постоянные. С помощью соотношений (4) эти уравнения 
при достаточно малых t можно записать в виде

х =  Aid -j- Вх Ц- t2,

у — A 2d  -f- В2, 

z =  A%ct -I-  В$.

4 В работе, которая скоро будет опубликована (статья 18, § 4.—Ред.), показано, 
что уравнения (5а) и (56) не могут считаться абсолютно точными. Однако в 
настоящей работе мы еще будем ими пользоваться.
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С помощью одно- и двукратного дифференцирования из первого 
уравнения можно получить следующие два уравнения (для момента

Аналогичным образом получаем уравнения для других двух компо
нент

Эти три уравнения законны лишь для момента £ =  0. Однако они 
справедливы всегда, так как эта временная точка ничем не отличается 
от остальных, за исключением лишь того, что мы выбрали ее в качестве 
начальной. Таким образом, полученные уравнения и являются иско
мыми уравнениями свободного движения частиц в постоянном поле 
ускорения. Принимая во внимание, что а — (дс/дх) и (дс/ду) =  (дс/дг) =  0, 
эти уравнения можно переписать в следующей форме:

При такой записи направление оси х уже не является выделенным; 
обе части уравнений имеют векторный характер. Итак, эти уравнения, 
по-видимому, можно рассматривать как общие уравнения движения 
материальной точки в статическом гравитационном поле, если на эту 
точку действуют лишь силы тяжести.

5 Опущенные в разложениях (2) члены не сказываются на результате при дву
кратном дифференцировании и последующем приравнивании £ нулю.

£ =  О)5: х =  АхС, 
х =  2 А гс —  ас.

Исключая из этих уравнений А±, получаем
сх —  2сх ~  —  ас2,

или

(6)
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Из уравнений (6) сразу же можно сказать, как связаны друг с 
другом входящая в уравнение (56) постоянная к и обычная гравита
ционная постоянная К. В случае скоростей, малых по сравнению с с, 
из уравнений (6) следует

дс дФ
дх дх

так что уравнение (56) при пренебрежении некоторыми членами можно 
записать в виде

Дф 1= /сс2 р.
Мы видим, что

К  =  кс2.

Таким образом, гравитационная постоянная К  не совпадает с уни
версальной постоянной к) универсальная постоянная есть К[с2.

Умножим уравнения (6) соответственно на 
тогда, вводя обозначение

—5- и сложим;

q2 =  х2 -f- у2 -f- z2
получаем соотношение

а /1

или
dt \ 2 с4

d
dt

-  j L
dt 

=  0;

2c2

следовательно,

Y 1 _  (?2/c2) = const. (7 )

Это соотношение выражает закон сохранения энергии материальной 
точки, движущейся в стационарном гравитационном поле. Левая часть это
го соотношения зависит от q точно таким же образом, как и энергия мате
риальной точки в обычной теории относительности. Поэтому^7 с точностью 
до множителя, зависящего только от самой материальной точки, мы мо
жем рассматривать левую часть соотношения (7) как энергию Е этой точки. 
Этот множитель, очевидно, равен массе т, определяемой так, как это дела
лось выше, ибо данное там определение массы не зависит от гравитацион
ного потенциала.

Итак,
Е =  , , (8)

/ 1  —  { ц 2 / с2) к '
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или приближенно
Е =  т с + ^ - д 2. (8а)

Из второго члена этого разложения следует, что величина, которую мы 
назвали энергией, обладает размерностью, отличной от обычной. Это также 
согласуется с тем, что величина массы, эквивалентной единице энергии, 
в с раз меньше, чем в обычной системе. Кроме того, «кинетическая энергия», 
которую в формуле (8) нельзя точно отделить от энергии гравитационно
го поля, зависит не только от т и д, но и от с, т. е. от гравитационного по
тенциала. Далее из формулы (8) следует важный результат, что энергия 
точки, покоящейся в поле тяжести, равна тс. Таким образом, если мы 
хотим придерживаться соотношения

Сила х  Путь =  Сообщаемая энергия,

то мы должны принять, что на покоящуюся в поле тяготения материаль
ную точку действует сила

$ =  — т^тас! с.

Теперь мы хотим вывести уравнения движения материальной точки 
в произвольном статическом гравитационном поле для случая, когда, кроме 
сил тяжести, на точку действуют другие силы. Заметим, что уравнения (6) 
не похожи на уравнения движения релятивистской механики. Однако 
умножим их на выражение, стоящее в левой части соотношения (7); полу
ченные таким образом уравнения, эквивалентные системе уравнений (6), 
имеют вид

х дс

—  | = ------- — дх.=  _ и т. д. (6а)
/ 1  — 0 2/с 2н  / 1  — 0 2/ с2)

Здесь левая часть, кроме несущественного в обычной релятивистской 
теории множителя 1/с в числителе, имеет такой же вид, что и в обычной тео
рии относительности. Поэтому мы назовем стоящее в скобках выражение 
ж-компонентой импульса (для точки с массой, равной единице). Мы только 
что доказали, что величину — (дс/дх) следует рассматривать как анкомпо- 
ненту силы, с которой гравитационное поле действует на неподвижную 
материальную точку. Отсюда следует, что сила, с которой поле тяжести 
действует на произвольно движущуюся материальную точку с массой, рав
ной единице, может отличаться от предыдущей только на множитель, об
ращающийся в единицу при д —> 0. Только что полученное уравнение тре
бует, чтобы эта сила была равна— { ^ )  I  У ^  —  (Я21 с2)* Тогда правая 
часть этого уравнения и будет как раз равна Таким образом, производ

197



Скорость света и статическое гравитационное поле 1912 г.

ная импульса по времени равна действующей силе. Если на точку действу
ет еще какая-нибудь сила$, мы должны прибавить к правой части уравне
ния еще член $/т, и уравнения движения материальной точки с массой т 
принимают вид

1 =  _  ^  и Т. д . (66)/ 1 _ ( д2 /с2)| '

Однако эти уравнения справедливы лишь тогда, когда выполняется 
закон сохранения энергии в форме

5Ц =  Е.

Покажем это следующим образом. Запишем уравнения (66) в виде 
й / г I 1 Г Зс п л и т. д.\ с2 /  1 с Зж

Умножая эти уравнения соответственно на и и складывая,
получаем

- И т * + 4 - я -г - (£ )+
Отсюда и получается искомое соотношение, если принять во внимание, 

что, согласно формуле (8),
93   1 т 2

~сг с3 ~Ё?

б? /  <72 \ с . т 2Е
~ГМ  \ с4 /  с3 1 Я 3 *

Таким образом, связь между силой, импульсом и энергией сохраняется.

§ 3. Замечания о физическом смысле 
статических гравитационных потенциалов

Если в области с почти постоянным гравитационным потенциалом мы 
будем определять скорость света, измеряя с помощью данных часов время, 
которое требуется для прохождения света по замкнутому пути определен
ной длины, то для измеренной таким образом скорости света всегда бу - 
дем получать одно и то же значение, независимо от величины гравитацион
ного потенциала в этой области6. Это непосредственно следует из принци-

е Во всех измерениях должны использоваться одни и те же часы; они должны 
быть неподвижно установлены в том месте, в котором мы хотим определить с.
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па эквивалентности. Если мы говорим, что скорость света в точке Р  в с/с0 
раз больше, чем в точке Р 0, то это означает (если сравнивать ход часов 
в одной и той же точке), что часы, используемые для определения времени7 
в Р , идут в с!со раз медленнее часов, используемых для измерения времени 
в Р 0. Другими словами, часы в некоторой точке идут тем быстрее, чем боль
ше в ней скорость света, определенная с их помощью. Такая зависимость 
скорости течения времени от гравитационного потенциала (с) справедлива 
для временного хода любого события. Это уже было показано в предыду
щей работе.

Таким же образом зависит сила натяжения растянутой пружины и 
вообще сила, или энергия, произвольной системы от величины с в точке 
нахождения системы. Это легко заметить из следующих элементарных со
ображений. Если мы производим измерения последовательно нескольких 
малых частей пространства, обладающих различными с, и при этом все 
время пользуемся одними и теми же часами, масштабом и т. д., то мы 
всюду найдем, несмотря на возможную разницу в напряженностях полей 
тяготения, один и тот же закон с одними и теми же постоянными. Это сле
дует из принципа эквивалентности. В качестве часов мы можем использо
вать хотя бы два зеркала, отстоящие друг от друга на 1 см, и считать число 
прохождений светового сигнала от одного зеркала к другому; в этом случае 
мы имеем дело со своего рода местным временем, которое Абрагам обозна
чал через I. Оно связано с универсальным временем соотношением

Измеряя время в системе I, мы получаем для растянутой пружины с 
массой т вполне определенную скорость с1х/с11, независимо от того, каково 
вначение с в месте, где происходит этот процесс. Следовательно,

причем а не зависит от с. Однако, согласно формуле (8), кинетическую энер
гию, соответствующую этому движению, можно записать в виде

Итак, энергия пружины пропорциональна с; то же самое остается 
справедливым для энергии и силы произвольной системы.

Такая зависимость имеет непосредственный физический смысл. Напри
мер, представим себе невесомую нить, натянутую между точками Р г и Р 2 с 
различным гравитационным потенциалом. Далее возьмем две совершенно

7 Т. е. для определения времени, которое в уравнении обозначается через I.

іїї =  С(1і.

С ІХ  (їх
сії ССІІ

199



Скорость света и статическое гравитационное поле 1912 г.

одинаковые пружины и прикрепим их к нити — одну в точке Р г, другую в 
точке Рч — так, чтобы существовало равновесие. При этом удлинения 
пружин, соответственно 1г и /2, не будут равны друг другу. Тогда условие 
равновесия будет 8

l\C\ =  I4C4.

Наконец, на^о упомянуть, что уравнение (56) находится в согласии с 
этим общим результатом. В самом деле, из этого уравнения и из выражения 
для гравитационной силы — т grad с, действующей на массу т , сле
дует, что сила Ж, с которой притягиваются две массы, находящиеся в поле 
с потенциалом с на расстоянии г друг от друга, в первом приближении рав
на

© J » 'Ж =  ск • 7---5 .4яг2

Эта сила также пропорциональна с. Представим себе далее «гравита
ционные часы», состоящие из некоей массы т ,  вращающейся на фиксиро
ванном расстоянии R  вокруг неподвижной массы т\ причем будем считать, 
что на массу т действует лишь гравитационная сила, обусловленная массой 
т\ Тогда, пользуясь уравнением (66), получаем в первом приближении 
уравнение

тх =  сЖх и т. д.
Отсюда следует, что

о г, о 7 т т  mu>zR  =  с2к • 7—=  •4 я л 2

Итак, частота вращения со гравитационных часов такщр пропорцио
нальна с, как это и должно быть для любых часов.

§ 4. Общие замечания о пространстве и времени
В какой же связи находятся представленная нами здесь теория и старая 

теория относительности (т. е. теория с постоянным значением с)? По мне
нию Абрагама, преобразования Лоренца должны по-прежнем^ оставаться 
справедливыми в бесконечно малом, т. е. должны существовать преобра
зования х  и £, представляемые формулами

7 , йх —ах =  ,
V I — V2 / с2

8 При этом, конечно, предполагается, что на натянутую невесомую нить в гра
витационном поле не действуют никакие силы. Это будет обосновано в работе, 
которая скоро выйдет. (Статья 18.—Ред.)
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 2 йх -)- <И
 ^ .

у 1 --- V2 /  с2

Здесь с1х" и сИ* должны быть полными дифференциалами. Следовательно, 
обязаны выполняться уравнения

1 \ =  А  ( .)
У  1 — V2 /  с2 )  дх у  \  — г?2 / с2 у 

И

) -  д ( 1 )
, * ~ /  С2 > дх \ у   ̂ I с2 /

Пусть теперь в нештрихованной системе гравитационное поле является 
статическим. В этом случае с является произвольной заданной функцией х т 
которая, однако, не зависит от Пусть штрихованная система находится 
в состоянии равномерного движения, так что V при фиксированном х  не за
висит от £. При этом левые, а следовательно, и правые части выписанных 
выше уравнений должны обратиться в нуль. Однако последнее невозмож
но, так как при произвольной зависимости с от ж и при соответствующем 
выборе V как функции х  правые части обоих уравнений не могут одно
временно обращаться в нуль. Таким образом, оказывается, что даже в бес
конечно малых пространственно-временных областях преобразования Ло
ренца нельзя считать справедливыми, если отказаться от строгого посто
янства с.

Нам кажется, что проблему пространства — времени надо ставить сле
дующим образом. Если ограничиться областью постоянного гравитаци
онного потенциала, то законы природы принимают чрезвычайно простую и 
инвариантную форму по отношению к множеству пространственно-времен
ных сйстем, связанных друг с другом преобразованиями Лоренца с посто
янным с. Если же не ограничиваться областями, где с постоянна, то мно
жество эквивалентных систем, равно как и множество преобразований, 
оставляющих законы природы неизменными, станет более обширным; 
однако законы при этом станут более сложными.

Поступила 26 февраля 1912 г.



К ТЕОРИИ СТАТИЧЕСКОГО 
ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ*

i8

В нашей недавно опубликованной работе выведены уравнения движе
ния материальной точки в гравитационном поле, исходя из гипотезы, на
званной принципом эквивалентности **. В настоящей работе мы покажем, 
какое влияние согласно принципу эквивалентности оказывает статическое 
гравитационное поле на электромагнитные и тепловые процессы. Первый 
из этих двух вопросов в первом приближении уже был нами рассмотрен. 
В конце работы будет получено дифференциальное уравнение статического 
гравитационного поля.

§ 1. Вывод уравнений электромагнитного поля 
с учетом (статического) гравитационного поля

Мы будем придерживаться здесь в точности того же пути, который при
вел нас в предыдущей работе к уравнениям движения материальной точки, 
я именно: будем искать уравнения электромагнитного поля, справедливые 
в равномерно ускоренной (в смысле Борна) системе К  (х , у* z, t), и предпо
лагать в соответствии с гипотезой эквивалентности, что эти уравнения со
храняют силу и в статическом гравитационном поле. Чтобы найти уравне
ния, справедливые в системе К , будем исходить из известных уравнений, 
справедливых в неускоренной системе 2(£ , ц, £, t). Если в последнем слу
чае единицу времени выбрать так, чтобы скорость света стала равной 1, 
то эти уравнения для вакуума будут иметь известный вид

о'р' +  (д&  /  дт) =  rot'

О =  div'
(!)(dfy / дт) =  — rot/<£', 

р' =  div' <£'.

* Zur Theorie des statischen Gravitationsfeldes. Ann. Phys., 1912, 38, 443— 458.
** Статья 17.— Ред.
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Штрихи у скаляров, векторов и операторов в этих уравнениях указывают 
на их принадлежность к системе 2 . Эти уравнения можно записать в равно
мерно ускоренной системе К  с помощью соотношений, которые для доста
точно малых £ и при соответствующем выборе координатных осей и на
чала отсчета времени могут быть записаны в виде

1 = х  +  а{ 1 \ '

Ц = = У '  (2) 
£ =  2,
Т =  с£,

г д е

с =  с0 ах.

Векторы поля <£' и также следует записать в ускоренной системе К. 
Сделаем это на основе требования, что в системе К  векторы поля <£, ф 
должны совпадать с векторами поля <£', ф' такой неускоренной системы 2 , 
относительно которой система К  имеет скорость, равную нулю. Для 
 ̂ =  т =  0 из этого утверждения непосредственно следует, что

<£ =  <£',

То же самое мы потребуем для плотности электрического заряда, 
так что для

£ — х =  О

Р =  р'-

Заметим теперь, что достаточно установить преобразованные уравне
ния, соответствующие уравнениям (1), для случая £ =  т =  0, так как эти 
уравнения должны иметь один и тот же вид для любого £. Согласно (2), 
для £ =  т =  О имеем

д_ _  д_ А  —  А  _  5̂
дЕ, дх ’ дц ду  * дг ’

Из сказанного выше следует, что если опустить штрихи, то правые ча
сти уравнений (1) остаются неизменными, так же как и левые части второго 
и четвертого уравнений (1). Некоторого анализа требует только преобразо
вание левых частей первого и третьего уравнений (1).
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Прежде всего, из соотношений (2) следует, что для движущейся точки 
к моменту времени £ =  0 справедливы равенства:

Отсюда, если подставить вх =  - непосредственно вытекает, что

Обозначим через (1& изменение, которое испытывает <£ за бесконечно ма
лый отрезок времени в некоторой точке системы К , и через соответ
ствующее изменение, которое испытывает в соответствующее время <£'в мгно
венно совпадающей точке системы 2 . Пусть в начале бесконечно малого 
отрезка времени сИ или (1т выполняется равенство 1 =  т =  0; к этому мо
менту времени Е — Е\  Однако последнее равенство в конце отрезка вре
мени (11 или (1т уже не выполняется точно по двум причинам. Во-первых, 
в конце интервала <1х точка системы К  уже не совпадает с точкой системы 2 ;  
правда, этого можно не учитывать, поскольку упомянутое отклонение яв
ляется бесконечно малой величиной второго порядка. Во-вторых, в тече
ние рассмотренного бесконечно малого интервала времени точка системы 
К  приобретает скорость дйт в направлении оси Следовательно, чтобы по 
лучить значение <£ в конце отрезка йт, необходимо отнести электромагнит
ное поле к неускоренной системе, которая движется относительно 2 в 
положительном направлении оси £ со скоростью дйт. При этом электромаг
нитное поле преобразуется известным образом. Принимая во внимание вы
шесказанное, получаем

сіх =  гі|,

<1у =  (1 Т|, |

гіг =  (11,, [

(іі ~  ~  гіт. |

(2а)

в =  ев ' или

<1& =  еГ<£' -[- [дф'] йЛ, 
или с учетом последнего из равенств (2а)

дф  /дх =  — 1 [д ^ ] .

Но из соотношений (2) вытекает
, ,   а   1 (1с
I ^  * с е й  х

и, следовательно, поскольку с не зависит от у и г,

0 =  ^ г а й с .
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18 К теории статического гравитационного поля

Наконец, получаем
д& /дх =  ^ (д ф /dt) +  - i[g ra d c , § ].

Совершенно аналогично можно получить

д$' /дт = ^ {d ff/ d t)  +  -̂ - [grad с, § ].

Если теперь принять еще во внимание, что по правилам векторного ис
числения . , ,с rot $  Igradc, lj] =  rot(cl})

и что аналогичное равенство справедливо для rot (с<£), то, учитывая по
лученные выше результаты, находим вместо уравнений (1) следующие 
уравнения, записанные в системе К:

яр +  (д& / dt) =  rot (сф), 'j 
О =  div *),

( Ь )
Off / dt =  —  rot (с<£), 

р =  div <£.

При этом физический смысл величин, входящих в эти уравнения, пол
ностью определен. Координаты х, у , z измеряются масштабами, установлен
ными в неподвижной системе К. Время t в системе К  измеряется покоящи
мися в точках системы К  часами; t определяется требованием, что скорость 
света в системе К  не должна зависеть от времени и направления; р — ско
рость электрических зарядов, измеренная с помощью времени £; р — плот
ность электричества, измеренная в единицах, которые обладают следую
щим свойством: две таких единицы электричества, находящиеся в неуско
ренной ̂ системе 2  на расстоянии 1 см друг от друга, должны действовать 
друг на друга с силой в 1 единицу, причем сила в 1 единицу такова, что со
общила бы 1 г ускорение 1, если в качестве единицы времени выбрано вре
мя, в течение которого свет прошел бы 1 см (световое время). Вектор на
пряженности поля <£ имеет следующий смысл. Если пружинные весы от
градуировать так, чтобы в неускоренной1 системе 2  они измеряли силу в 
системе единиц, в которой скорость света равна единице, и прикрепить к 
этим пружинным весам единицу электричества, то эти весы измерили бы 
непосредственно напряженность поля |<£|. Аналогично определяется ф.

Согласно принципу эквивалентности, уравнения (1а) надо рассматри
вать как основные электромагнитные уравнения в статическом поле тяже

1 Конечно, подразумевается та система 2 ,  скорость которой в рассматриваемый 
момент времени относительно системы К  равна нулю.
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сти. Эти уравнения следует считать точными, поскольку они должны быть 
справедливы в том же приближении, как бы ни менялся в пространстве по
тенциал гравитационного поля. Однако они могут оказаться неточными в 
самой основе, так как электромагнитное поле может так изменять гравита
ционное поле, что последнее перестанет быть статическим. Кроме того, 
даже в тех случаях, когда эти уравнения являются точными, они не поз
воляют вычислить влияние электромагнитного поля на статическое грави
тационное поле (с).

§ 2. Замечания о содержании полученных уравнений
Введенные в предыдущем параграфе для наглядной интерпретации 

векторов электромагнитного поля пружинные весы будем, по предложе
нию П. Эренфеста, называть «карманными» пружинными весами. Вообще 
прилагательным «карманные»2 будут обозначаться такие физические уст
ройства, которые можно мысленно располагать в областях с различными 
гравитационными потенциалами и показаниям которых можнсг доверять в 
областях со сколь угодно большим с. Так, часы, показывающие «свето
вое время», можно назвать «карманными часами», пружинные весы с еди
ницей электрического заряда на конце — «карманным измерителем поля» 
и т. д.

Из предыдущей работы следует, что «карманные пружинные весы» 
измеряют действующую на них силу не прямо. Последняя должна быть 
приравнена показанию карманных пружинных весов, умноженному на с. 
Отсюда непосредственно вытекает, что пондеромоторную силу, действую
щую на покоящуюся в системе К  единицу электрического заряда, следует 
приравнять не <£, а е й .  То же относится и к вектору напряженности 
поля ff.

Поскольку в соответствии с третьим из уравнений (1а) в статическом 
электрическом поле rot ( е й )  =  0, интеграл от вектора е й  по замкнутой 
кривой также обращается в нуль, и следовательно, невозможно получить 
неограниченную работу, перемещая единицу электричества по замкну
тому пути.

Установим теперь закон Кулона для пространства с постоянным с. 
Из последнего уравнения (1а) следует, что поле точечного заряда е равно
\&\ =  , где через г обозначено расстояние от точечного заряда. Если

2 «Карманные» означает, что прибор можно переносить, а не считать его прикреп
ленным к одному месту. (В этом смысле сейчас принято говорить не о величи
нах, измеренных «карманными» приборами, но о величинах, измеренных в соб
ственной системе координат.— Прим. ред.)
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в этом случае имеется второй электрический заряд е ', то действующая
/ I /г I 88на него сила равна се | <£ |, или > что согласуется с выводом предыду

щей работы, что сила, определяемая любой «карманной системой» в опре
деленном состоянии, пропорциональна с. С этим результатом тесно свя
зано следующее. Возьмем два идентичных конденсатора С и С' с обклад
ками а, & и а ', Ъ\ один из которых поместим в область с гравитационным 
потенциалом с, а другой — в область с гравитационным потенциалом с'. 
Пусть обкладка а соединена проводником с обкладкой а ', а & — с Ъ’ . Если 
конденсаторы заряжены, то вследствие того, что rot (с<£) =  0, заряд 
обоих конденсаторов не будет одинаковым; напротив, с<£= с'<£' и, так как 
р =  div <£, то и се =  с'е' (если через е и е' обозначить заряды этих конден
саторов).

Из найденного выражения для закона Кулона следует, что плотности 
электромагнитной энергии мы должны приравнять не у(<£2 +  *?2), а

третье — на с^, сложить их и затем проинтегрировать по произвольному 
замкнутому объему, то получим соотношение, выражающее закон сохра
нения энергии,

Здесь с1х — элемент объема, do — элемент ограничивающей поверхности,, 
п — внутренняя нормаль к ней.

Следовательно, закон сохранения энергии соблюдается, причем вектор 
с2 [<£, *?] представляет собой поток энергии.

Получим теперь закон сохранения импульса, умножая векторно пер
вое из уравнений (1а) на третье — на —Е  и складывая. Подставляя 
следующие выражения для максвелловских натяжений

а также соотношения, получающиеся отсюда циклической перестановкой. 
В этом соотношении первый член представляет собой ^-компоненту им
пульса, который электрические заряды сообщают единице объема под
вижных масс системы в единицу времени.

£
у  (<£2 +  ф2). Если первое из уравнений (1а) умножить скалярно на с<£,

 ̂вс<£рс/т +  ~  ^  j  (G2 +  § 2) dx =   ̂[с<£, c$ ]nda. (3)

Хх =  с{Ъ Л х +  Ь М
и т .  д., получаем
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Следовательно, выражение для пондеромоторной силы с точностью до 
множителя с совпадает с выражением, указанным Г. А . Лоренцом. Второй 
член в левой части соответствует приросту электромагнитного импульса 
единицы объема. Если пространственные производные с равны нулю, т. е. 
гравитационное поле отсутствует, то соответствующий левой части соот
ношения^) прирост импульса единицы объема происходит, как и в электро
динамике, лишь за счет электромагнитных натяжений, без учета поля тя
жести. Однако при наличии гравитационного поля последний член в пра
вой части следует рассматривать как источник электромагнитного импуль
са. Электромагнитное поле получает импульс от поля тяжести точно так 
же, как и покоящаяся весомая масса, ибо в предыдущей работе показано, 
что гравитационное поле передает в единицу времени покоящейся массе 
т импульс—т grad с. Отсюда, например, получается, что излучение в по
лости обладает тяжелой массой, в точности соответствующей его инертной 
массе; этот результат уже содержится в уравнениях (1а) и выражении для 
пондеромоторных сил, поскольку соотношение (4), выражающее закон со
хранения импульса, является следствием уравнений (1а). Заметим, что тя-
жесть электромагнитного поля определяется величиной -гг (<£2 -f- ф2), а не 
собственной плотностью энергии у  (<£2 +  ф2), т. е. эквивалентна простран
ственной плотности неподвижной инертной массы. Этого также следовало 
ожидать, так как у  (<£2 +  ф2) представляет собой плотность энергии, кото
рую обнаруживает наблюдатель, пользующийся «карманными инстру
ментами». Следовательно, эта величина аналогична инертной массе в соот
ветствии с принятым нами определением последней.

Из этих рассуждений следует, что электромагнитное поле в свою оче
редь оказывает обратное воздействие на гравитационное поле, выражение 
для напряженности которого в статическом случае в соответствии с ука
занными соображениями получается весьма просто, поскольку простран-
ственная плотность у  (<£2 +  ф2) эквивалентна равной ей по величине плот
ности неподвижной весомой массы. Мы не будем здесь останавливаться на 
этом более подробно. Не будем также рассматривать здесв содержащийся 
в уравнениях (1а)‘ закон искривления световых лучей в поле тяжести, 
так как он уже был рассмотрен в первом приближении в сообщении по это
му вопросу, опубликованном нами в прошлом год у3.

3 Статья 14.— Прим. ред.
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§ 3 . Т еп л о в ы е  величины  и гр ави тац и он н ое  поле

Пусть в двух удаленных друг от друга областях, скорости света в кото
рых равны соответственно сг и с2, помещены два тепловых резервуара W 1 
и 1У2. Тогда, если один и тот же термометр («карманный термометр»), 
приведенный с ними поочередно в соприкосновение, покажет в обоих слу
чаях одну и ту же температуру Т* (температуру по «карманному термомет
ру»), то резервуары действительно должны иметь одинаковые температу
ры. Под «температурой» (Т) понимается температура, определяемая цик
лом Карно. Мы поставим вопрос о соотношении между температурами теп
ловых резервуаров ТКі и \У2.

Представим себе следующий круговой процесс. Пусть тело с «карман
ной» температурой Т* получает из резервуара \Уі «карманное» количество 
тепла (?*, после чего это тело перемещается к резервуару У? г. Затем это 
же самое количество тепла О* передается от тела тепловому резервуару ]¥  2 
при «карманной» температуре Т*, и, наконец, тело снова возвращается 
к резервуару \Уі.

Согласно результатам предыдущей работы, отданное или полученное 
тепло в резервуарах в действительности равно

<?1=

Из известного соотношения
Ох   0_2
Ті  т 2

сразу получаем
сі __ Ті
с% Т 2*

Следрвательно, если два тепловых резервуара имеют одинаковую тем
пературу, измеренную «карманным» термометром, то их истинные (термо
динамические) температуры относятся как скорости света в соответству
ющих областях. Это можно также выразить следующим образом: истинную 
температуру получают умножением показания «карманного» термометра 
на с

Т =  сТ\
Отсюда следует также, что два тепловых резервуара, находящихся в 

областях с различным гравитационным потенциалом и соединенные про
водниками тепла, не принимают одну и ту же «карманную» температуру, 
а что последняя при температурном равновесии обратно пропорциональ
на скоростям света.
14 а .  Эйнштейн, том I 209
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Напротив, энтропия тела зависит только от его состояния, измерен
ного «карманными» инструментами, а не от гравитационного потенциала. 
Это следует, с одной стороны, из того, что тело может переместиться в об
ласть с другим гравитационным потенциалом без изменения своего состо
яния, измеренного «карманными» инструментами, без притока тепла, а с 
другой стороны, — из только что найденных соотношений, поскольку 
они относятся к двум равноценным телам, которые в различных областях 
испытывают одинаковые изменения, измеренные «карманными» инстру
ментами,

Q l  Q I  0^
Т у  —  Т *  Т г '

§ J-. Дифференциальное уравнение 
статического гравитационного ноля

Из последнего уравнения (2)
с =  с0 +  ах

путем обобщения в предыдущей работе и было получено уравнение для 
статического гравитационного поля

Ас =  0 (3)
в случае пространства, свободного от материи, и уравнение

Ас =  кса (За)
в случае пространства, заполненного материей. Однако оказывается, что 
уравнение (За) ведет к противоречию с найденным нами в предыдущей ра
боте выражением для силы $ , которая действует на находящуюся в едини
це объема весомую материю а. Именно, если материя покоится, то

$ =  —  б grad с. (4)

Рассмотрим интеграл по пространству, для которого в бесконеч
ности с постоянна; тогда закон равенства действия и противодействия тре
бует, чтобы этот интеграл обращался в нуль. В противном случае все
множество находящихся в рассматриваемом пространстве масс, которые 
мы представим себе прикрепленными к жестким стержням, не имеющим 
массы, стремилось бы прийти в движение. Однако, согласно (4) и (За),

 ̂$  dx =  —   ̂a grad cdx =  — £гас* с£̂  

легко показать, что в общем случае последний интеграл не равен нулю.
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Таким образом, мы пришли к довольно рискованному результату, ко
торый может вызвать сомнения в справедливости всей развитой здесь тео
рии. Этот результат, очевидно, свидетельствует о глубоком пробеле в ос
новах наших исследований, поскольку вряд ли моячно получить для най
денной (для равномерно ускоренной системы) величины с = с 0+ а х  уравне
ние, отличное от уравнения (3), которое в свою очередь с необходимостью 
ведет к уравнению (За).

Чтобы преодолеть эту трудность, прежде всего хочется, принимая во 
внимание результаты старой теории относительности, предположить, что 
стержням, подверженным напряжениям, следует приписать тяжелую мас
су, так что к силам, с которыми действует гравитационное поле на массы 
с плотностью а, прибавляются силы, с которыми оно действует на части 
стержней, подверженные напряжениям. Однако следующее рассуждение 
доказывает несостоятельность и этой гипотезы.

Пусть в статическом гравитационном поле находится ящик с отражаю
щими стенками, в котором заключено излучение с энергией Е , измеренной 
«карманными инструментами»; иными словами, пусть

£  =  -|^(<г2 +  5 2)йт.

Если размеры ящика достаточно малы, то из соотношения (4) настоящей 
работы получается, что сила, которая действует на стенки ящика со сто
роны излучения, равна

— Е дгай с.
Эта сила должна равняться результирующей сил, действующих на всю 

систему (ящик вместе с излучением) со стороны гравитационного поля, 
если ящик не имеет массы и если то обстоятельство, что в стенках ящика 
возникают напряжения, связанные с давлением излучения, не приводит 
к действию гравитационного поля на стенки ящика. Если бы это было не 
так, то равнодействующая сил, действующих на ящик (вместе с его содер
жимым) со стороны гравитационного поля, отличалась бы от значения 
—  £^га<1 с, т. е. тяжелая масса системы отличалась бы от Е.

С другой стороны, если наш ящик с излучением находится в простран
стве с постоянной с, то для него остаются в силе результаты старой теории 
относительности. В частности, инертная масса системы должна быть рав
на Е.

Итак, если мы хотим сохранить пропорциональность тяжелой и инерт
ной масс такой системы, которую можно рассматривать как материаль
ные точки, то необходимо предположить, что тяжелая масса нашей системы 
также равна Е. Однако по приведенному выше соображению это будет 
только в том случае, если мы не предполагаем существования сил, дейст



К теории статического гравитационного поля 1912 г.

вующих со стороны гравитационного поля на подверженные напряжени
ям стенки, не обладающие массой.

Совершенно аналогично можно рассмотреть уравнения движения ма
териальной точки, найденные в предыдущей работе. Именно, рассмотрим 
ящик, в котором в любых направлениях движутся материальные точки, 
упруго отражающиеся от стенок (модель одноатомного газа). Точно так 
же, как в случае ящика с излучением, находим, что тяжелая и инертная 
массы всей системы равны только в ю м  случае, если гравитационное 
поле действует на стенки, в которых есть напряжения, но у которых нет 
массы.

Таким образом, содержащееся в уравнениях (За) и (4) нарушение зако
на равенства действия и противодействия остается в силе. Выражение (4) 
для силы, действующей в гравитационном поле на покоящиеся массы, с 
необходимостью вытекает из наших уравнений движения материальной 
точки. Поэтому, естественно, приходится сомневаться в справедливости 
этих уравнений; однако последние нелегко поддаются изменению, что вы
текает из следующего рассуждения.

Если импульс материальной точки — как этого требует старая теория 
относительности — в пространстве с постоянной с определяется как 
тх/У1 — (г>2/с2), то в общем случае выражение для импульса может от
личаться от приведенного здесь только множителем, являющимся функ
цией лишь с 4. Из соображений размерности этот множитель должен быть 
степенью с (т. е. са). Следовательно, уравнения движения должны иметь 
вид:

если обозначить через &хз ж-компоненту силы, действующей на точку со 
стороны гравитационного поля, а через $ха ж-компоненту равнодействую
щей сил другого происхождения. Вопрос теперь сводится к тому, каким 
должно быть выражение для &3. Если речь идет об одной точке, для ко
торой q — 0, то сила должна быть пропорциональной вектору — га grad с 
(если только предположить, что статическое гравитационное поле харак
теризуется величиной с). Эта сила может отличаться от/ — га grad с только 
множителем, зависящим лишь от с; этот множитель из соображений раз
мерности также должен быть степенью с (т. е. с/3). В случае, когда q =j= О, 
сила зависела бы также и от q, а именно: зависимость тяжедой массы ящи
ка; содержащего движущиеся упругие материальные точки, была бы той же, 
что и у любой тяжелой массы. Принимая во внимание результаты старой

4 Собственно говоря, можно еще допустить, что импульс зависит от пространствен
ных производных с. Однако мы предположим, что это не так.

21 2
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теории относительности, этого можно достичь лишь в том случае, если 
предположить, что

~ _  7ГС£Гас1 с-ср
У  і _ ( 98 /с8) -const.

Подставив это выражение для в уравнения движения, можно по
казать, что выражение $ ха х +  $ уа у  +  Л2а 2 может быть производной 
по времени только в том случае, если постоянным а и р  придать значения, 
при которых получаются уравнения движения, указанные в нашей пре
дыдущей работе. Следовательно, нужно либо останавливаться как на 
этом, так и на получающемся отсюда выражении (4), либо вообще отка
заться от всей теории (определения гравитационного поля посредством с).

Таким образом, устранение названного противоречия закону равенства 
действия и противодействия, по-видимому, возможно только путем замены 
уравнений (3) и (За) другими однородными по с уравнениями, для которых 
этот закон выполняется при использовании выражения (4) для силы. На 
этот шаг тяжело решиться, так как с ним мы покидаем область справедли
вости принципа эквивалентности. По-видимому, последний можно сохра
нить только для бесконечно слабых полей. Наш вывод уравнений движе
ния материальной точки и уравнений электромагнитного поля справедлив 
только потому, что уравнения (2) применяются в нем к бесконечно малым 
областям пространства. Этот вывод можно связать, например, с более 
общими уравнениями

с
dc
dx

4 =  У,

£ =  з,
т =  d ,

где с — произвольная функция х.
С помощью соответствующего преобразования интеграла по произ

вольному объему

 ̂~  grad cdx

легко убедиться, что закон равенства действия и противодействия будет 
выполняться, если мы наряду с сохранением (4) заменим уравнение (За) 
на уравнение

сА с y  (grad с)2 =  /сс2<з, (36)

2 1 3
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которое можно привести к виду

А (Ус) =  -тгУсз, (36')

где о  — плотность весомой материи или, точнее, сумма плотности весомой 
материи и плотности энергии, измеренной «карманными» приборами. 
Из этих уравнений

Таким образом, закон равенства действия и противодействия действи
тельно выполняется. Член, добавленный в уравнение (36) для того, что
бы выполнялся закон равенства действия и противодействия, заслужива
ет доверия благодаря следующим соображениям.

Если любая плотность энергии (ас) дает некоторую (отрицательную) 
дивергенцию силовых линий гравитации, то это должно сохраняться так
же и для плотности энергии самой гравитации. Записывая (36) в форме

легко увидеть, что второй член в скобках следует рассматривать как плот
ность энергии гравитационного поляб. Покажем, что этот член соответ
ствует плотности энергии гравитационного поля в соответствии с законом 
сохранения энергии.

Для этой цели представим себе находящееся в конечной области шрост- 
ранственное распределение весомых масс (с плотностью с), охватываемое 
бесконечно удаленной поверхностью; пусть с в бесконечности стремится к 
постоянному значению, насколько это позволяет уравнение (36) или (36'). 
Тогда нужно показать, что для любого бесконечно малого смещения масс 
(6#, б у, 6 г) работа 6А, производимая над системой, рав!на увеличению ЬЕ 
интеграла от плотйости энергии, стоящей в скобках предыдущего уравне
ния, по всему пространству.

Прежде всего вследствие (4) получаем

6 Следует отметить, что она, как и у Абрагама, сохраняет положительное зна

скХх — дх дх

причем 
, дс дс

чение.
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Для вычисления 6Е  заметим, что 

6 1 ^ га~- Сс/т| =  б |4  ̂grad2 iKc c/tj =  б |4  ̂grad2 и с/т| =

=  8 5[l?^) + ' - - ] dT =  8{W^d*_ W6“dtb
Первый из этих интегралов (поверхностный интеграл по бесконечно уда
ленной поверхности) обращается в нуль, ибо величины би и ^  с увеличе
нием радиус-вектора R  стремятся к нулю соответственно как 1/7? и 1/R2. Вто
рой же интеграл в силу уравнения поля (36') можно преобразовать сле
дующим образом:

б {  ̂ ^ -  с/т| =  —  4/с ̂  vduadx =  —  2/с  ̂абс с/т.

Используя последнее равенство, находим

6Е =   ̂(с бб +  обе —  абс) dt =  б А.

Тем самым доказано, что ^  действительно можно рассматривать
как плотность энергии гравитационного поля.

Поступила 23 марта 1912 г.

Дополнение при корректуре
Интересно отметить, что уравнения движения материальной точки 

в поле тяготения

_  Л д
Л - '
сИ

X о
I с 1 дх I „| — ... — = ■  г =  —  г -  ~  ■ I----------И Т .  Д .
I У 1 — (?2/с2) J Vi — (?2/са) т

принимают очень простой вид, если их записать в форме уравнений Лаг
ранжа. Именно, если положить

Н — —  т У с2 —  д\
то

с1 /  дН '
М \ дх 1

дН  &=  и т . д.

Для материальной точки, движущейся в статическом гравитационном
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поле без воздействия внешних сил, в соответствии с этим находим

В этом случае также оказывается, как это было показано Планком 
для обычной теории относительности, что значение уравнений аналити
ческой механики выходит далеко за пределы механики Ньютона. Напи
санное в конце уравнение Гамильтона позволяет предположить, как 
должны быть построены уравнения движения материальной точки в ди
намическом гравитационном поле.

В работе устанавливается, что уравнения гравитационного поля должны быть 
нелинейными и что энергия этого поля сама служит (наряду с плотностью масс а) 
его источником.

И Л И



ОТНОСИТЕЛЬНОСТЬ И ГРАВИТАЦИЯ *
Ответ на замечание М. Абрагама

49

В заметке, напечатанной в этом же номере журнала1, М. Абрагам отве- 
тил на некоторые критические соображения, высказанные мною по адре
су его исследований гравитации, а также со своей стороны подверг критике 
мои работы по этому вопросу. Ниже я хочу рассмотреть затронутые им 
вопросы и в особенности противопоставить выраженным им взглядам 
свои взгляды на современное состояние теории относительности.

Абрагам заявляет, будто я нанес завершающий удар теории относи
тельности, отказавшись от постулата постоянства скорости света и от свя
занной с ним инвариантности системы уравнений относительно преобразо
ваний Лоренца. Чтобы ответить на это, требуются некоторые размышле
ния об основах теории относительности.

Теория, называемая в настоящее время «теорией относительности», ба
зируется на двух принципах, совершенно независимых друг от друга, 
а именно:

1) на принципе относительности для равномерного прямолинейного 
движения;

2) на принципе постоянства скорости света.
Сформулируем оба эти принципа точнее, не для того, чтобы высказать 

при этом нечто новое, а лишь для того, чтобы впоследствии нам было легче 
выражать свои мысли. Сопоставим друг с другом две формулировки прин
ципа относительности.

1. Если мы относим физические системы к такой координатной систе
ме К , в которой законы природы по возможности более просты, то сущест-

* Relativ itä t und-Gravitation. Erwiderung auf eine Bemerkung von M . Abraham. 
Ann. Phys., 1912, 38, 1059— 1064.

1 Ann. Phys., 1912, 38, 1056 — 1058.— Прим. ред.
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вует бесконечно много координатных систем, относительно которых эти 
законы не изменяются; к этим системам принадлежат все координатные 
системы, которые движутся равномерно и прямолинейно относительно си
стемы к.

2. Пусть некоторая система 2  изолирована от всех других физических 
систем (в смысле, привычном для физиков) и отнесена к такой координат
ной системе К , что законы, которым подчиняются пространственно-вре
менные изменения 2 ,  по возможности просты; тогда имеется бесконечно 
много координатных систем, относительно которых эти законы остаются 
неизменными; к этим системам принадлежат все те координатные системы, 
которые движутся относительно К  равномерно и прямолинейно.

Легко увидеть, что только принцип относительности в форме 2 подска
зывается опытом. Пусть 2  опять обозначает рассматриваемую «изолиро
ванную» систему, а V  — совокупность всех остальных систем мира. Чтобы 
проверить принцип относительности в форме 1, необходимо было бы прове
сти два опыта, в первом из которых и  и 2  приводятся в точно такое же 
состояние относительно К , как во втором опыте относительно К '. Это 
никогда не было и не будет возможным. Чтобы проверить принцип 
относительности в форме 2, необходимо, напротив, переводить в различ
ные состояния одну только систему 2 ,  не беспокоясь о совокупности 
систем и ; необходимо произвести два опыта, в первом из которых только 
2  приводится в такое же состояние относительно К , как во втором опыте 
относительно К'.

До сих пор считалось лишним различать эти две формулировки, по
скольку не предполагалось, что «остаточная система» и  может влиять на 
процессы в системе2. Однако размышления о, гравитации, мои и Абрагама, 
не допускают такого понимания. Согласно этим рассуждениям, ход процес
сов в 2  (например, скорость света) зависит от состояния и  (нарример, от 
среднего расстояния от 2  отдельных систем, составляющих V). Однако 
при этом необходимо всегда помнить, что принцип относительности в фор
ме 2 подтверждается характером всех наших физических знаний и, в осо
бенности, опытом Майкельсона и Морли, так что^щя обоснования сомне
ний в этом принципе потребовались бы весьма серьезные доводы. По
стулат относительности в подтверждаемой опытом форме 2 можно выра
зить короче, но менее точно, также следующим образом:

«Относительная скорость системы отсчета К  по отцошению к остаточной 
системе Л не входит в физические законы».

Указанные выше соображения, по нашему мнению, имеют следствием 
то, что надо отклонять всякую теорию, которая выделяет одну систему от
счета из других движущихся относительно нее равномерно и прямолиней
но систем отсчета. Абрагам делает даже попытку определить подобную вы
деленную систему отсчета словами: «Если среди всех систем отсчета вы
218
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делена такая, в которой поле тяжести является статическим или квазиста- 
тическим, то отнесенное к этой системе движение позволительно называть 
«абсолютным» и т. д.». Это представляется нам неправильным даже в том 
случае, если бы каждый элемент поля тяжести можно было преобразова
нием скоростей перевести в статическое поле. Ибо невозможно, чтобы та
кое преобразование одновременно преобразовало подобным образом 
все элементы динамического гравитационного поля; следовательно, таким 
условием нельзя выделить одну систему отсчета из всех равномерно и пря
молинейно движущихся относительно нее.

Общеизвестно, что нельзя основывать теорию законов преобразования 
пространства и времени на одном лишь принципе относительности. Это свя
зано, как известно, с относительностью понятий «одновременность» и «фор
ма движущегося тела». Чтобы заполнить этот пробел, мы ввели позаимст
вованный из лоренцовой теории покоящегося светового эфира принцип 
постоянства скорости света, который содержит, так же как и принцип от
носительности, физическое предположение, которое представлялось оправ
данным только соответствующими опытами (опыты Физо, Роуланда и т. д.). 
Этот принцип утверждает:

Существует система отсчета К , в которой любой луч света распростра
няется в вакууме с универсальной скоростью с, независимо от того, поко
ится или движется источник света относительно К.

Из этих двух принципов и может быть развита та самая теория, которая 
в настоящее время известна под названием «теории относительности». Эта 
теория правильна в той мере, в какой оправдываются оба положенных 
в ее основу принципа. Поскольку они, по-видимому, широко оправдывают
ся, мне кажется, что теория относительности в ее теперешней форме озна
чает важный шаг вперед; я не думаю, что она затормозила дальнейшее 
развитие теоретической физики!

Как же обстоит дело с границами применимости обоих принципов? 
Как уже подчеркивалось, сомневаться во всеобщей справедливости прин
ципа относительности у нас нет ни малейшего основания. Напротив, я 
придерживаюсь мнения, что принцип постоянства скорости света можно 
сохранить лишь до тех пор, пока мы ограничиваемся пространственно- 
временными областями с постоянным гравитационным потенциалом. По- 
моему, здесь лежит граница применимости не принципа относительности, 
а принципа постоянства скорости света и тем самым нашей теперешней те
ории относительности. К этому мнению нас приводят следующие сообра
жения.

Одним из важнейших результатов теории относительности является 
утверждение, что всякая энергия Е  обладает пропорциональной ей инер
цией (Е/с2). Поскольку же всякая инертная масса является, насколько нам 
известно, в то же время тяжелой массой, мы не можем не приписать всякой
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энергии Е  также и тяжелую массу £7с22. Отсюда немедленно следует, что 
сила тяжести действует на движущееся тело сильнее, чем на то же самое 
тело, но покоящееся.

Если поле тяжести может быть истолковано в смысле нашей тепереш
ней теории относительности, то это может быть сделано, вероятно, только 
двумя способами. Вектор гравитационного поля можно представить либо 
как 4-вектор, либо как 6-вектор. Для каждого из этих двух случаев полу
чаются формулы преобразования для перехода к равномерно и прямоли
нейно движущейся системе отсчета. С помощью этих формул преобразова
ния и формул преобразования для пондеромоторных сил удается найти си
лы, действующие в обоих случаях на материальную точку, движущуюся 
в статическом поле тяжести. Однако при этом получаются результаты, ко
торые противоречат указанным выше следствиям из положения о тяжелой 
массе энергии. Таким образом, вектор гравитационного поля, по-видимо
му, не может быть введен без противоречий в схему теперешней теории 
относительности.

Однако это положение вещей, по-моему, никоим образом не означает 
крушения метода, основанного на теории относительностц, равно как от
крытие и правильное объяснение броуновского движения не ведет к тому, 
чтобы рассматривать термодинамику и гидродинамику как ересь. Тепереш
няя теория относительности, по-моему, всегда будет сохранять свое значе
ние как простейшая теория пространственно-временных процессов для 
важного предельного случая постоянного гравитационного потенциала. 
Задачей ближайшего будущего должно быть создание релятивистской схе
мы, в которой найдет свое выражение эквивалентность инертной и тяже
лой массы. Первый, довольно скромный вклад в создание такой теории мы 
пытались сделать в работах о статическом гравитационном поле. При этом 
мы исходили из убеждения, что эквивалентность инертной й тяжелой масс 
следует понимать по существу как тождество этих двух элементарных 
свойств материи и энергии и что статическое гравитационное поле следует 
считать физически тождественным ускорению системы отсчета. Н еобхо
димо признать, что эту интерпретацию мы смогли провести непротиворе
чивым образом только для бесконечно малых областей пространства и что 
не можем указать никакого удовлетворительного объяснения этого обстоя
тельства. Однако* я не усматриваю в этом никаких оснований для того, что
бы отказаться от принципа эквивалентности также и для бесконечно ма

2 Ланжевен обратил наше внимание на то, что без этого предположения мы всту
паем в противоречие с опытом. Именно, поскольку при радиоактивном распаде 
выделяются большие количества энергии, инертная  масса материи должна 
при этом убывать. Если бы тяжелая масса убывала непропорционально, уско
рение силы тяжести тел, состоящих из разных элементов, б!ыло бы в одном и 
том же поле тяжести заметно различным.
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лых областей; никто не может отрицать, что этот принцип является естест
венной экстраполяцией одного из самых общих экспериментальных зако
нов физики. С другой стороны, принцип эквивалентности открывает нам 
интересную перспективу — уравнения теории относительности, охватыва
ющей гравитацию, должны быть инвариантны также относительно преоб
разований ускорения (и вращения). Однако путь к этой цели представ
ляется нам весьма трудным. Уже из рассмотренного до сих пор очень част
ного случая тяготения покоящихся масс видно, что пространственно-вре
менные координаты теряют свой простой физический смысл и нельзя пред
видеть, какую форму могут иметь общие уравнения пространственно-вре
менных преобразований. Хочу предложить всем специалистам попробо
вать свои силы в решении этой важной задачи!

Сделаем теперь несколько замечаний в связи с заметкой Абрагама. 
Возражая нам, М. Абрагам говорит о своей теории: «Не может быть и речи 
о каком-либо виде относительности, т. е. о соответствии двух систем, кото
рое можно было бы выразить соотношениями между их пространственно- 
временными параметрами х, у, z, t и х ' , у ' , У , £'». Я не могу судить о том, 
было ли это первоначальным предположением Абрагама или нет. Во всяком 
случае при отказе от принципа относительности использованная Абрага- 
мом в качестве путеводной нити релятивистская схема теряет всякую убе
дительность. Кроме того, Абрагам обратил мое внимание на то, что в сво
ей работе3 он уже указал выражение для энергии материальной точки 
в поле тяжести

тс
/ 1  —  (92/С2) ’

к сожалению, я просмотрел это. Во всяком случае этот результат противо
речит основным уравнениям теории Абрагама. А именно, из этого выраже
ния для энергии следует, что на покоящуюся в поле тяжести материаль
ную точку действует сила — т grad с; однако в противоречии с этим из 
уравнений (2) и (6) работы Абрагама для этой же самой величины полу
чается выражение — тс grad с. Далее, Абрагам утверждает, будто мы ис
пользовали его выражения для плотности энергии и для натяжений в поле 
тяжести. Это не соответствует действительности; например, по Абрагаму

с2плотность энергии в статическом поле тяжести равна —  grad2 с, тогда как
согласно нашей теории . В эти выражения величина с входит
по-разному. 2к 0

Поступила 4 июля 1912 г.

3 М. A b r a h a m .  Phys. Z ., 1912, 13, № 19, 2 .
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В небольшой заметке Абрагам утверждал, что отказ от постоянства скорости света 
в гравитационном поле есть отказ от теории относительности вообще. Он считал, что 
поле тяжести представляет собой «абсолютную систему отсчета, к которой надо отно
сить движение». Абрагам высказывал также сомнение в том, что «принцип эквивалент
ности» может служить основой теории.

В ответ на заметку Эйнштейна Абрагам опубликовал еще одну статью: «Еще раз. 
об относительности гравитации »(Ann. Phys. ,1912,39,444—448). Это вызвало следующий 
ответ Эйнштейна, поступивший в редакцию 2 сентября 1912 г. (Ann. Phys., Ser. 4„ 
39, 704):

«Поскольку каждый из нас изложил свою точку зрения со цсей не
обходимой подробностью, я не считаю нужным снова отвечать на ука
занную статью Абрагама.

Я прошу читателя только о том, чтобы он не принял мое молча
ние за согласие».



20
СУЩЕСТВУЕТ ЛИ 

ГРАВИТАЦИОННОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ, 
АНАЛОГИЧНОЕ 

ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ? *

В одном наглядном частном случае поставленный в заголовке вопрос 
можно сформулировать следующим образом. Пусть рассматривается си
стема тяготеющих масс, состоящая из сферической оболочки К  с массой М , 
равномерно распределенной по поверхности шара, и из расположенной 
в центре этой оболочки материальной точки Р  с массой т (рис. 1). Будет 
ли действовать на жестко закрепленную материаль
ную точку Р  сила, если оболочке К  сообщить 
ускорение Г? Следующие рассуждения заставляют 
считать такое силовое воздействие действительно 
существующим и позволяют определить в первом 
приближении его величину.

1. Согласно теории относительности, инертная 
масса замкнутой физической системы зависит от 
содержания энергии в ней, так что прирост энер
гии системы на величину Е  увеличивает инертную 
массу на Е/с2, где с — скорость света в пустоте.
Если М  — инертная масса оболочки К  в отсут
ствие Р, а т — инертная масса точки Р  в отсут
ствие К, или, другими словами, М  +  т означает 
инертную массу системы, состоящей из Р  и К ,
при условйи, что точка Р  с массой т бесконечно удалена от К , то отсю
да следует, что в случае, когда т находится в центре оболочки К , инерт
ная масса системы, состоящая из К  и т, принимает значение

, ,  . кМтМ  +  т  ш - , (О

* Gibt es eine Gravitationswirkung, die der elektrodynamischen Induktionswirkung 
analog ist? Vierteljahrschr. gerichtl., Med., 1912, Ser. 3, 44, 37— 40.
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причем к — гравитационная постоянная, Я — радиус оболочки К. В са
мом деле, кМт!Я (по крайней мере в первом приближении) есть энергия, 
которую необходимо затратить, чтобы перевести точку Р  из центра обо
лочки К  в бесконечность.

2. В работе, которая появится в Апп. Рйув.1, на основе некоторой опре
деленной гипотезы о природе статического гравитационного поля мы пока
зали, что уравнения движения материальной точки в статическом поле 
имеют вид дс

±  \ * 'С Л  = _________* *  | * «  ж т  д
йг I / 1  — (д2/с2) ) / 1  — (<72/са) т

При этом х — ~  , скорость материальной точки, те — ее масса, —
действующая на нее сила, с — скорость света, которую следует рассматри
вать как функцию координат х, у, г.

Из этих уравнений, между прочим, следует, что у   ̂ —2~  надо по-
т  о2 *нимать как энергию материальной точки, а - у  —  в первом приближении —

как ее кинетическую энергию. Чтобы получить кинетическую энергию в 
обычных единицах, это выражение надо умножить на постоянную с0, рав
ную скорости света в гравитационном поле с данным потенциалом. Следо
вательно, в обычных единицах кинетическая энергия Ь будет равна

Т   п 2 С0

2 с '

Хотя тем самым получено выражение для Ь в произвольной точке, 
необходимо еще определить с как функцию х, у , г. В силу указанного 
уравнения движения для достаточно медленно движущейся точки, на 
которую не действуют другие силы, кроме сил гравитационного поля, по
лучаем .. дс

ж =  - с * у и т - д -’
или, определяя подобным же образом гравитационный потенциал Ф,

дФ дс
-Ш =  С Ъ  и т - д*

Если обозначить через Ф 0 гравитационный потенциал на бесконеч
ности, то отсюда после интегрирования с достаточной точностью следует

Ф0 —  Ф — со (со —  с) =  с0    | »

1 Статья 18.— Прим. ред.
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или
с   л  Фр— Ф

Для материальной точки, находящейся внутри оболочки К, Ф0 — Ф =  
кМ -=  -д-, так что для нее приближенно получаем

г т  2 (л I к М  \ 
~ 9 ( + ~ R $ )

Следовательно, инертная масса т' с учетом влияния оболочки К  равна
ктМг . n T f b l r l  / с \ \т =  т +  ~ 5- . (2)

о

Этот результат очень интересен. Он показывает, что присутствие обо
лочки К , обладающей инертной массой, увеличивает инертную массу на
ходящейся внутри нее материальной точки Р. Это наводит на мысль о том, 
что инерция материальной точки п о л н о с т ь ю  обусловлена воздей
ствием всех остальных масс посредством некоторого рода взаимодействия 
с ними 2. В какой мере оправдывается эта точка зрения, выяснится, когда 
мы будем располагать динамической теорией гравитации.

Ясно, что инертная масса оболочки К  таким же образом увеличивает
ся вследствие присутствия точки Р. Совершенно аналогичным способом
для инертной массы М ' оболочки К  с учетом влияния точки Р  получаем

М ’ =  М  +  . (3)
н

3. Рассмотрим теперь, какие силы ^  (или /)  необходимы, чтобы сооб
щить массам М  (или т) ускорение Г (или у) в определенном направлении. 
Если обозначить через А , а и а  пока неопределенные коэффициенты, то во 
всяком случае можно положить

Р — А Г -{- ау , "I (4)
/  =  ау +  «Г . }

2 Это полностью совпадает с точкой зрения, выдвинутой Э. Махом в его остроум
ных исследованиях по этому вопросу. [E. M a c h .  Die Entwicklung der Prin
zipien der Dynamik. Zweite Kapitel. Newtons Ansichten über Zeit, Raum und 
Bewegung. (Русский перевод: Э. M a x .  Механика. СПб., 1909, 186.— Р ед.)J.

15 А . Эйнштейн, том I 225
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Коэффициенты при вторых членах (а) выбраны одинаковыми в обоих урав
нениях, поскольку действие оболочки К  на точку Р, если ускоряется толь
ко К , очевидно, должно быть равным действию точки Р  на оболочку К , 
если ускоряется только Р.

Коэффициенты А , а и а  получаются из рассмотрения трех частных слу
чаев, к которым относятся уравнения (1), (2) и (3).

В первом случае одинаково ускоряются сразу оболочка К  и точка Р. 
Пусть совместное ускорение равно у. Из формул (4) и (1) получаем

Р  +  /  =  (А  +  а +  2а) у =  [М  +  т —  г ,
или

А +  а +  2а =  М  +  т  • (^а)
Во втором случае, когда ускоряется только точка Р, в силу второй из

формул (4) и в силу соотношения (2) получаем:
, /  , к т М \/ = а у  =  +

или
, ктМ  /0  ча =  т +  . (2а)

Третий случай аналогично дает
А =  М  +  ^ .  (За)

Из соотношений (1а), (2а) и (За) следует:
3 кМт  

а =  2 ~~ВЖ *
Для случая, когда ускоряется только оболочка К , а точка Р  жестко за
креплена, второе из соотношений (4) с только что полученным значением 
коэффициента а переходит в

/ т/\ 3 ктМ  -р
(—  ) — *

При этом К  — сила, которая должна действовать на материальную точ
ку Р, чтобы она оставалась в покое; следовательно, (— К) — сила (инду
цированная), действующая на Р  со стороны сферической оболочки, обла
дающей ускорением Г. Эта сила имеет одинаковый знак с ускорением, 
в противоположность соответствующему взаимодействию между одно
именными электрическими зарядами.
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Z I

ПРОЕКТ ОБОБЩЕННОЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

И ТЕОРИИ ТЯГОТЕНИЯ*
(Совместно с М. Гроссманом)

I. ФИЗИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Излагаемая теория возникла на основе убеждения, что пропорцио
нальность инертной и тяжелой масс является точным законом природы, ко
торый должен находить свое отражение уже в самих основах теоретиче
ской физики. Это убеждение я стремился отразить в ряде предыдущих ра
б о т 1, в которых делалась попытка свести тяжелую массу к инертной; 
это стремление привело меня к гипотезе о том, что поле тяжести (однород
ное в бесконечно малом объеме) физически можно полностью заменить ус
коренной системой отсчета. Наглядно эту гипотезу можно сформулировать 
так: наблюдатель, находящийся в закрытом ящике, никаким способом не 
сможет установить, покоится ящик в статическом гравитационном поде 
или же находится в пространстве, свободном от гравитационных полей, но 
движется с ускорением, вызываемым приложенными к ящику силами (ги
потеза эквивалентности).

Тот факт, что пропорциональность тяжелой и инертной масс выпол
няется всегда с чрезвычайно высокой точностью, мы знаем благодаря фун
даментальному исследованию Этвеша2, которое основано на следующем

* Entwurf einer verallgemeinerten Relativitätstheorie und Theorie der Gravitation. 
Z. Math, und Phys., 1913, 62, 225— 261. (Mit M. Grossmann). [Раздел I настоящей 
работы («Физическая часть») написан А. Эйнштейном, а раздел II— М. Гросс
маном. Работа вышла также отдельным изданием (Teubner Verlag, 1913). 
Заметим, что в этой статье еще не используются верхние и нижние индексы. 
Ср. примечание на стр. 250.— Прим. р ед .J.

1 A. E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1911, (IV), 35, 898; 1912, 38, 355. (Статьи 14 и 17)*
3 В. E ö t v ö s .  Mathematische und naturwissenschaftliche Bericht aus Ungarn» 

VIII. 1890; Wiedemann Beiblätter, 1891, X V , 688.
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рассуждении. На тело, покоящееся на поверхности Земли, действует как 
сила тяжести, так и центробежная сила, возникающая вследствие вращения 
Земли. Первая из этих сил пропорциональна тяжелой, вторая — инерт
ной массе. Следовательно, если бы пропорциональность инертной и тяже
лой масс не соблюдалась, то направление равнодействующей этих двух сил, 
т. е. направление кажущейся силы тяжести (вертикальное направление), 
должно было бы зависеть от физической природы рассматриваемых тел. 
В этом случае кажущиеся силы тяжести, действующие на отдельные части 
неоднородной жесткой системы, вообще говоря, не сводились бы к одной 
равнодействующей; в общем случае оставался бы еще вращательный мо
мент кажущихся сил тяжести, который можно было бы обнаружить при 
подвешивании системы на незакрученную нить. Установив с большой тща
тельностью отсутствие таких вращательных моментов, Этвеш показал, что 
для исследованных им тел отношение обеих масс не зависит от природы 
тела с такой точностью, что гипотетические относительные различия этого 
отношения для разных веществ не могут превышать одной двадцатимил
лионной.

При распаде радиоактивных веществ выделяются столь значитель
ные количества энергии, что изменение инертной массы системы, которое, 
согласно теории относительности, соответствует этой убыли энергии, не 
очень мало по сравнению с общей массой3. Например, при распаде радия 
эта убыль составляет 1/юооо общей массы. Если бы этим изменениям 
инертной массы не соответствовали изменения тяжелой массы, то откло
нения инертной массы от тяжелой должны были бы значительно превышать 
допускаемые опытами Этвеша. Поэтому следует считать весьма вероятным, 
что равенство инертной и тяжелой масс является точным. По этим причи
нам нам представляется, что и гипотеза эквивалентности, выражающая 
физическую равнозначность тяжелой и инертной масс, в высшей степени 
вероятна 4.

§ 1. Уравнения движения материальной точки 
в статическом гравитационном поле

Согласно обычной теории относительности5, свободная точка движется 
в соответствии с соотношением

6 1 ^ 5  | =  б |]/^ --- (1х2 -----с1у2 -----С?22 +  С2СЙ21 =  0 . (1)

3 Как известно, убыль инертной массы, соответствующая энергии Е, составляет 
Е/с2, если с — скорость света.

4 См. также § 7 настоящей работы.
5 См., например, М. P l a n c k .  Verh. deutsch, phys. Ges., 1906, 136.
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Это соотношение утверждает лишь, что материальная точка движется пря
молинейно и равномерно. Оно представляет собой уравнение движения 
точки в форме Гамильтона и его можно записать также в виде

О, (1а)
причем тт ав

Н  =  - Ж т’

а т. — масса покоя материальной точки.
Отсюда известным способом получаются импульс (1Х, 1У, / 2) и энергия 

Е  движущейся материальной точки

1х : =ГПШ ==т у 4  а И Т- Д-І/Ж у £4 —_ да

р  д Н - . д Н - . д Н  ггЕ =  — —х -1----- —г/ -1 —г —  Н  =  т
(2)

дх ду дг У с

Эти выражения для энергии и импульса отличаются от обычных лишь 
тем, что в последних 1Х, 1У, 1г жЕ содержат еще множитель с. Однако по
скольку в обычной теории относительности с постоянно, приведенные фор
мулы эквивалентны обычным. Различие состоит лишь в том, что I  и Е  име
ют теперь иную размерность.

В предыдущих работах я показал, что гипотеза эквивалентности ведет 
к следствию, что в статическом гравитационном поле скорость с зависит от 
гравитационного потенциала. Тем самым я пришел к выводу, что обычная 
теория относительности является лишь приближенной; эта теория должна 
быть справедливой в предельном случае, когда в рассматриваемых прост
ранственно-временных областях нет слишком больших изменений гравита
ционного потенциала. Кроме того, я обнаружил, что уравнениями движе
ния материальной точки в статическом гравитационном поле по-прежне
му служат уравнения (1) или (1а); однако при этом с следует рассматри
вать не как постоянную, а как функцию пространственных координат, 
представляющую меру гравитационного потенциала. Из соотношения (1а) 
известным способом получаются уравнения движения:

дс
в, | т х  | _  тс Ех  (3 ^

|_ Ус *  —  д21 Ус*  —  д*

Нетрудно увидеть, что выражение для количества движения остается 
таким же, как и выше. Вообще для материальной точки, движущейся в 
статическом гравитационном поле, справедливы формулы (2). Правая часть 
уравнения (3) представляет силу $ х, действующую на материальную точ-
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ку со стороны гравитационного поля. В частном случае покоя (q — 0)

Отсюда видно, что с играет роль гравитационного потенциала. Из формул 
(2) для медленно движущейся материальной точки следует, что

1
—к- mq2

Е  —  тс — -----   . (4)

Таким образом, при заданной скорости импульс и кинетическая энер
гия обратно пропорциональны величине с. Иначе говоря, инертная масса, 
входящая в выражение для импульса и энергии, есть m/с, где т  — харак
терная для материальной точки постоянная, не зависящая от гравита
ционного потенциала. Это согласуется со смелой мыслью Маха о том, что 
причиной инерции является взаимодействие рассматриваемой материаль
ной точки со всеми остальными; в самом деле, если мы поместим другие 
массы вблизи рассматриваемой материальной точки, то тем самым умень
шим гравитационный потенциал с и, следовательно, увеличим отношение 
m/с, определяющее инерцию.

§ 2. Уравнения движения материальной точки 
в произвольном гравитационном поле.

Характеристика последнего
Введя предположение,что величина с может изменяться в пространстве, 

мы вышли из рамок теории, называемой в настоящее время «теорией 
относительности», ибо величина, обозначаемая через с, теперь уже не бу
дет инвариантом по отношению к линейным ортогональным преобразова
ниям. Следовательно, если принцип относительности должен остаться в 
силе — а это не подлежит сомнению,— то необходимо так «бобщить тео
рию относительности, чтобы она содержала как частный случай намечен
ную ранее теорию статического поля тяжести.

Введем новую пространственно-временную систему координат К '(х 'у 
у , z', t') с помощью произвольного преобразования

х' =  х' (х, у, z, *),
У' =  У' {х, у , z, t),
Z' =  z' (х, у, z, t),
t ' =  t'(x , y , z, t).
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Если в первоначальной системе отсчета К  поле тяжести было статиче
ским, то при этом преобразовании уравнение (1) перейдет в уравнение 
вида

в { Н - ° -
причем

^ ' 2 =  §н йх'* +  §22 Лу'* -1------+  2£12 йх' (1у‘ Н ,

а величины gv,v суть функции х ' , у ' , г', V. Если вместо х', у ' , г ', V под
ставить соответственно ж, у, г, I и вместо написать а&, то уравнения 
движения материальной точки относительно системы К ' примут вид

б { ^ « }  =  0, (1')

причем
с 2 =  2  §цч йХр йХч.

Таким образом, мы приходим к убеждению, что в общем случае грави
тационное поле характеризуется десятью пространственно-временными 
функциями

8 11 812 §13 §1 4

821 §22 §23 §24
(§^ =  §V̂ J.) »

§31 §32 §33 §3 4

841 §42 §43 §44»

обычной теории относительности соответственно
— 1 0 0 0

0 — 1 0 0
0 0 — 1 0
0 0 0 +  С2,

где с — постоянная.
Вырождение такого же рода имеет место в статическом поле тяжести 

рассмотренного выше типа с тем отличием, что в этом случае gu  — с2 
есть функция от ж1? ж2, х г.

Функция Гамильтона Н  в общем случае, таким образом, имеет вид

Н  =  —  т — —  т 8ихі ... 28ігх і ж2 ... 2^14жі ... +  £44- (5)
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Из соответствующих уравнений Лагранжа

й (дН \ дн п
ж { т г г ^  =  0 п т - д- (6)

сразу получаются выражения для импульса I  материальной точки и силы 
5?, действующей на нее со стороны гравитационного поля,

т _ guXl + gl2X2 +  glзXзgu _  ^ gndx1-\-g12dx2-}-glзdxз + g Lidxi /7Ч
х ~  Та йа ’  К )

dt

- dx..dx,
, дх-1 ^  ̂ 1 ЧД , dX'  ̂ dx„

=  Т т ~ ТГм — =  Т ш * ^  ' ~ТГ ~ТГ ‘ ^г**
Далее для энергии Е  материальной точки получаем

Г ,  (• д Н  . \  , тт I Лх\ dx2 . dxз , dxi  \

- Е=‘ - [ Х - ^ + - - ) + Н  =  ~  " V “ * - +  8*7Г +  *г +  -5 Г).

(9)

В обычной теории относительности допускаются только линейные ор
тогональные преобразования. Мы покажем, что для описания воздействия 
гравитационного поля на материальные процессы можно составить уравне
ния, ковариантные относительно произвольных преобразований.

Прежде всего, исходя из роли, которую играет с£,? в законе движения 
материальной точки, мы можем заключить, что интервал Одолжен быть аб
солютным инвариантом (скаляром); отсюда следует, что величины gliV об
разуют ковариантный тензор второго ранга6, который мы будем называть 
ковариантным фундаментальным тензором. Последний определяет грави
тационное поле. Далее, из формул (7) и (9) следует, что импудьс и энергия 
материальной точки совместно образуют ковариантный тензор первого 
ранга, т. е. # ковариантный вектор7.

6 См. часть II, § 1.
7 См. там же.
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§ 3. Значение фундаментального тензора 
для измерения пространства и времени

Из сказанного ранее можно сделать вывод, что между пространственно- 
временными координатами х ъ  х%, х3, ж4 и результатами измерений, полу
ченными с помощью масштабов и часов, не существует такой простой 
связи, как в обычной теории относительности. По отношению ко времени 
это обнаружилось уже для статического гравитационного поля8. 
Поэтому возникает вопрос о физическом смысле (принципиальной изме
римости) координат х х, х2, х±.

Заметим к тому же, что йв следует понимать как инвариантную меру 
для расстояния между двумя соседними пространственно-временными 
точками. Поэтому интервал йв должен также иметь физический смысл 
независимо от выбранной системы отсчета. Предположим, что с1в есть 
«естественно измеренное» расстояние между двумя пространственно-вре
менными точками; под этим мы будем понимать, что непосредственная 
окрестность точки (хх, х 2, х3, ж4) определяется в координатной системе бес
конечно малыми переменными й х х, с1х2, с1х3 , с!хх. Представим себе, что вме
сто последних линейным преобразованием вводятся новые переменные 

(&,2, й|3, <^4 так, что выполняется равенство

При этом преобразовании gî v следует считать постоянным; веществен
ный конус 2 =  0 оказывается стянутым к своей оси. Тогда в этой 
элементарной (^-системе справедлива обычная теория относительности, 
а расстояния и промежутки времени имеют в этой системе такой же физи
ческий смысл, как и в обычной теории относительности, Т . е. Й52 есть 
квадрат четырехмерного расстояния между двумя бесконечно близкими 
точками, измеренного при помощи неускоренного в системе йЪ, твердоге 
тела и покоящихся в этой системе единичных масштабов и часов.

Отсюда видно, что при данных йхъ  с1х2, с1х3, <&с4 соответствующее этим 
дифференциалам естественное расстояние можно измерить только в том 
случае, если известны величины gV'V, определяющие гравитационное поле. 
Это же можно выразить так: гравитационное поле влияет на измеритель
ные тела и часы вполне определенным образом.

Из основного равенства

ds* =  dll +  dtl +  dl23 — di 2
>4-

8 См., например, A . E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1911, 35, 898. (Статья 14).
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видно, что для установления размерности величин ^  и х „ требуется еще 
одно условие. Величина йэ имеет размерность длины. Условимся, что х„ 
(в том числе х4) также имеют размерность длины; тогда величины бу
дут безразмерными.

§  4 . Д виж ение н еп р ер ы вн о  р асп р едел ен н ы х  
н ес в я за н н ы х  м асс  

в прои звольном  поле тяж ести

Для вывода закона движения непрерывно распределенных несвязан
ных масс вычислим импульс и пондеромоторную силу на единицу объема 
и применим затем закон сохранения импульса.

Для этого сначала вычислим трехмерный объем V нашей материальной 
точки. Рассмотрим бесконечно малый (четырехмерный) отрезок простран
ственно-временной траектории нашей материальной точки. Объем этого 
отрезка есть г» г»

11х!  С&Г2  <1х ъ d x i — V И .

Если вместо (1х ввести естественные дифференциалы причем изме
рительный масштаб предполагать покоящимся относительно материаль
ной точки, то получим

6^1 6^2 — Р(Ъ

т. е. «покоящийся объем» материальной точки. Далее

й£4 =

где (1в имеет тот же смысл, что и выше.
Если дифференциалы йх связаны с соотношениями

/ <ЛХр =

Т О

ffi ̂  dl>dl2 ^
или

V dt — V0ds-1 осра J.
Однако, так как

ds2 =  dx^ dxv =  d̂ pd̂ Q =  dç,4 ■-}- rf̂ 2 "P
[xv [j.vpa
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то между определителем
8 =  1 Ы ,

т. е. дискриминантом квадратичной дифференциальной формы с^2, и опре
делителем преобразования | аро | существует соотношение

 ̂• | осра |2 =  — 1,
или

I а Р0 I =  л г   .V — ё
Следовательно, для V получаем соотношение

1
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Отсюда с помощью равенств (7), (8) и (9) после замены ^  на р0 полу-' о
чаем

^ 3/., (1(Гл

— Е л г ------- чл Лхч ах*
~у Ро У § ' * с1з »

@ 1 -,/ V  (1хч
х =  а Ро '  ^ ~ з к  * г ■ и г  •И

Заметим, что
=. <*х„

“ Р® ^  * *

есть контравариантный тензор второго ранга относительно произвольных 
преобразований. Из сказанного выше можно предположить, что закон 
«охранения импульса-энергии имеет вид

3 ^ - ( К = ? - ? сА . ) - 4 - 2 Г ^ ^ - © , .  =  0 (о =  1 ,2 ,3 .4 ) .  (10)
4 рл, 0

ПервьГё три из этих соотношений (сг == 1 , 2 , 3 )  выражают закон сохра
нения импульса, последнее (сг =  4) — закон сохранения энергии. Эти 
соотношения действительно оказываются ковариантными относительно 
произвольных преобразований 9.

9 Ср. часть II, § 4, п. 1.
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Кроме того, интегрированием по линии тока из этих соотношений мож
но снова получить наши исходные уравнения движения материальной 
точки.

Тензор ©[XV назовем (контравариантным) тензором энергии-натяжений 
материальных тел. Соотношению (10) мы приписываем область примени
мости, далеко выходящую за рамки частного случая движения несвязан
ных масс. Это соотношение выражает вообще энергетический баланс меж
ду гравитационным полем и любой материальной системой; необходимо 
лишь придавать ©^ то значение, которое соответствует тензору энергии- 
натяжений рассматриваемой системы. Первая сумма в указанном соотно
шении содержит пространственные производные натяжений или плотности 
потока энергии и временные производные импульса или плотности энер
гии; вторая сумма выражает влияние гравитационного поля на материаль
ный процесс.

§ 5. Дифференциальные уравнения 
гравитационного поля

После того как мы получили выражение энергии-импульса для ма
териальных явлений (механических, электрических и других) в их связи 
с гравитационным полем, перед нами стоит еще следующая задача. Пусть 
задан тензор © ^  для материальной системы. Какими будут дифферен
циальные уравнения, позволяющие определить величины дцс, т. е. гра
витационное поле? Другими словами, мы ищем обобщение уравнения 
Пуассона

Дф =  4яхр.

Для решения этой задачи мы не нашли метода, который был бы столь 
же естественным, как в случае предыдущей задачи. Нам пришлось ввести 
некоторые далеко не очевидные, хотя и вероятные допущения.

Искомое уравнение, по і̂сей вероятности, должно иметь вид:

х 0 и  =  Ги , (И )

где х — постоянная, — контравариантный тензор второго ранга, 
образованный из производных фундаментального тензора

В соответствии с законом Ньютона — Пуассона представляется ра
зумным потребовать, чтобы эти уравнения (11) были уравнениями второго 
порядка. Однако следует возразить, что это предположение не позволяет 
найти дифференциальное выражение, являющееся обобщением Дф, кото

236



21 Проект обобщенной теории относительности и теории тяготения

рое было бы тензором10 по отношению к произвольным преобразованиям. 
Априори нельзя утверждать, что окончательные точные уравнения грави
тации не могут содержать производных выше второго порядка. Поэтому 
все еще существует возможность, что окончательные точные дифферен
циальные уравнения гравитации могут быть ковариантными относительно 
произвольных преобразований. Однако при современном состоянии на
ших знаний о физических свойствах гравитационного поля обсуждение 
подобных возможностей было бы преждевременным. Поэтому мы вынуж
дены ограничиться уравнениями второго порядка и, следовательно, отка
заться от поисков уравнений гравитации, ковариантных относительно 
произвольных преобразований. Необходимо впрочем подчеркнуть, что 
у нас нет никаких оснований для общей ковариантности уравнений грави
тации 11.

Скалярный лапласиан Дф получается из скаляра ф посредством при
менения последовательных операций градиента и дивергенции. Обе опе
рации можно обобщить так, что они могут применяться к каждому тензору 
как угодно высокого ранга, допуская при этом произвольные замены 
основных переменных 12. Однако эти операции вырождаются, если их 
проделать над фундаментальным тензором £ц.„13. Отсюда, по-видимому, 
следует, что искомые уравнения должны быть ковариантными относи
тельно только одной определенной пока неизвестной нам группы преобра
зований.

Обращаясь к прежней теории относительности, естественно предполо
жить при этих обстоятельствах, что в искомую группу преобразований 
должны входить линейные преобразования. Следовательно, мы требуем, 
чтобы величины составляли тензор относительно произвольных ли
нейных преобразований.

Выполнив преобразование, легко доказать следующие теоремы.
1. Если ©а/з...\ есть контравариантный тензор ранга п относительно 

линейных преобразований, то величина
•ЧЛу д®<х£..Л

р. г*
есть контравариантный тензор ранга п +  1 относительно линейных пре
образований (расширение) 14.

10 Ср. часть II, § 4, пункт 2.
11 См. также соображения, приведенные в начале § 6. (См. также стр. 265—Ред.)
12 Ср. часть II, § 2.
13 См. примечание на стр. 253 (ч. II, § 2).
14 'Гц.у есть контравариантный тензор, обратный # (см. часть II, § 1).
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2. Если ©а/з... я есть контравариантный тензор ранга п относительно 
линейных преобразований, то

^  дх\\ *
есть контравариантный тензор ранга п — 1 относительно линейных пре
образований (дивергенция).

Выполняя над некоторым тензором обе операции поочередно, мы по
лучаем тензор того же ранга, что и первоначальный (операция А, приме
ненная к тензору). Применяя эти операции к фундаментальному тензору,, 
получаем

41 а /  дг
а|3

а*„ ( т“'! <*1) ■ ^

Следующее рассуждение показывает, что этот оператор является род
ственным оператору Лапласа. В обычной теории относительности (когда 
гравитационное поле отсутствует) следовало бы положить

ё п  =  ёж  =  ё 33 =  — 1 , ё 44 =  С2, ё ^  =  О ДЛЯ Ц V;

следовательно,
Г п  =  Т22 =  Тзз =  —  1 , Т44 =  =  О ДЛЯ Ц ф  V.

Если же имеется достаточно слабое гравитационное поле, т. е. если 
ё ^  и отличаются от этих значений на бесконечно малую величину, 
то, пренебрегая членами второго порядка, вместо выражения (а) полу
чаем

д2Гр,у д2Г^ ! с>2Т̂
дх* дх* дхд °2 дх^

Если поле статическое и переменной является только величина #44,. 
то мы приходим к случаю ньютоновской теории гравитации, если положим, 
что полученное выражение с точностью д о  постоянного множителя отож
дествляется с величиной

Поэтому можно считать, что выражение (а) с точностью до постоян
ного множителя и есть искомое обобщение Аф. Однако это было бы ошиб
кой, ибо при таком обобщении в подобное выражение могли бы войти чле
ны, сами являющиеся тензорами и обращающиеся в нуль в результате 
сделанных допущений. Это относится к тем случаям, когда две первые» 
производные ёрч или умножаются друг на друга. Так, например,

VI д#а|3 дтяр
дх  * дх  а0 V- *
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есть ковариантный тензор второго ранга (относительно линейных преоб
разований); он становится величиной, бесконечно малой второго поряд
ка, когда gap и уар отличаются от постоянных лишь на бесконечно малые 
величины первого порядка. Поэтому необходимо допустить, что в на
ряду с (а) входят еще другие члены, для которых пока должно выполнять
ся только одно условие, а именно: они все вместе должны иметь тензорный 
характер относительно линейных преобразований.

Для отыскания этих членов обратимся к закону сохранения энергии- 
импульса. Для пояснения применяемого метода продемонстрируем его 
сначала на общеизвестном примере.

П дфЬ электростатике есть \>-я компонента импульса, передаваемого
единичному объему вещества, если ф означает электростатический потен
циал, а р  — плотность заряда. Для ф ищется дифференциальное уравнение, 
которое всегда удовлетворяет закону сохранения импульса. Известно, 
что решением задачи служит уравнение

Выполнение закона сохранения импульса доказывается тождеством

Итак, если импульс сохраняется, то для каждого V должно существо
вать тождество следующей структуры: в правой части стоит произве
дение — на левую часть дифференциального уравнения, в левой

части — сумма производных.
Если бы дифференциальное уравнение для ф еще не было известно, то 

задача его получения свелась бы к нахождению этого тождества. Для нас 
существенно только то, что это тождество можно вывести, зная один из 
входящих в него членов. Необходимо лишь повторно применять правило 
дифференцирования произведения

а затем переносить производные в левую часть, остальные члены в правую 
часть. Например, если исходить из первого члена написанного выше тож-

дха ]  дху 2 і  дзл (
(X г*

дер \ 2 '    дф  ^  д 2ф /

и

23»
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дества, то поочередно получим:
^  д ( Эф  Э ф  \   ^ Э ф  д 2<р , Эф  д 2ф

2л 5^7 \да  ̂ )  ~  Ъ  Щ  +  2 ] дх~ ‘ дх^дх
[А [X Г  ̂ ^

дхч ^  дх* джД 2 ^ \дхч) /  ’
откуда после перегруппировки следует указанное тождество.

Вернемся теперь к нашей задаче. Из соотношения (10) следует, что

4-2 (3 =  1 .2 .3 ,4 )
[XV °

есть импульс (или энергия), передаваемый гравитационным полем единице 
объема вещества. Чтобы выполнялся закон сохранения энергии-импульса, 
необходимо так выбрать дифференциальные выражения ГД, входящие 
в уравнения гравитации

у(н) =  Г

чтобы сумму

2и 2л Г ь дх 1 [XV
[XV 0

можно было преобразовать в сумму производных. В то же время известно, 
что в искомое уравнение для ГД входит член (а).

Следовательно, искомое тождество имеет вид

Сумма производных =  4 - 2  ■ Т р  [ 2  §“  ( т “‘3 Щ )  +

+  другие члены, обращающиеся в нуль в первом приближении)-

Тем самым искомое тождество определяется однозначно; образуя его 
указанным выше способам, получаем

д /та   д^ р \ 1 ^ д ( лГ---
а 0 т р  *

V  5 / V  : д^ Л  1 V  д (\Г --- ;  л, 5Ттр^ тр\
£ ! р д х Л  8 ' Г а ?  д х р  '  д х а )  2  £ р д х в [ У  д х а  д х р )

=  2 К ^ І - ^ ) 3 7 ^ - 4 ( т « а ^ - І 4 ) -  2  г .
[XV а  I  а|3 '  °  _ а \  °  /  а|3тр

Эо̂ Р Я/у» **

I 1 V  V V 4£тр _7тр 1_ у  ётр ІТр I /ТОЧ+  2л Г<*[хГ̂  дх дх 4 2л Г^Га0 д дх 1 . (12)
сцЗтр а Р  а|3тр а Р )

2 4 0
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Выражение, стоящее в фигурных скобках в правой части, и есть иско
мый тензор, входящий в уравнения гравитации

*/(н)   "Р
Для лучшего обозрения этих уравнений введем следующее сокращенное 
обозначение:

- 2 х #  -  У , 1 г  г .  т

Назовем 'д'1АУ «контравариантным тензором энергии-натяжений гравита
ционного поля)>. Взаимный ему ковариантный тензор обозначим через

9 , _  V  ( дёЧ ^  1 „ „  ^ т р ЭТхр\
2 -  3  ( дх * дх 2 дха дхв ) ' (14)

ар-гр \  Iх а Р /

Для операций дифференцирования, выполняемых над фундаменталь
ными тензорами или введем следующие обозначения:

/ V  (Т) =  3  у =  ■ Й~  ( т .»  ^ = Г ёГ- ^ )  -  3  ^ 71 5 7  (15)
а|3  ̂ о а \ р / сс]3тр а Р

И

(?) = з  ~  • 0-^ ( ы  -  з  ^  • <16>аВ У а \ а(3тр <^а ^3
Каждый из этих операторов порождает тензор того же ранга (относитель
но линейных преобразований).

С этими сокращенными обозначениями тождество (12) принимает вид

21 § •г?а!х-Х#1А4  =  \  ё -  ^ { — Д ^(Г) + » « ^ }  (12а)
[XV У [XV а

или также

З  { V —  8 • Т[ХУ • х £ [х а }  = 4 - 3  ■ ді ~  { —  ^  №  —  х ^ } .  (126)

Написав соотношения (10) и (12а) соответственно для вещества и для гра
витационного поля в виде

3 ^  =  о, (Ю)
[XV у [XV а

3 £
[XV у [XV Iа

=  - 4 - З К ^ - ^ - А . . ( т). (12-)

^  А. Эйнштейн, том I 241’
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мы видим, что тензор энергии-натяжений гравитационного поля
входит в соотношение, выражающее закон сохранения для гравитацион
ного поля, совершенно таким же образом, как и тензор © ^ материального 
процесса в соотношение закона сохранения для этого процесса. Это об
стоятельство весьма примечательно, если учесть различие вывода этих 
уравнений.

Из соотношения (12а) следует выражение для дифференциального тен
зора, входящего в уравнение гравитации

I V  =  (Г) — (17)
Следовательно, уравнения гравитации (11) принимают вид

Д^СГ) =  и ^ у  +  Ф^). (18)

Эти уравнения удовлетворяют требованию, по нашему мнению, обя
зательному для релятивистской теории гравитации; именно, они показы
вают, что тензор гравитационного поля ,0’[А„ является источником поля 
наравне с тензором материальных систем 0 ^ . Исключительное положение 
энергии гравитационного поля по сравнению со всеми другими видами 
энергии привело бы к недопустимым последствиям.

Складывая соотношения (10) и (12а) и принимая во внимание уравне
ние (18), находим

{1/ / - Г7-^о[х (в1ху +  й^у)} =  0 (б =  1 ,2 , 3 ,4 ). (19)
[XV

Отсюда видно, что соотношения для законов сохранения справедливы 
для вещества и гравитационного поля вместе взятых.

Выше мы отдавали предпочтение контравариантным тензорам, по
скольку контравариантный тензор энергии-натяжений для движения 
несвязанных масс выражается особенно просто. Однако полученные урав
нения можно столь же просто выразить и через ковариантные тензоры. 
В этом случае вместо ̂ ©^ мы дойжны взять в качестве тензора энергии-
натяжений для материального процесса ~  2  ®ар-

Вместо соотношения (10) почленным преобразованием получим

[XV У [XV а

Из этого соотношения и равенства (16) следует, что уравнения гравита
ционного поля можно записать также в виде

— I V  (#) =  к ( ^  +  т ^ ) ;  (21)
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это можно получить и непосредственно из уравнений (18). Аналогом ра
венства (19) является соотношение

§ в. Влияние гравитационного поля на физические, 
в частности на электромагнитные, процессы

Поскольку во всех физических процессах большую роль играют им
пульс и энергия, которые определяют гравитационное поле и на которые 
это поле в свою очередь воздействует, величины определяющие
поле тяжести, должны входить во все физические уравнения. Мы уже ви
дели, что движение материальной точки описывается уравнением

Интервал является инвариантом по отношению к произвольным пре
образованиям. Искомые уравнения, определяющие ход того или иного 
физического процесса, должны быть построены так, чтобы из ийвариант- 
ности йв следовала ковариантность соответствующей системы уравнений.

Однако при попытке выполнить эту общую задачу мы наталкиваемся 
на принципиальную трудность. Мы не знаем, относительно какой груп
пы преобразований должны быть ковариантны искомые уравнения. 
Сначала наиболее естественным кажется требование ковариантности си
стемы уравнений относительно произвольных преобразований. Однако 
такому требованию противоречит тот факт, что построенные нами урав
нения гравитационного поля этим свойством не обладают. Мы смогли 
показать, что уравнения гравитационного поля ковариантны лишь отно
сительно произвольных линейных преобразований; однако мы не знаем* 
существует ли общая группа преобразований, относительно которой ко
вариантны эти уравнения. Вопрос о существовании такой группы преобра
зований для системы уравнений (18) или (21) имеет важнейшее значение 
Для рассматриваемой здесь задачи. Во всяком случае при современном 
состоянии теории мы не можем требовать ковариантности уравнений от
носительно произвольных преобразований.

Однако в то же время мы видели, что для материальных процессов 
можно составить уравнение баланса энергии-импуяьса [§ 4, соотношение

(22)
V

б {$  * }  =  о,
причем

16* 24а
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10)], которое допускает произвольные преобразования. Поэтому все же 
■естественно предположить, что все физические уравнения, за исключе
нием уравнений гравитационного поля, следует сформулировать так, что
бы они были ковариантны относительно произвольных преобразований. 
Такое исключительное положение уравнений гравитационного поля свя
зано, по нашему мнению, с тем, что они могут содержать лишь первые 
две производные от составляющих фундаментального тензора.

Для составления упомянутых систем уравнений требуется вспомога
тельный аппарат — обобщенный векторный анализ в том виде, в каком 
он излагается в части II настоящей работы.

Мы ограничимся пока тем, что укажем, как этим способом получить 
уравнения электромагнитного поля в вакууме 15. Мы исходим из того, 
что электрический заряд следует рассматривать как нечто неизменное. 
Пусть произвольно движущееся тело, с бесконечно малой массой, имеет 
заряд е и объем дУ0 (покоящийся объем) в системе, движущейся вместе 
с телом. Определим истинную плотность электрического заряда как е/с1У0 =  
=  р0; по определению она является скаляром. Поэтому

(V =  1 ,  2 ,  3 .  4)

есть контравариантный 4-вектор, который мы сейчас преобразуем, опре
делив плотность электрического заряда р в данной координатной системе 
равенством

р 0 с ? 7 0  =  р й ! 7 .

Воспользовавшись соотношением из § 4

(IV ̂  =
получим

1 ^
Зз  ̂ 31 ’

т. е. контравариантный вектор плотности электрического тока.
Электромагнитное поле мы сведем к контравариантному тензору вто

рого ранга фр.у специального вида (6-вектору) и образуем «дуальный» 
контравариантный тензор второго ранга по методу, изложенному 
в § 3 части II [формула (42)]. Дивергенция этого контравариантного тен

15 См. в связи с этим также стр. 23 (§ 3) работы Коттлера. [К о t t 1 е г. Über 
die Raumzeitlinien der minkowskischen Welt. Wien. Berlin, 1912, 121].

ЗД4
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зора второго ранга, согласно формуле (40) § 3 части И, есть

Обобщением уравнений Максвелла — Лоренца будут уравнения

3  =  р » (23)
V у

=  (24)
V

=  (1х4), ковариантность которых очевидна. Если ввести обозначения

V —  £ - ф г з  =  & о  V —  £ * ф л  =  Ф у ,  1 ^ = Г § : - ф 1 2  =  ^ 2 ,
К :=:^-ф14 =  — 1/^:Г ^-ф24 =  — |/2 =Г^-Фз4 =  — €г,

И

Р М ~  Ц

то система уравнений (23) в более подробной записи примет вид

ду дг 81 Мх’

д®х д& д®2
+  % - +  ~ЭГ =  Р*

Эти уравнения с точностью до выбора единиц совпадают с первой группой 
уравнений Максвелла. Для получения второй группы уравнений Макс
велла необходимо сначала принять во внимание, что к составляющим

Фх, Фу, Фг, —  —  @и, —

тензора У ~— £ принадлежат компоненты дополнения /^у [часть II,
§ 3, формулы (41а)]

—  —  @у, —  ®г» Фх, Фу> Фг-

В отсутствие гравитационного поля отсюда получается вторая группа,
245
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т. е. уравнение (24) может быть записано в виде
э®, а®..1 эй

   -I- = 0дх дг с2 д1 ’

1 д§,X 1 1 д§.
с2 Эж с2 Эу

Тем самым показано, что полученные выше уравнения обобщают урав
нения обычной теории относительности.

§ 7. Можно ли свести гравитационное поле к скаляру?
Ввиду бесспорной сложности изложенной выше теории гравитации 

необходимо со всей серьезностью поставить вопрос о том, является ли 
разумной и оправданной только та точка зрения, которая высказывалась 
до настоящего времени и согласно которой гравитационное поле сводится 
к скаляру. Кратко разъясним причины, почему ответ на этот вопрос дол
жен быть, мо-видимому, отрицательным 16.

Для сведения гравитационного поля к скаляру необходимо следовать 
по пути, совершенно аналогичному тому, которому мы следовали выше. 
В качестве уравнения движения материальной точки в форме Гамильтона 
следует взять

где бй’ — четырехмерный элемент длины в обычной теории относитель
ности и Ф — скаляр, а затем следует продвигаться дальше в полной ана
логии с вышеизложенным, но не выходя за пределы обычной теории от
носительности.

Любой материальный процесс и в этом случае характеризуется тен
зором энергии-натяжений Т^. Однако при этом взаимодействие между 
гравитационным полем и материальной системой определяется скаляром. 
Этот скаляр, как указал Лауэ, может быть только следующим

16 Ср., однако, стр. 265 и последующую работу (статья 23), где в § 3 Эйнштейн 
приходит к противоположному выводу.— Прим. ред.

6 Ф<Ц =  0,
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который мы будем называть «скаляром Лауэ» 17. В этом случае можно до 
известной степени оправдать закон эквивалентности инертной и тяжелой 
масс. Лауэ обратил внимание на то, что для замкнутой системы выпол
няется равенство

5 Р<1У =   ̂ Т^ х-

Отсюда видно, что согласно этой точке зрения тяготение в замкнутой си
стеме определяется ее полной энергией.

Однако тяготение незамкнутой системы зависело бы от натяжений Тп 
и т. д., которым подвержена система. Отсюда возникают следствия, кото
рые, как будет показано на примере излучения в поло
сти, представляются нам неприемлемыми.

Для излучения в вакууме скаляр Р, как известно, 
равен нулю. Если излучение заключено в невесомый 
зеркальный ящик, то стенки ящика испытывают нап
ряжения растяжения; вся система как целое обладает
тяжелой массой  ̂Рс1т и соответствующей энергией Е.

Теперь представим себе, что излучение находится 
не в полом ящике, а что оно ограничено: 1) неподвиж
ными зеркальными стенками закрепленной шахты Я,
2) двумя зеркальными стенками УУщУУъ, которые могут 
двигаться в вертикальном направлении. В этом случае
тяжелая масса Ц Р(1х подвижной системы составляет только одну треть
значения, которое она принимает в случае ящика, могущего двигаться как 
целое. Тогда, если подымать ящик с излучением против гравитационного 
поля, то в этом случае пришлось бы затратить только одну треть работы 
от той, которая затрачивалась в только что рассмотренном случае, ког
да излучение заперто в ящике. Это представляется нам неприемлемым.

Однако с моей точки зрения самое действенное возражение против 
подобной теории основано на убеждении, что относительность справед
лива не только для ортогональных линейных преобразований, но и для 
значительно более широкой группы преобразований. Однако мы не можем 
считать это возражение решающим хотя бы потому, что нам не удалось 
отыскать (наиболее общую) группу преобразований, связанную с нашими 
уравнениями гравитации.

17 См. последнюю формулу в § 1 части II.

Г,

Со

и'2
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II . МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 18

Математический аппарат для построения векторного анализа грави
тационного поля, характеризуемого инвариантным элементом длины

=  2
[XV

по существу заложен в фундаментальной работе Кристоффеля19 о преоб
разовании квадратичных дифференциальных форм. Исходя из результа
тов Кристоффеля, Риччи и Леви-Чивита20 развили свой метод абсолют
ного, т. е. независимого от координатной системы, дифференциального 
исчисления, который позволяет придать инвариантную форму дифферен
циальным уравнением математической физики. Поскольку же векторный 
анализ для произвольных криволинейных координат в эвклидовом про
странстве формально тождествен векторному анализу в произвольном 
многообразии, заданном своим линейным элементом, то на упомянутую 
общую теорию Эйнштейна без труда, распространяются понятия вектор
ного анализа, разработанные в последние годы Минковским, Зоммер- 
фельдом, Лауэ и другими для специальной теории относительности.

Получаемый таким путем обобщенный векторный анализ при некото
ром навыке оказывается столь же простым, как и в частном случае трех- 
или четырехмерного эвклидова пространства; дело в том, что большая общ
ность придает ему ясность, которой порой лишены частные случаи.

Теория специальных тензоров (§ 3) подробно рассмотрена в статье 
Коттлера 21, появившейся во время выполнения настоящей работы и ос
нованной на теории интегральных форм.

Поскольку с теорией гравитации Эйнштейна, в особенности же с проб
лемой дифференциальных уравнений гравитационного поля, неизбежно 
связаны обширные математические изыскания, то систематическое изло
жение обобщенного векторного анализа представляется вполне уместным. 
При этом мы намеренно отказываемся от геометрических иллюстраций, 
так как, по нашему мнению, они мало что дают для наглядности логи
ческих построений векторного анализа.

18 Эта часть работы написана Марселем Гроссманом.— Прим. ред.
19 C h r i s t o f f e l .  Über die Transformation der homogenen Differentialausdrücke 

zweiten Grades. J. Math., 1869, 70, 46.
20 R i c c i ,  L e v i - C i v i t a .  Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs appli

cations. Math. Ann., 1901, 54, 125.
21 К о 11 1 e r. Über die Raumzeitlinien der minkowski sehen Welt. Wien, Berlin, 

1912, 121.

248
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§ 1 . О бщ ие тензоры
Пусть

йв2 =  2  gv.vdXv.dXv (1)

есть квадрат линейного элемента, который рассматривается как инвари
антная мера расстояния между двумя бесконечно близкими точками про
странства-времени. Последующие выводы (если нет специальных огово
рок) не зависят от числа переменных; последнее обозначим через п.

При преобразовании переменных
XI =  Хг (Хг , х%, . . . Хп) (г =  1, 2, . . .  п) (2)

или их дифференциалов

dx̂  =  2  йх'к =  3  Рис<Ьск (3)
к  д х к  к

г доС’
^Х{ := 3  1ь Г  Х̂к =  3  п^ хк

к  *  к

коэффициенты линейного элемента преобразуются по формулам

§Г8~  3  (4)
[XV

Пусть g есть дискриминант дифференциальной формы (1), т. е. оп
ределитель

ё =  I 8^  I-
Если обозначить через деленный на дискриминант («нормированный») 
минор g, сопряженный элементу glXV, то эти величины у^  преобразу
ются по формулам

Угв “  3  • (̂ )"
[XV

Теперь введем следующие определения.
I. Совокупность функций 7,г1г2...гх от переменных х называется ко- 

вариантным тензором ранга X, если эти функции преобразуются па 
формулам

Т г 1г2...гх =  3  Р ч г ^ и г г  • • • Р 1 \ Г ) ® Ц Ц . . Л у  ^
ЧЬ-..гх

2 Ш
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II. Совокупность функций ©у*...^ от переменных х называется кон- 
травариантным тензором ранга X, если эти функции преобразуются 
по формулам22

=  3 г • • • (7)

III. Совокупность функций кгк2...кр от переменных х назы
вается смешанным тензором, ковариантным ранга ц, контравариантным 
ранга V, если эти функции преобразуются по формулам

=  2  РппРиГг • • • А̂ Гц. ‘ Л»х81Л/Г!8! • • • Л1с̂ з̂ '̂ -Ч11г..Л̂ \к1к2...к̂  .

*л ...лу (8)
Из определений и формул преобразований (4) и (5) следует:
величины ^  образуют ковариантный, а величины — контрава- 

риантный тензор второго ранга; при п =  4 они образуют фундаментальные 
тензоры гравитационного поля.

Величины о?Жг, преобразующиеся согласно формулам (3), образуют 
контраварйантный тензор первого ранга. Тензоры первого ранга назы
ваются также векторами первого рода или 4-векторами при п =  4.

Непосредственно из определения тензоров получаются следующие ал
гебраические тензорные операции:

1. Сумма двух однородных тензоров ранга X есть также однородный 
тензор ранга X, составляющие которого получаются сложением соответ
ствующих компонент обоих тензоров.

2. Внешнее произведение двух ковариантных (контравариантных) 
тензоров ранга X или р, есть ковариантный (контраварйантный) тензор 
ранга X +  р с компонентами

Тщ2..Лхк1к!!...кр' — к^.-к^ (9)
или

©гД2...гЛЛ-1/г2...А-[А = ФгД,...̂  ^ к ^ г . ..к̂ • (9 )

22 Таким образом, наши ковариантные (контравариантные) тензоры ранга X 
тождественны «ковариантным (контравариантным) системам порядка Ъ> Риччи и
Леви-Чивиты, которые обозначаются этими авторами хг^  г или хГ1Гг"'Гх. Хотя
эти обозначения имеют большие преимущества, мы все же оказались вынужден
ными, ввиду сложности составляемых уравнений, выбрать свои обозначения, а 
именно: обозначать ковариантные тензоры латинскими, контравариантные — 
греческими, смешанные — готическими буквами. Ковариантные и контравариант
ные тензоры представляют собой частные случаи смешанных тензоров.
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3. Внутренним произведением двух тензоров мы назовем
а) ковариантный тензор

б) контравариантный тензор

®М2.--<х =  3  Ак,к2...к̂  ’ Ф1111..Л̂ к1к3...1с̂ , (11)

в) смешанный тензор

5 'г 1г* ...г (1_|818*...8у =  3  А к 1кг...к-Кг1г2. . . г [ Ф к 1к г . . .к 1 8 18г. . .8ч, ( 1 2 )
к1кг...к^

И Л И

г) более общий случай тензора, охватывающий все случаи «а» — «в»

'^'г1г2. . .г^ и,иг. . .и а  | . .вуГ^Рг-. .гр  =  3  ^ г 1г2. . .г [а|Л'1А:2-.-А'х,,1,,2-.-15(3 X
к1к2.,.к-^

X  ^ М '2 . . . к у и 1и г . . . и а  \ 8 182. , . 8 у '

Термины «внешнее и внутреннее произведение», взятые из обычного 
векторного анализа, оправдываются тем, что операции векторного анализа 
являются частными случаями операций, рассмотренных выше.

Если в случаях «а» или «б» ранг X равен нулю, то внутреннее произве
дение будет скаляром.

4. Взаимность ковариантного и контравариантного тензора. Обра
зуем из ковариантного тензора ранга X обратный контравариантный тен
зор ранга X посредством Х-кратного внутреннего умножения на контра
вариантный фундаментальный тензор

ОгДг.-.г̂  — 3  ТгЛТчЛГг • • • Тг^'х^Л---к̂ - ( ^ )
к,к  ,...**

Отсюда следует

Т’г̂ г-.Л) — 3  ёик^цк! • • • gГixA•x®,̂ lA:2•••ftX•
к\к2.. .к^

Следовательно, из тензора можно образовать скаляр, умножая его на 
обратный тензор по формуле
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Ковариантный (контравариантный) тензор первого ранга (4-вектор 
при п =  4) имеет инвариант

З ТікТіТк 
ік

И Л И

З  £і*вів*.
ік

В обычной теории относительности контравариантность и ковариант
ность тождественны, и этот инвариант равен квадрату длины 4-вектора

ТІ +  ТІ +  ТІ +  ТІ
Ковариантный (контравариантный) тензор второго ранга имеет инва

риант
2  ТікТік 
ік

или
2  8ік®ік, 
ік

который в случае обычной теории относительности имеет вид 23
Тхх +  Туу Тгг -{- Ти-

§ 2. Дифференциальные операции над тензорами
Введем следующие общие определения.
I. Расширением ковариантного (контравйриантного) тензора ранга к 

называется ковариантный (контравариантный) тензор ранга к +  1, по
лучаемый из первоначального тензора «ковариангным (контравариантным) 
дифференцированием».

Согласно Кристоффелю,
ВТ

дхв Л  Ц  к [  ткг2...гх +

+  {  к }  Тг'* - г\ + • • • + {  I }  Т’г.г,...*) (16)

23 В дальнейшем мы не будем указывать, какой вид принимают наши формулы 
в случае обычной теории относительности, и лишь сошлемся на работы 4— 6.
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21 Проект обобщенной теории относительности и теории тяготения

есть ковариантный тензор ранга X +  1, производимый из тензора ранга X. 
Риччи и Леви-Чивита называют дифференциальную операцию в правой 
части «ковариантным дифференцированием» тензора Тг,г2... гх. При этом 
введены обозначения

Ш - ? Ти<
<

гя
« I- (17)

М  =  +  І !і ‘ I
[ і  \  2 \ д х в +  дхг а Г ) • ( ° )

Здесь [Г] и { „ }  представляют собой трехзначковые символы Кристоф- 
феля первого или второго рода соответственно; обращая соотношение (17),
находим 24

Вводя в соотношение (16) вместо ковариантных тензоров взаимные им 
контравариантные тензоры, получаем «контравариантное расширение»

=  2  Т<1 (  ЙХі )  +  {  г }  0 4г,...гх +  ( Га)  ©г,*. ,  - г  . . . +

(20)

II. Дивергенцией ковариантного (контравариантного) тензора ранга 
X будем называть ковариантный (контравариантный) тензор ранга X — 1, 
получаемый внутренним умножением расширения на контравариантный 
(ковариантный) фундаментальный тензор. Следовательно, дивергенцией 
ковариантного тензора 7 ^ . . .  гх будет тензор

Тг2Г3...ГХ =  3  'Т8Г171Гі...Гхз, (21)

а дивергенцией контравариантного тензора &Гігг...гх — тензор

=  2  §вГ1% ...гхз- (22)

24 На основании этих формул легко показать, что расширение фундаментального 
тензора тождественно равно нулю.
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Дивергенция тензора неоднозначна; в общем случае результат меняется, 
если в соотношениях (21) и (22) индекс гг заменять индексами г2, г3,...

III. Обобщенной операцией Лапласа, в применении к тензору, будем 
называть последовательность операций расширения и дивергенции. По
этому обобщенная операция Лапласа позволяет получить из тензора 
однородный тензор того же ранга.

Особый интерес представляют случаи X =  0, 1, 2.
а) к =  0.

Исходный тензор есть скаляр Т , который можно рассматривать как 
ковариантный или контравариантный тензор нулевого ранга.

Тензор

т' =  %гг <23>

есть ковариантное расширение скаляра Т, т. е. ковариантный тензор пер
вого ранга (для п — 4 ковариантный 4-вектор), называемый градиентом 
скаляра. Инвариант

-л дт дт п/\
3  Гг$ дхг дха  ̂ ^

есть первый дифференциальный параметр Бельтрами скаляра Т.
Для образования дивергенции градиента необходимо из его расширения

д*Т ^  ( га Л дТ
і  ГЙ --гэ дхудха 2  {  к |  дх 

образовать скаляр

которому можно придать вид 25

(25)

Дивергенция градиента является результатом применения обобщен
ного оператора Лапласа, применяемого к скаляру Т, и тождественно сов
падает со вторым дифференциальным параметром Бельтрами скаляра Т.

25 См., например, цитированную выше работу Коттлера, а также вычисление ди
вергенции 4-вектора в случае «б».
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б) 1 =  1.
Пусть исходным тензором будет ковариантный 4-вектор, хотя с таким же 

успехом можно взять и контравариантный тензор.
Согласно соотношению (16), ковариантным расширением будет

дТ„ ( гв ~)
Тг8 =  !кс 2  {  к }  Т*- (26>

в к

Дивергенция определяется выражением

2  т гвТга  =  2  Тгв ( ■ (   ̂ 1  I  к ^ , ( 2 7 )
гв гэк \ в /

которому в соответствии с (17) мы придадим вид:

У г Т  - У \ Л - ( Г Т \  д-1и . . т  —  — у Гъ,1д§г1 д^ Л т2]Тг^гз — Ь  аг (т « у г) дх 1 г 2 дх +  дх ~д^т)1>
ГЗ Г8к1 8 8 \ 8 Г 1 /

(28>
помощью формулы 28

ду.

Если И С К Л Ю Ч И Т Ь  - ^ 2  с  П О М О Щ Ь Ю  формулы 28
dx  s

г' -  З Т грГ.о-Й 5 . (29>дх. I гр і so
1 Р<з

то в равенстве (28) три средних члена под знаком суммы сократятся, 
и, кроме первого члена, останется

V  1 „  dgrs „  rp _  V  Т  d l o g V g  
2  2 Trs дх, — Z j W k  Q *
rskl ‘ ftl *

26 Эта формула, которую мы применяем также в § 4 при составлении дифферен
циальных уравнений гравитационного поля, доказывается следующим образом- 
Имеем

2 ^ г * г  =  б ^  ( 0  и л иI
Следовательно,

г с I 1
где Ь — одно из чисел 1,2.
Для определенного к, таким образом, получается п уравнений (I =  1, 2, . . . п}-
с п неизвестными (I — 1, 2, . . . п), решение которых дает формулу (29) в 

дх,
тексте.
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так что для дивергенции ковариантного 4-вектора27 получим

2  TrJrs =  (V~g TrsTr). (30)
rs rs

в) X =  2.

Пусть исходным тензором будет контравариантный тензор второго 
ранга ©rs, расширение которого по формуле (20) имеет вид

=  S  Та ^ -^ 7  +  {  Г }  0/cs +  {  Л  * (31)

Отсюда в качестве дивергенции контравариантного тензора ©rs полу
чается либо дивергенция по строкам

в , =  2  £ „ е „ ,  =  2  ( ^  +  П  в*. +  { ' * }  . (32)
s t sJ( \ ® /

либо дивергенция по столбцам

es = 2 grA„ = 2 Г- t  + {?} 0». + {r*} вЛ. (33)
rt rlс \ r 1

Эти две дифференциальные операции для симметричных тензоров сов
падают. Поскольку

2  { ? }  =  2  г „  [ Л  =  2  і г ,  Ь к =  • <34>
г rs rs К К

то формулу (33) можно также переписать в виде

е * =  Л 2 Л < ^ - е " ) +  2 { Л в '*- o s)

§ 3. Специальные тензорі (векторы)
Ковариантный (контравариантный) тензор называется специальным 28, 

если его компоненты образуют систему альтернирующих функций основ
ных переменных.

В соответствии с этим компоненты специального тензора подчиняются 
условиям:

27 К такому же результату пришел Коттл ер (см. цитированную выше работу), ко
торый исходил из специального тензора третьего ранга (ср. ниже с § 4) и при
менил теорию интегральных форм.
По современной терминологии — полностью антисимметричным.— Прим. ред.

256



21 Проект обобщенной теории относительности и теории тяготения

1- Уг,г*...гх — 0» если какие-нибудь два из индексов равны между 
собой.

2. Если индексы гг, Г2, . . . Гх и §2, . . . 5). отличаются только по
рядком, то ТГ1гг...гх ~  ±  Т8182'..8х в зависимости от того, принадлежат 
г15 г2, . . . гх и 52, . . . 5х одному классу перестановок или нет. Как 
известно, две перестановки принадлежат одному классу, если они обе 
получаются из основной перестановки 1, 2 . . . п четным или нечетным 
числом перестановок двух индексов.

Таким образом, число линейно независимых компонент специального
тензора ранга X равно

В силу этих свойств теория специальных тензоров оказывается более 
простой, но в то же время и более содержательной, чем теория общих 
тензоров; особое значение она имеет для математической физики, так 
как теорию векторов ранга X (4-, 6-векторов при п — 4) можно свести к тео
рии специальных тензоров ранга X. С точки зрения общей теории более 
целесообразно исходить из тензоров, а векторы рассматривать лишь как 
специальные тензоры.

Для векторного анализа п-мерного многообразия
с&2 =  2  сЦа <1х*

важную роль играет тензор ранга п, связанный с дискриминантом линей
ного элемента29. Этот дискриминант преобразуется по уравнению

8' =  Р2ё, (36)
где

дх.
Р =  | Р1к I =  '

, дхк
есть функциональный определитель подстановки.

Если величине V 8 приписать определенный знак в первоначальной си
стеме отсчета и условиться о том, должен или не должен меняться этот 
знак в результате преобразования, в зависимости от чего определитель 
преобразования будет положительным или отрицательным, то соотноше
ние

V 8' =  Р У 8 (37)
будет иметь точный смысл с учетом знака.

Пусть теперь бГ1г2...гп равняется нулю, если какие-нибудь два индекса 
равны друг другу, и ± 1 ,  если все индексы различны, и перестановка

29 «Система е» Риччи и Леви-Чивиты (см. цитированную выше работу этих авторов).

^  А . Эйншгейн, том  I 257
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гх, г2, . . . гп получается из основной перестановки 1, 2, . . .  п четным 
или нечетным числом перестановок двух индексов. Тогда величины

вгл... У ~8 (38)
будут компонентами специального ковариантного тензора ранга п, кото
рый мы назовем ковариантным дискриминантным тензором. Поскольку 
преобразование сначала дает

егхг2. ■■гп =  >̂г1г2...гп * УИ~ ~  ^ГХГ2 ... гп • Р V  8)

где

Р — 3  ^гЛ2...1 ’РгаРч2 • • • Р 1 п  — &гхг2...г 3  РчпРцгц , • • Р г г  >
ЧЧ..Лп п п йг2. . . г п  п п а

то отсюда следует

егхг2...г =  У~8  3  ^г,г2. . . г РчгхРчг2 • • • Р1 г ,
п  Ч Ч . . Л  п  пг п

или, в силу определения (38),

г Л . . .  г   3  ei1i2. . . i P i irlPi2r2 • • • Р і г .
гіг2... г

Для обратного контравариантного тензора в соответствии с (13) нахо
дим

еіііг...і — 3  ТчгхТчг2 • • • Гґіпгп ’ ег1г2...гпі
>V2...r

V 8' 3 ^rlr2... r 'Tit  r j i 2r2 ••• Ті r ,
n  r , r 2 . . . r  n  n  n12 n

e iiU... in —  f y i 2... in ' V 8 '  3  &rtr2... rnTlr,T2r2 • • • Tnrn .

Поскольку же определитель нормированного минора Yin равен
1

п  ’і Tift.
то

Ч̂Ч ... і
Vg

(39)

Значение ковариантного (контравариантного) дискриминантного тен
зора заключается в том, что внутреннее умножение его на контравариант- 
ный (ковариантный) тензор ранга-А, , дает однородный тензор ранга А,— п ,
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причем меняется тип тензора, если разность X — п отрицательна 
(дополнение к тензору).

Если
п — 4,

то существуют специальные тензоры вплоть до четвертого ранга, посколь
ку все специальные тензоры высших рангов тождественно обращаются 
в нуль.

Отличные от нуля составляющие специального ковариантного тензора 
четвертого ранга либо равны друг другу, либо противоположны по зна
ку. Дополнение (внутреннее произведение на контравариантный дискри
минантный тензор) дает скаляр, так что дифференциальные операции, 
применимые к специальному тензору четвертого ранга, сводятся к диффе
ренциальным операциям над скаляром.

Дополнение специального ковариантного тензора третьего ранга есть 
контравариантный вектор первого ранга. Дополнение специального ко
вариантного тензора второго ранга есть контравариантный специальный 
тензор второго ранга. Наконец, дополнение специального ковариантного 
вектора первого рода приводит к контравариантному тензору третьего 
ранга.

Исследование влияния гравитационного поля на физические процессы 
(часть I, § 6) требует более подробного рассмотрения специальных тензо
ров второго ранга (6-векторов).

Если ©[XV есть специальный тензор второго ранга, то его дивергенция 
[формула (35)]

в силу равенств
(н) — ____ (н) (н)  Г)^у/   '-'ХУ ? — и,

сводится к

е > = 2 ^ а г ;  (УІ-Є*.). (40>

Выведем далее из контравариантного тензора второго ранга 0ц,, 
дуальный контравариантный тензор второго ранга ©Г8 следующим обра
зом. Образуем сначала дополнение 30

Тік — у  2 е і /1>у-0 ^  (41)

30 Множитель 1/2 служит лишь для упрощения результате в ' и с точки зрения тео
рии инвариантов несуществен.
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или
^12 — ^14 =  • ©23) (41а)

тю =  У в - в и , ти =  У } - в В1, 7’34 =  'К і - е 1!.
Искомый дуальный тензор является обратным этому дополнению, 

т. е. имеет вид

Последовательность обеих операций — дополнения и образования об
ратного тензора — в силу взаимности обоих дискриминантных тензоров 
является обратимой.

§ 4. Математические дополнения к физической части
1. Доказательство ковариантности уравнений энергии-импульса.
Следует доказать, что соотношения (10) части I, которые с точностью 

до множителя У  — 1 имеют вид

ковариантны относительно произвольных преобразований.
Согласно формуле (35) дивергенция контравариантного тензора 0 ^  

равна

Следовательно, ковариантный вектор Та, обратный этому контрава- 
риантному вектору © р., есть

(42)

Однако последний член этой суммы равен
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Таким образом, получаем

т. =  2 4 =  ( Г ^ , - е , л  -  т  2  • в >»^  У ? °Хч * ^  °Х<Г

т. е. с точностью до множителя \/Уg левую часть исследуемого соотноше
ния. Если это соотношение разделить на У д ,  то его левая часть будет 
представлять о-компоненту ковариантного вектора, т. е. действительно 
является ковариантной. Поэтому содержание этих четырех соотношений 
можно выразить следующим образом.

Дивергенция (контравариантного) тензора энергии-натяжений тока 
материи или физической системы обращается, в нуль.

2. Дифференциальные тензоры многообразия, заданного его линейным 
элементом.

Проблема нахождения дифференциальных уравнений гравитационного 
поля (часть I, § 5) связана с рассмотрением дифференциальных инвариантов 
и дифференциальных ковариантов квадратичной формы

=  3  ёрчйГу. йХч.

Теория этих дифференциальных ковариантов в смысле нашего обоб
щенного векторного анализа приводит к дифференциальным тензорам, 
определяемым гравитационным полем. Полная система этих дифферент 
циальных тензоров (относительно произвольных преобразований) сводит
ся к найденному Риманом31 и независимо Кристоффелем32 ковариантному 
дифференциальному тензору четвертого ранга, который мы будем назы
вать дифференциальным тензором Римана и который имеет вид

/?. -  _  1 ( д2̂ п  , д28к1 д2ёи д28тк \ ,
Мт  '  2 \ дхкдх1 +  дх{дхт дхкдхт дх1дх{ )  +

, "ЧП r i m l V k l l  Гг71Г/і:т1\ //о\+ 2rJ 0 - р 0 . ез)L а J/ г

Произведя ковариантные алгебраические и дифференциальные опе
рации, мы получаем из дифференциального тензора Римана и дискрими
нантного тензора [§ 3, формула (38)1 полную систему дифференциальных 
тензоров (а следовательно, и дифференциальных инвариантов) много
образия.

31 В. R i е m а n n. Über die Hypotesen, welche der Geometrie zugrunde liegen, 
1854. (См. перевод в сб. «Об основаниях геометрии». М., 1956.— Ред.)

32 См. цитированную выше работу [J. Math., 1869, 70, 46].
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Величины (гТс, 1т) называются также четырехзначковыми символами 
Кристоффеля первого рода. Наряду с ними применяются четырехзначко
вые символы второго рода

№ ' " |  +  т
их I р

которые сйязаны с символами Кристоффеля первого рода соотношениями

{ф , 1т} =  2  урк (1к, 1т) (45)

или
(Не, 1т) =  2 £ /ср{ф , 1т}.

В обобщенном векторном анализе четырехзначковые символы Кристоф
феля второго рода имеют смысл составляющих смешанного тензора, кон- 
травариантного по трем значкам и ковариантного по одному значку33.

Важнейшее значение этих понятий для дифференциальной геометрии 
многообразия, заданного своим линейным элементом34, позволяет априори 
предположить, что эти обобщенные дифференциальные тензоры могут 
оказаться полезными и для составления дифференциальных уравнений 
гравитационного поля. Действительно, можно сразу указать ковариант- 
ный тензор второго ранга и второго порядка 6 т̂ , который мог бы входить 
в эти уравнения, а именно:

Сгт =  Ц Гк[ №  1т) — 2  {*’£» кт}. (46)
т и

Однако в частном случае бесконечно слабого статического поля тяже
сти этот тензор не сводится к Дф. Поэтому вопрос о том, как далеко прости
рается связь проблемы уравнений гравитационного поля и общей теории 
дифференциальных гензорОв, связанных с гравитационным полем, оста
ется открытым. Такая зависимость должна была бы существовать, если бы 
уравнения гравитационного поля допускали произвольные преобразова
ния; однако в этом случае, по-видимому, совершенно невозможно ограни
читься дифференциальными уравнениями второго порядка. Напротив, 
если бы оказалось, что уравнения гравитационного поля допускают толь
ко одну определенную группу преобразований, то возможность обойтись

23 Это следует из самого первого соотношения (45).
24 Тождественное равенство нулю тензора представляет собой необходимое

и достаточное условия того, чтобы дифференциальная форма могла быть приве
дена К ВИДУ
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без дифференциальных тензоров, полученных в общей теории, стала бы 
очевидной. Как показано в физической части настоящей работы, мы пока 
что не можем дать однозначное решение этой проблемы35.

3. К выводу уравнений гравитационного поля
Вывод уравнений гравитационного поля, данный Эйнштейном, ниже 

излагается во всех подробностях.
Мы исходим из баланса энергии в следующем почти очевидном виде

и  =  У , ^  —  (у~ег (А1\
« 8 ц .  д х ° д х ‘   ̂ ^  д х » '  ( 4 7 )

и производим интегрирование по частям 36. Таким образом, получаем:

’ [XV

«ВЦ. “*« ' «ВЦ. ^  ду* дх°дх«
Первая из сумм, стоящих в правой части последнего равенства, имеет нуж
ный нам вид суммы производных и мы будем обозначать ее через А:

аРр̂  « 4 р а '

Вторую сумму, стоящую в правой части, мы снова проинтегрируем по час
тям. Тогда тождество принимает вид:

otJЗ̂ J-v 0  р а  '  а)3^  а а '  0  /

Первую сумму, полученную в правой части, запишем в виде сумхы 
дифференциалов и обозначим через В:

в ^ ^ ) ‘ (49)
аРрл» а 0 а '

Во второй сумме выполним дифференцирование. Тогда получим 

V =  Л - В +  з  ^ ( г  +  +^  дхп \*«Р дхп дхп ® Эх* дх„ °  * дхрдхп )аРр.у а 4 Р а  Р а Р о

или, после применения формулы (29) из § 2 ко второму слагаемому и

35 Ср. по этому поводу конец статьи 25, где Эйнштейн отказывается от части аргу
ментов.— Прим. ред.

86 Вывод искомого тождества упрощается, если мы введем множитель У #  пгд 
знак дифференцирования, что никак не влияет на результат.
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интегрирования третьего слагаемого по частям,

и = А - в +  2  г
а Д *  2 “  дх-

«им* 8а:°- ^  “  Р* вхо а* Л  ?  19 а*« 8*« /

_ 2 ^ - 4 - ( г 7 т  а*кЯгг Я'У». I ' ® • йдх„ дха V 6 1 «3 с?хо 
<х0 ^  а Э '  о

Обе первые суммы имеют вид членов, написанных нами в левой части 
нашего тождества. Обозначим их через

17 I V  д$1к 1/—  /ГА\Г = 2  2) - а г У е и г а ^ - - щ г ’ СО)
сцЗ̂ г/с а “ Р

у / —  3  - ^ - У я г  Т ^  » ( 5 1 )
^  д х „  у  ё  ‘ а * ‘ Эй д х  ' д х п '

ix.Pp.vik а а р

Третья сумма в правой части имеет вид суммы производных; исклю-
ду

чая из нее с помощью формулы (29), получаем уже введенную намиОХа
ду

величину А. Наконец, в последней сумме заменим величину ее выра
жением по формуле (29). Таким образом, получим

и - У  +  1¥ =  2 Л - В +  2  УЧЧ.—  .̂г * V* дх дха \ ь  «Э д х „арр.чгк а р
И Л И

и - ¥  +  П' =  2А - В + -  2  * £ . £ ( | ^ . т тит»„.^)-
а р р М к  а "Я5 V а

_  V  _ 1 _ (т т ).
^  д х „  д х „   ̂ & 1 <*Р д х п ' 1 И  * ч к /  

а&р.'лк а а р
В силу тождества

2т т ^ = - ^ 1  
«*« **»

первая из этих сумм сводится к

V  ^гй  ̂ /' 1 /~ -  ^



21 Проект обобщенной теории относительности и теории тяготения

Благодаря взаимозаменяемости значков I и к, р, и V  вторую из этих сумм 
можно записать в виде

2 *  = 2  3  ^ ? т . вГ
а.^ік а а Р

дУщ дГк,=  _ 2 . У 7 г  в ______
^  д х  ® ‘ а$® цу д х „  дхп

яРрМ 1с а а  з

Следовательно, искомое тождество гласит
ги  — V +  IV +  2Х =  2А — В 

и, таким образом, совпадает с тождеством, указанным в § 5 части Г.

Примечания (к Физической части)
К § 5 и 6. При написании данной работы мы считали недостатком тео

рии то, что для гравитационного поля нам не удалось найти общекова- 
риантные уравнения, т. е. ковариантные относительно произвольных 
преобразований. Впоследствии же я обнаружил, что уравнения, одно
значно определяющие по © ^ и в то же время общековариантные, 
вообще не могут существовать; доказательство этого следует ниже.

Пусть в четырехмерном многообразии имеется область Ь, в которой 
отсутствует «материальный процесс», т. е. ©^ равны нулю. По нашему 
предположению, значения © ^  вне Ь  П О Л Н О С Т Ь Ю  определяют у[XV всюду и, 
следовательно, внутри Ь. Представим теперь, что вместо первоначальных 
координат Хч введены новые координаты х* следующим образом. Вне Ь 
всюду ; однако внутри Ь и, по крайней мере, в части области Ь
и хотя бы для одного индекса V ф  х̂ . Ясно, что таким преобразованием 
можно добиться того, что хотя бы в части Ь ф  С другой стороны, 
© ^ =  ©^ всюду, как вне Ь, где х  ̂ =  так и внутри Ь, где © V = 0  =  
=  ©^- Отсюда следует, что если в рассмотренном случае считать допус
тимыми все преобразования, то одной системе ©и  соответствует больше 
чем одна система

Следовательно, если — как это делается в нашей работе — придер
живаться требования, чтобы ©^ полностью определяли значения то 
приходится ограничить выбор систем отсчета. В нашей работе это огра
ничение достигается благодаря тому, что постулируется соблюдение зако
нов сохранения, т. е. выполнимость соотношений типа (19) для материаль
ного процесса и гравитационного поля вместе взятых. Именно из этого 
постулата в § 5 выведены уравнения (18) гравитационного поля.

Соотношения (19) ковариантны относительно только линейных пре
образований, так что в развитой выше теории допустимыми следует
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считать только линейные преобразования. Поэтому координатные оси таких 
систем можно назвать «прямыми», координатные плоскости — «плоско
стями». Весьма примечательно, что законы сохранения позволяют Дать 
физическое определение прямой, хотя в нашей теории и не существует 
объекта или процесса, могущего непосредственно служить моделью пря
мой, наподобие светового луча в обычной теории относительности.

К § 4 и 5. Основные уравнения теории становятся особенно ясными 
после введения смешанных тензоров. Полагая

£av =  *av =  2 К — g goa^p,
V- H-

получаем вместо (10) соотношение

^  дх 2 дх
V V [XVT 0

Вместо соотношения (19) имеем

2 ~0 Г̂ (^cn -Ь tav) =  0;

вместо уравнений (18) гравитационного поля —

2  äir & - )  =  * +  u .
aß(x a P

К § 7. Возражение против скалярной теории тяготения (теории Норд- 
стрема), выдвинутое в § 7, оказалось необоснованным. Его можно обойти, 
если допустить, что размеры тела определенным образом зависят от гра
витационного потенциала. Более точно эта проблема освещается в докладе 
автора (на собрании естествоиспытателей в Вене), который будет на
печатан в конце 1913 г. в журнале «Physikalische Zeitschrift»37.

Эта статья Эйнштейна и Гроссмана суммирует все предыдущие работы по теории 
гравитационного поля (работы 7, 13, 15, 16; работа 28 содержит ответ на критику Ми). 
В этой работе ясно сформулирована связь гравитационного поля с фундаментальным 
тензором g и тем самым окончательно отброшено представление о скалярном харак
тере этого поля, типа теории Нордстрема (о которой см. статью 23).

Эйнштейн не может еще найти верное уравнение тяготения (это будет сделано толь
ко в 1916 г.) и строит уравнения второго порядка для гравитационного поля, опре
деляющие (нековариантно) закон сохранения энергии-импульсч (тензора энергии- 
натяжений, по терминологии автора).

Замечательным в этой работе явилось первое систематическое применение тензор
ного анализа. В математической части, написанной Гроссманом, появляется тензор 
кривизны Римана (Baßy8 в современных обозначениях) четвертого ранга и даже тензор 
второго ранга R aß. О последнем Гроссман замечает, что он мог бы входить в уравнение 
гравитационного поля, но эта мысль остается нереализованной.

37 Статья 23.— Прим. ред.
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Словом «масса» тела обозначаются два совершенно различных по свое
му определению понятия: инертное сопротивление тела, с одной стороны, 
и постоянная, характеризующая воздействие поля тяжести на тело,— 
с другой. Один из самых замечательных опытных фактов физики заклю
чается в том, что обе эти массы, инертная и тяжелая, по своей величине 
в точности равны. Это равенство точнее всего показано опытом Этвеша. 
На поверхности Земли на тело действуют две в общем случае различно 
направленные силы, которые вместе составляют тяжесть тела. Одна из 
этих сил, собственно тяжесть, зависит от тяжелой массы, другая — цен
тробежная сила — зависит от инертной массы. Опытом с крутильными 
весами Этвеш установил, что отношение этих двух сил не зависит от при
роды тела. Таким образом, он доказал равенство этих двух масс тела с от
носительной точностью, превышающей 10~7.

Этот опытный закон можно сформулировать и так: все тела в поле тя
жести падают с одинаковым ускорением. Тем самым подсказывается пред
положение о том, что в отношении действия на механические и другие 
физические явления поле тяжести можно заменить ускоренным состоянием 
тела отсчета (системы координат). Эта концепция не является необходи
мым следствием указанных опытов, но представляет большую эвристи
ческую ценность. В силу того, что ход физических процессов в ускорен
ной системе отсчета можно определить теоретически, эта гипотеза экви
валентности позволяет предсказать влияние гравитационного поля на 
произвольные физические процессы. Экспериментальная проверка полу
ченных таким образом следствий должна показать, правильна ли поло
женная в основу гипотеза.

* Physikalische Grundlagen einer Gravitationstheorie. Naturforsch. Gesellschaft, 
Zürich, Vierteljahrschr., 1913, 58,284—290. (По докладу, сделанному 9 сентября 
1913 г. на годичном собрании Швейцарского общества естествоиспытателей 
в Фрауэнфельде.)
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Указанным способом можно показать, что произвольный физический 
процесс протекает тем быстрее, чем больше гравитационный потенциал 
в области, где находится рассматриваемая физическая система. Поэтому, 
например, спектральные линии солнечного света должны испытывать 
небольшой сдвиг в сторону красного конца спектра по сравнению с соот
ветствующими линиями земных источников света. Именно, этот сдвиг 
составляет две миллионных части длины волны. Другим следствием 
этой гипотезы эквивалентности является искривление световых лучей 
в поле тяготения; для луча, проходящего мимо Солнца, это искривление 
составляет 0,84 дуговой секунды и, следовательно, лежит в пределах экс
периментальных возможностей *. Искривление световых лучей означает„ 
что скорость света не постоянна, но зависит от места. Поэтому становится 
необходимым обобщить теорию пространства и времени, известную под 
названием теории относительности, поскольку последняя основана на 
постулате о постоянстве скорости света.

Согласно обычной теории относительности, изолированная материаль
ная точка движется прямолинейно и равномерно в соответствии с урав
нением

ô ( H  = °.
где

ds2 =  —  dx2 — d у2 — d,z2 +  с2 dt2,

причем с означает (постоянную) скорость света. Гипотеза эквивалентности 
допускает следствие, что в статическом поле тяжести (специального вида) 
материальная точка движется в соответствии с тем же уравнением, при этом 
с является функцией точки и определяется гравитационным потенциалом. 
От этого частного случая тяготения всегда можно перейти к общему слу
чаю при помощи преобразования координат к движущейся системе отсче
та 2. Таким способом выясняется, что единственное достаточно всеобъем
лющее инвариантноцюбобщение указанного закона движения получается, 
если представить «линейный элемент» dê в виде

ds2 =  S  gikdxidxk (г, к =  1, 2, 3, 4),
гк

где gik являются функциями х и х2, х3 и ж4; три первые координаты харак
теризуют пространство, последняя — время. При этом уравнение движе

1 Величина отклонения еще содержит ошибку (см. статью 14). Она вдвое меньше 
правильного значения.— Прим. ред.

2 При этом мы постулируем, что равноправное описание процесса достигается 
в системе координат, движущейся соответствующим образом; тем самым мы 
следуем основной идее теории относительности.

2в8
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ния должно сохранять прежний вид

6 (5 ds) =  0.

Учитывая, что в этой теории вместо обычного линейного элемента пер
воначальной теории относительности

1 2 —
г

в качестве абсолютного инварианта (скаляра) выступает линейный эле
мент более общего вида

с&2 =  2 ]  в  и - & Х г  й х к ,
гк

нетрудно увидеть, каким образом получается обобщение теории относи
тельности, включающее тяготение на основе гипотезы эквивалентности. 
В первоначальной теории относительности независимость физических 
уравнений от специального выбора системы отсчета основывается на 
постулировании фундаментального инварианта й$2 =  11(1x1, а теперь речь 
идет о том, чтобы построить теорию, в которой роль фундаментального ин
варианта играет линейный элемент наиболее общего вида

<18* =  5] дшйх1<1хк.
Не

Необходимая для этой цели система понятий векторного анализа приводит 
к методам абсолютного дифференциального исчисления, которые будут 
изложены в докладе Гроссмана 3.

Из приведенных выше соображений следует, что поле тяготения ха
рактеризуется десятью величинами Цгк, они заменяют скалярный грави
тационный потенциал ф ньютоновой теории тяготения и образуют кова- 
риантный фундаментальный тензор гравитационного поля. Фундаменталь
ный физический смысл этих величин заключается между прочим в том, 
что они определяют свойства масштабов и часов.

Метод абсолютного дифференциального исчисления позволяет обоб
щать установленные в первоначальной теории относительности системы 
Уравнений для какого-либо процесса таким образом, что они включаются 
в схему новой теории. В эти уравнения всегда входят составляющие поля 
тяготения Ц1к. Физически это означает, что эти уравнения объясняют 
влияние гравитационного поля на явления в изучаемой области. В каче
стве простейшего примера этого рода может служить приведенный выше 
закон движения материальной точки. В дальнейшем мы ограничимся тем,

3 См. ч. II статьи 21.— Прим. ред.
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что сформулируем наиболее общий закон, соответствующий известному 
в теоретической физике закону сохранения импульса и энергии в перво
начальной теории относительности. Как известно, в этой теории имеется 
симметричный тензор Т составляющие которого образущт компоненты 
натяжений, компоненты импульса, компоненты плотности потока энергии 
и плотность энергии. Эти величины можно указать для каждой области 
явлений. Законы сохранения импульса и энергии содержатся в уравне
ниях

поскольку путем интегрирования по пространственным координатам, 
распространенного на всю систему, из этих уравнений можно получить 
уравнения сохранения

причем с1т означает элемент трехмерного объема.
В общей теории уравнениям (1) соответствуют следующие уравнения

причем g означает определитель / ĝ k \, — миноры, деленные на этот
определитель, 0 ^  — симметричный контравариантный тензор второго 
ранга, характеризующий энергетические свойства в рассматриваемой об
ласти явлений. Величины имеют здесь тот же физический смысл, что 
и величины Тач в первоначальной тейрии относительности; компоненты 
натяжений и энергии гравитационного поля в них не содержатся.

Правая часть уравнений (2) обращается в нуль, если величины ^  
постоянны, т. е. если гравитационное поле отсутствует. В этом случае 
уравнение (2) переходит в уравнение (1) и поэтому его можно представить 
в форме (1а); иначе говоря, законы сохранения выполняются для одних 
материальных процессов. Если же переменны, т. е. если имеется гра
витационное поле, то правые части уравнений (2) выражают влияние поля 
тяготения на материю. Ясно, что в этом случае из уравнений (2) нельзя 
непосредственно вывести законы сохранения, поскольку компоненты тен
зора энергии натяжений одной материи не удовлетворяют никаким зако
нам сохранения.

дТ
2 ^ 7  =  0 (V, о =  1,2, 3,4), (О

(1а)

(2)

Здесь
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Очерченный выше метод показывает, как можно получать системы 
физических уравнений с учетом влияния заданного поля тяготения. Од
нако главная проблема теории гравитации тем самым не решается, по
скольку юна заключается в определении величин gifC по заданным мате
риальным источникам поля (включая электрические заряды). Другими 
словами, необходимо найти обобщение уравнения Пуассона:

Дф =  Аякр. (3)
Пропорциональность энергии и инертной массы, являющаяся след

ствием обычной теории относительности, с одной стороны, и опытный 
факт пропорциональности инертной и тяжелой массы — с другой, с не
обходимостью приводят к убеждению, что гравитационные свойства си
стемы должны определяться теми же величинами, которые обусловливают 
энергетические свойства этой системы. Отсюда мы заключаем, что в иско
мые уравнения гравитационного поля вместо плотности р уравнения (3) 
должен входить тензор 5;^ . Следовательно, надо найти уравнения, выра
жающие равенство двух тензоров, одним из которых является заданный 
тензор другой же должен получаться путем дифференциальных опе
раций из фундаментального тензора g[ІV.

Оказывается, что законы сохранения импульса и энергии дают воз
можность вывести эти уравнения. Выше уже подчеркивалось, что одна 
лишь материя не может удовлетворить законам сохранения; мы 
должны потребовать, чтобы законы сохранения выполнялись для материи 
и гравитационного поля совместно. В соответствии с приведенными выше 
соображениями это означает, что должны существовать четыре уравнения 
вида

2  (£«. +  *•») =  0 (о =  1 ,2 , 3 ,4 ). (4)

Здесь характеризуют компоненты тензора энергии-натяжений грави
тационного поля аналогично тому, как величины £ оу характеризуют их 
для материи. В частности, величины 2 ^  и должны иметь одинаковые 
ковариантные свойства.

Из общих соображений можно показать, что уравнения, полностью 
определяющие гравитационное поле, не могут быть ковариантными отно
сительно произвольных преобразований. Это принципиальное замечание 
заслуживает особого внимания, поскольку все остальные физические урав
нения, например уравнения (2), обладают общей ковариантностью. В со
ответствии с этим общим результатом постулированные уравнения (4) ко- 
вариантны также относительно не произвольных, а только линейных пре
образований. Следовательно, мы должны требовать и от искомых уравнении 
гравитационного поля ковариантности относительно лишь линейных
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преобразований. Оказывается, что можно найти совершенно определенные 
уравнения, прибавив к этим соображениям требование, чтобы из искомых 
уравнений в частном случае и путем предельного перехода получалось 
уравнение Пуассона (3). Указанным способом получаются уравнения

2  дх ^а/З^оц. дха ) =  х (а, V  =  1, 2, 3, 4)- (5)

При этом

- 2 =  2  (6)
чЭтр 0 3 а(3та а  3 7

Здесь х — универсальная постоянная, соответствующая гравитационной 
постоянной; 6^ =  0 или 1, в зависимости от того, различны или одина
ковы а и V .

Из системы уравнений (5), соответствующей уравнению (3), можно ви
деть, что наряду с компонентами тенз(?ра энергии-натяжений материи

в качестве равноценных источников поля выступают также компонен
ты тензора гравитационного поля (именно 10у); это требование, очевидно, 
необходимо, поскольку гравитационное воздействие системы не может 
зависеть от физической природы энергии, служащей источником поля.

Поскольку допускаются только линейные преобразования, становятся 
предпочтительными некоторые одно-, дву- и трехмерные многообразия, 
которые можно назвать прямыми, плоскостями и линейными простран
ствами.

Изложенная теория устраняет гносеологический недостаток, присущий 
не только первоначальной теории относительности, но и механике Гали
лея, что особенно подчеркивалось Э. Махом. Оказывается, что понятию 
ускорения материальной точки так же, как и понятию скорости, нельзя 
приписывать абснлюдное значение. Ускорение можно определить лишь как 
относительное ускорение точки по отношению ко всем другим телам. Это 
обстоятельство делает бессмысленным приписывание телу сопротивления 
ускорению (инерция тела в смысле классической механики); наоборот, 
необходимо потребовать, чтобы появление инертного сопротивления было 
связано с относительным ускорением тела (по отношению к другим телам). 
Необходимо требовать, чтобы инертное сопротивление тела увеличивалось 
только потому, что в окрестности тела располагаются неускоренные инерт
ные массы; это увеличение инертного сопротивления должно снова исче
зать, если указанные массы ускоряются вместе с телом. Из уравнений (5) 
действительно следует такое поведение инертного сопротивления, что 
можно назвать относительностью инерции. Это обстоятельство образует 
одну из важнейших опор изложенной теории.



К СОВРЕМЕННОМУ СОСТОЯНИЮ 
ПРОБЛЕМЫ ТЯГОТЕНИЯ ф

23

§ 1. Общие замечания о постановке проблемы
Всеобщее притяжение масс принадлежит к той области физических 

явлений, которая раньше всего получила теоретическое освещение. За
коны тяготения и движений небесных тел были сведены Ньютоном к просто
му закону движения материальной точки и закону взаимодействия двух 
тяготеющих материальных точек. Эти законы оказались настолько точны
ми, что с точки зрения опыта нет особых оснований сомневаться в их стро
гой выполнимости. Если же, несмотря на это, в настоящее время едва ли 
найдется физик, который бы верил в строгость этих законов, то это следует 
приписать преобразующему влиянию развития наших знаний об электро
магнитных явлениях за последние десятилетия.

До Максвелла электромагнитные явления сводились к элементарным 
законам, которые строились как можно точнее по образцу ньютонова за
кона тяготения. Согласно этим законам взаимодействие электрических 
зарядов, магнитных масс, элементарных токов и т. д. имеет характер даль
нодействия, не требующего никакого времени для распространения в про
странстве. Затем, 25 лет назад Г. Герц в своем гениальном эксперименталь
ном исследовании о распространении электромагнитного поля показал, 
что для распространения электрических воздействий требуется время. Тем 
самым он помог победе теории Максвелла, в которой вместо непосред
ственного дальнодействия используются дифференциальные уравнения 
в частных производных. После того как в области электродинамики была

* Zum gegenwärtigen Stande des Gravitationsproblems.  Phys. Z ., 1913, 14, 1249— 
1262. (Доклад на 85-м собрании общества немецких естествоиспытателей в Вене. 
[Опубликовано также в Gesellschaft deutscher Naturforscher und Art Verhand
lung, 1917, 3— 24. Изложение опубликовано в «Himmel und Erde», 26, 90— 93.— 
Прим.  ред.]).

^  A. Эйнштей», том I 2 7 S
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доказана несостоятельность теории дальнодействия, вера в правильность 
ньютоновой теории дальнодействия для тяготения была также поколеб
лена. Должно было проложить себе дорогу убеждение, что ньютонов закон 
тяготения так же неполно описывает совокупность явлений тяготения, как 
кулоновы законы электростатики и магнитостатики — совокупность элек
тромагнитных явлений. Тот факт, что ньютонов закон оказывался до сих 
пор достаточным для вычисления движения небесных тел, следовало свя
зать с малостью скоростей и ускорений при этих движениях. Действитель
но, легко показать, что небесные тела, движения которых определялись бы 
электрическими силами, происходящими от расположенных на небесных 
телах электрических зарядов, не раскрыли бы нам законов электродина
мики Максвелла, если бы скорости и ускорения каждого небесного тела 
имели такой же порядок величины, как при движениях известных нам 
небесных тел. Эти движения можно было бы с большой точностью описать 
на основе закона Кулона.

Хотя вера во всеобъемлющее значение ньютонова закона дальнодей
ствия была таким образом поколеблена, прямых оснований к обобщению 
теории Ньютона сначала все же не было. Однако для тех, кто убежден 
в правильности теории относительности, сегодня такое прямое основание 
имеется. Именно, согласно теории относительности, в природе не суще
ствует средств, позволяющих посылать сигналы со сверхсветовой скоро
стью. С другой стороны, очевидно, что в случае строгой справедливости 
закона Ньютона мы могли бы применять тяготение для мгновенной пере
дачи сигналов из области А в отдаленную область В, ибо движение тяго
теющей массы в А должно было бы иметь следствием одновременные изме
нения гравитационного поля в В — в противоречии с теорией относитель
ности.

Но. теория относительности не только заставляет нас видоизменить те
орию Ньютона; к счастью, она также в значительной мере ограничивает 
возможности видоизменения. Если бы этого не было, обобщение теории 
Ньютона являлось бы безнадежным. Чтобы яснее представить себе это, 
вообразим лишь следующее аналогичное положение: пусть из электро
магнитных явлений были бы экспериментально известны только явления 
электростатики. Известно также, что электрические воздействия не могут 
распространяться со сверхсветовой скоростью. Кто мог бы на основе этих 
данных построить максвеллову теорию электромагнитных явлений? Одна
ко наши знания в области тяготения в точности соответствуют рассмотрен
ному случаю; мы знаем только взаимодействие между покоящимися мас
сами, к тому же, вероятно, лишь в первом приближении. Разнообразие 
возможных обобщений ограничивается теорией относительности, посколь
ку, согласно последней, временная координата, с точностью до различия 
в знаке, входит во все системы уравнений таким же образом, как три про
274
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странственные координаты. Это не вполне точно сформулированное здесь 
глубокое формальное правило Минковского, имеет, как оказалось,, 
большое значение в качестве вспомогательного средства для отыскания 
соответствующих уравнений из теории относительности.

§ 2. Простейшие физические гипотезы 
о гравитационном поле

Ниже мы укажем некоторые общие постулаты, которые м о ж н о  
принять (но н е о б я з а т е л ь н о  все) в теории гравитации.

1. Выполнение законов сохранения импульса и энергии.
2. Равенство и н е р т н о й  и т я ж е л о й  масс замкнутых си

стем.
3. Справедливость теории относительности (в более узком смысле), т. е. 

системы уравнений должны быть ковариантны относительно линейных 
ортогональных подстановок (обобщенные преобразования Лоренца).

4. Наблюдаемые законы природы не должны зависеть от абсолютных 
значений гравитационного потенциала (или гравитационных потенциалов). 
Физически это означает следующее: совокупность связей между наблюдае
мыми величинами, которую можно найти в некоторой лаборатории, не дол
жна меняться, если всю лабораторию переместить в область с другим гра
витационным потенциалом (постоянным в пространстве и времени).

Сделаем следующие замечания относительно этих постулатов. Все тео
ретики согласны, что постулат 1 должен выполняться. Не столь едино
душно убеждение, что необходимо придерживаться постулата 3. Напри
мер, М. Абрагам выдвинул теорию гравитации, в которой постулат 3 не 
выполняется. Мы могли бы присоединиться к этой точке зрения, если бы 
система Абрагама была ковариантна относительно преобразований, ко
торые в областях с постоянным гравитационным потенциалом переходят 
в линейные ортогональные преобразования; однако в теории Абрагама это, 
по-видимому, не так. Следовательно, эта теория не содержит в себе в каче
стве частного случая теорию относительности в том виде, как она разви
валась до сих пор без учета тяготения. Против подобной теории говорят 
все те аргументы, которые были выдвинуты в пользу теории относитель
ности в ее современном виде. По нашему мнению, безусловно необходимо 
придерживаться постулата 3, если только не будет оснований, принуж
дающих отказаться от него; как только мы отказываемся от этого посту
лата, разнообразие возможностей становится необозримым.

Для более точного рассмотрения необходим постулат 2, которого, по- 
моему, следует придерживаться, если не будет доказано обратного. Этот 
постулат опирается прежде всего на опытный факт, что все тела в поле 
тяжести падают с одинаковым ускорением; позднее нам придется еще раз
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обратить внимание на этот важный факт. Следует заметить, что равенство 
(пропорциональность) тяжелой и инертной массы с большой точностью 
установлено исследованием Этвеша *, представляющим для нас огромное 
значение. Этвеш установил эту пропорциональность, экспериментально по
казав, что равнодействующая силы тяжести и центробежной силы враще
ния Земли не зависит от природы материала (относительная разность обе
их масс <М 0-7)2. Постулат 2 вместе с одним из главных результатов обыч
ной теории относительности приводит к следствию, которое необходимо 
указать уже здесь. Согласно теории относительности, инертная масса зам
кнутой системы (система рассматривается как целое) определяется ее энер
гией. Согласно постулату 2 то же самое должно быть справедливым для 
тяжелой массы. Следовательно, если состояние системы изменяется произ
вольно, но так, чтобы полная энергия ее не менялась, то гравитационное 
дальнодействие системы не меняется, даже если часть энергии системы 
переходит в гравитационную энергию. Тяготеющая масса системы опре
деляется ее полной энергией, включая ее гравитационную энергию.

Наконец, постулат 4, вероятно, нельзя обосновать опытом. Он оправ
дывается не чем иным, как верой в простоту законов природы, и мы не мо
жем полагаться на то, что он выполняется с таким же правом, как в случае 
остальных трех упомянутых аксиом.

Мы прекрасно сознаем, что постулаты 2—4 похожи скорее на научный 
символ веры, нежели на надежный фундамент. Мы также далеки от того, 
чтобы утверждать, что оба изложенные в дальнейшем обобщения теории 
Ньютона являются единственно возможными; однако все же осмелюсь 
сказать, что при современном состоянии наших знаний они являются наи
более е с т е с т в е н н ы м и .

Согласно существующей теории относительности, изолированная ма
териальная точка движется равномерно и прямолинейно в соответствии 
с уравнением Гамильтона

где, как обычно,

dx =  У  —  dx2x —  dx2 — dx2 — dx* =  У~c2dt2 — dx2 —  dy2 — dz2 d t ^ c 2 —  q2.

1 B . E ö t v ö s .  Math, und Naturwiss. Вег. aus Ungarn, 1890, VIII, Beibl., 1891, 
15, 688.

2 Современные опыты P. Дикке новысили точность равенства обеих масс до 
Ю-11.— Прим.  ред.

27в

3. Теория гравитации Нордстрема

(1 )

(2)
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Уравнение (1) можно также записать в виде

6 (5  н м )  =  О,
где

Н  =  — т =  — т ]Ус2 —<1ь

(1а)

функция Лагранжа движущейся точки, т —  характеризующая эту точку 
постоянная, ее «масса». Отсюда, как показал Планк, непосредственно 
получаются импульс ( / х, 1У, / 2) и энергия Е  точки 3

г дН ~1 х =  -г -  — т
дх У Сй — д*

Р __ УН 'г  4_ у  \ — г   и
& я™ х  ' я,. У 21 пдх ду у д% у с2 ___д2

Отсюда легко приходим к теории Нордстрема, предположив, как и преж
де, ковариантность уравнения относительно линейных ортогональных пре
образований, и т о л ь к о  таких, которые рассматривают в из
вестной теории относительности. Гравитационное поле можно описать од
ним скаляром. Движение материальной точки в поле тяжести можно пред
ставить уравнением в форме Гамильтона. В этом случае получаем уравне
ние 4

б { $ ф л }  =  0, (1')

причем (2) остается в силе с постоянной с и ф — скаляр, определяющий 
гравитационное поле. Для распространения светового луча имеем с?т =  О, 
следовательно д =  с; другими словами, скорость распространения света 
равна постоянной с. Световые лучи не искривляются гравитационным по
лем.

Вместо уравнений (1а) получается

6 =  О,
где

Н — — тф  ~  =  — тф  У с 2— г/2. (1а')

3 Эти выражения отличаются от обычно применяющихся лишь постоянным мно
жителем 1/с.

4 С учетом того, что интеграл Гамильтона должен быть инвариантом.
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Лагранжевы уравнения движения приобретают вид

й [тер -Г ^ = г\  ~\г т  —  д 2 =  О и  т . д . (2 )Л [ т  ] 1 дх

Отсюда для импульса, энергии и силы $, действующей на точку со сто
роны поля тяжести, получаются выражения

1Х =  тф  —— = =  и т. д.,
У с* — д2

Е =  тф
Уса — ,

дф  

дх

(2а)

причем т — характерная для материальной точки постоянная, не 
зависящая от ф и д.

Выражение для $ показывает, что ф играет роль гравитационного по
тенциала. Далее, выражения для 1Х и Е  показывают, что согласно теории 
Нордстрема инерция материальной точки определяется произведением 
тф ; чем меньше ф, т. е. чем большие массы скопляются вблизи рассмат
риваемой материальной точки, тем меньше становится инертное сопро
тивление, которое материальная точка оказывает изменению ее скорости. 
Это является одним из важнейших физических следствий скалярной тео
рии гравитации, к которому мы вернемся позднее.

В этой теории, так же как и в той, которая будет изложена позже, 
разности координат не имеют столь простого физического смысла, как 
в обычной теории относительности. Представим себе переносный единич
ный Тмасштаб и переносные часы, которые идут так, что свет проходит в 
вакууме путь, равный длине единичного масштаба5, когда по часам прохо
дит равное единице время. Четырехмерный интервал между двумя беско
нечно близкими точками пространства-времени, который измеряется эти
ми измерительными средствами точно так же, как в случае обычной теории 
относительности, мы назовем «естественным» четырехмерным интервалом 
с?т0 между пространственно-временными точками. По своему определению 
он является инвариантом и поэтому в случае обычной теории относитель
ности равен ^т. Последнюю величину, в противоположность естественному 
интервалу, мы будем называть, в соответствии с ее определением, «коор

5 Делается предположение, что достижимы все значения координат и времени; 
при этом речь идет об одном специальном случае постулата 4.
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динатным интервалом» или просто «интервалом» между пространственно- 
временными точками. Однако в нашем случае оказывается,что естественный 
интервал ^т0 отличается от координатного интервала йх множителем, яв
ляющимся функцией ф. В соответствии с этим подставим

Далее, можно говорить о естественной длине 10 и естественном объеме 
Во некоторого тела. Это длина или объем, которые получаются при измере
нии посредством движущегося вместе с телом единичного масштаба. На
ряду с этим имеют смысл длины I или объемы V, измеренные в координатах. 
Между координатным объемом V и естественным объемом можно вывести 
соотношение

Далее, под единицей массы мы подразумеваем массу воды, которая со
держится в единичном естественном объеме. Масса тела есть отношение его 
инерции к инерции единичной массы, следовательно, скаляр. Под есте
ственной плотностью р0 мы понимаем плотность, отнесенную к плотности 
воды, или массу в единичном естественном объеме; таким образом, р0 по 
своему определению также является скаляром.

Из полученных выше результатов мы можем вывести дальнейшие след
ствия, переходя от материальной точки к континууму. Это достигается 
путем рассмотрения материальной точки как континуума координатного 
объема V и естественного объема В0. Умножая на 1/И выражения (2а) 
для / х, Е  и и используя (4), получаем импульс гх и т. д., энергию ц 
и пондеромоторную силу !х и т. д. на единицу объема для потока массы. 
Учитывая соотношение

В первом из этих уравнений г означает мнимую единицу. Напомним 
только о выражении для закона сохранения энергии-импульса в теории 
относительности. Если величины Х х и т. д. суть обобщенные напряже

с1т0 =  со с?т, (3)

(4)V Е0 с1х у 0 |4С2 _ 92

пг

получаем

(26)
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ния, /* и т .  д .— составляющие плотности потока энергии, то величины
* * ІСІ£

Ух у у Г г X Сїу

г х Уу Гг І СІ г

—  /с / х 4 / * - іс / г —  ч

образуют симметричный тензор, который мы будем обозначать через 
(индексы р, и V пробегают значения от 1 до 4).

Далее, если обозначить через I мощность, передаваемую внешними 
силами на единицу объема материи, то величины

Ї Т Ї — Ї1У5 £ 1

образуют 4-вектор, составляющие которого будут обозначаться через к 
Тогда закон сохранения энергии-импульса будет выражаться четырьмя 
уравнениями

дТ2-^г = М  ̂= 1 д°4)- (5)
V у

Эту схему можно непосредственно применить — как показывают урав
нения (26) — в нашем случае движения несвязанных масс в поле тяжести, 
положив

СІХ,Л

=  р0сфсо3 ,

(5а)

К  =  —  Ро«о3^ - .

Пока мы обсуждали только вопрос о том, как действует гравитацион
ное поле на материю, но не вопрос, по каким законам материя в свою оче
редь определяет гравитационное поле. В случае теории Нордстрема по
следнее задается скаляром <р; следовательно, поле должно порождаться 
также скаляром, который входит в дифференциальное уравнение для ф.
Таким скаляром может быть только скаляр существование и смысл

<3
которого особенно подчеркивались Лауэ. Образуя этот скаляр для слу- 
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чая движения несвязанных масс, с учетом (5а), имеем:

2  =  —  РоСфСО3,

Таким образом, вместо (5) получим

2 ^  =  2 г . | £ .  (56)
О о о Y V-

Это уравнение имеет особое значение, потому что в него уже не входит 
ничего, что напоминает рассматриваемый нами случай движения несвя
занных масс. Согласно теории Нордстрема, уравнение (56) выражает ба
ланс энергии любого материального процесса, если вместо поставить 
соответствующий этому процессу тензор энергии-натяжений.

Из уравнения (56) вытекает, что теория Нордстрема удовлетворяет 
постулату 2. Именно, если рассматривается материальная система, на-

д lgq>столько малая, что на пространственном протяжении этой системы ° т
ах\х

можно считать постоянным, то для силы, действующей со стороны грави
тационного поля на систему в целом по оси X , получим

Здесь dv — элемент трехмерного объема.
Это преобразование основано на теореме Лауэ, согласно которой для 

замкнутой системы
2  == § 2  ^22 =  § 2  ^зз ^  =  0.

Тем самым показано, что тяжелая масса замкнутой системы определяется 
ее полной массой.

Далее, уравнение (56) позволяет нам определить оставшуюся неопре
деленной функцию ф из той физической предпосылки, что в статическом по
ле тяжести нельзя получить работу при помощи кругового процесса. 
В § 7 работы о гравитации, опубликованной совместно с М. Гроссманом6, 
я доказывал противоречие скалярной теории с названной основной теоре
мой, но при этом исходил из молчаливого предположения со =  const. Однако,

6 Статья 21.— Прим.  ред.
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как легко показать, противоречие разрешается, если положить
 ̂  J o _  c o n s t

(0 ф ’

или
(О =  const ф. (6)

Позже мы дадим другое обоснование этого утверждения.
Теперь уже нетрудно написать для гравитационного поля общее

уравнение, которое следует понимать как обобщение уравнения Пуассона 
для гравитационного поля. Именно, нужно приравнять скаляр Лауэ та
кому скалярному дифференциальному выражению, образованному из ф, 
чтобы для материи и гравитационного поля выполнялся совместный закон 
сохранения. Это достигается, если положить

—  х 2 ? ти =  ФПФ,  (7)

где к — универсальная постоянная (гравитационная постоянная), а сим
вол □  означает оператор (г  пР°бегает значение от 1 до 4).

т т
Тот факт, что законы сохранения действительно выполняются, следует из 
уравнений (56) и (7) в силу тождества, вытекающего из (7):

■у j ,  1 3 ф    д 2Ф   ^  d t ^

"  00 Ф д х  ̂ х  д х ^  ^  д х |  1 d x v ’

причем

2  ( £ ) ■ } .  «

Здесь 6’p.v означает 1, если р =  v, или 0, если р v; t^v — составляющая тен
зора энергии-натяжений гравитационного поля.

Из предпоследнего уравнения и уравнения (56) следует, что

S j p z v  + W = 0 .  (9)

Следовательно, постулат 1 выполняется. Можно далее показать, что в 
согласии с постулатом 2 число силовых линий гравитационного поля, 
уходящих в бесконечность из замкнутой стационарной системы, зависит 
только от полной энергии системы.

В согласии с постулатом 4 находится далее следующее. Если на концах 
отрезка естественной длины 10 поместить два обращенных друг к другу 
зеркала, между которыми в вакууме пробегает взад и вперед световой луч,
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то эта система представляет собой часы (световые часы). Если две массы 
тпх и гп2, находящиеся на естественном расстоянии /0, заставить вращаться 
друг около друга под влиянием их гравитационного взаимодействия, то 
эта система тоже представляет собой.часы (гравитационные часы). При по
мощи полученных уравнений легко показать, что относительная скорость 
хода этих двух часов, если они находятся в точках с одинаковым грави
тационным потенциалом, не зависит от абсолютной величины этого потен
циала. Это служит косвенным подтверждением выражения для со, данного 
в уравнении (6).

Резюмируя, мы можем сказать, что скалярная теория Нордстрема, ко
торая придерживается постулата о постоянстве скорости света, удовле
творяет всем требованиям, которые при современном состоянии экспе
римента можно предъявить теории гравитации. Неудовлетворительным 
остается только то обстоятельство, что, согласно этой теории, инерция 
тела хотя и подвержена влиянию остальных тел, но не обусловлена ими, 
поскольку в этой теории инерция тела тем больше, чем дальше оно от дру
гих тел.

§ 4. Оправдывается ли попытка обобщения 
теории относительности?7

Чтобы объяснить непосвященному, в какой мере удалась попытка по
строить теорию относительности, мы можем рассказать ему следующее. 
Если кто-нибудь находится в движущемся прямолинейно и равномерно 
железнодорожном вагоне, окна которого занавешены, то он не сможет 
определить, в каком направлении и с какой скоростью движется вагон; 
если отвлечься от неизбежной тряски вагона, то даже невозможно решить, 
движется ли он вообще. Абстрактно выражаясь, законы механики в си
стеме отсчета (вагон), равномерно движущейся относительно исходной 
системы отсчета (Земля), имеют такой же вид, как и в исходной системе 
(Земля); мы называем это утверждение принципом относительности равно
мерного движения.

Однако обычно склонны добавлять: конечно, совсем другое дело, если 
железнодорожный вагон движется неравномерно; если вагон изменит 
свою скорость, то пассажир получит толчок, который заставит его почув
ствовать ускорение вагона. Абстрактно говоря, принцип относительности 
неравномерного движения не имеет места. Однако это заключение отнюдь 
не безупречно; ибо еще неясно, должны ли пассажиры вагона обязательно 
связывать с ускорением вагона толчок, который они почувствовали. Сле
дующий пример показывает, что это заключение преждевременно.

7 A. E i n s t e i n .  Ann. Phys., 1911, 35, 898. (Статья 14).
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Два физика, А и В, очнувшись от наркотического сна, обнаружили, что 
они вместе с приборами находятся в закрытом ящике с непрозрачными 
стенками. Они не имеют никакого представления о том, где расположен 
ящик или как он движется. Они констатируют теперь, что тела, помещен
ные в середину ящика и освобожденные там, все падают в одном и том же 
направлении — скажем, вниз — с одинаковым общим ускорением у. Что 
могут заключить отсюда физики? А заключает, что ящик спокойно лежит 
на небесном теле и что направление вниз является направлением к центру 
этого небесного тела, если последнее шарообразно. Однако В стоит на точ
ке зрения, что ящик, возможно, под действием приложенной к нему извне 
силы равномерно ускоренно движется вверх с ускорением у; при этом нет 
необходимости предполагать близость небесного тела. Существует ли для 
обоих физиков критерий, с помощью которого они могли бы решить, кто 
прав? Мы не знаем такого критерия, но нам также неизвестно, может ли 
такой критерий существовать. О д н а к о  т о ч н ы й  о п ы т  Э т в е -  
ш а  о т н о с и т е л ь н о  р а в е н с т в а  и н е р т н о й  и т я ж е л о й  
м а с с ы  г о в о р и т  в с е  ж е  о т о м ,  ч т о  т а к о г о  к р и т е р и я  
н е  с у щ е с т в у е т .  Видно, что в этом отношении опыт Этвеша играет 
роль, сходную с ролью опыта Майкельсона в вопросе о возможности фи
зически обнаружить р а в н о м е р н о е  движение.

Если же оба физика действительно не могут решить в принципе, ка
кое из этих мнений правильно, то у с к о р е н и е  должно иметь столь 
же малый 8 абсолютный физический смысл, как и с к о р о с т ь .  Одну 
и ту же систему отсчета с одинаковым правом можно считать ускоренной 
или неускоренной, но тогда, в соответствии с выбранным утверждением, 
следует предполагать существование гравитационного поля, определяю
щего вместе с возможным ускоренным движением системы относительное 
движерие свободно движущихся тел в данной системе отсчета.

То обстоятельство, что в неускоренных системах отсчета тела ведут 
себя при наличии поля тдщести в точности также, как если бы система от
счета была ускоренной, принуждает нас к попытке распространить прин
цип относительности на случай ускоренрйх систем отсчета.

С математической точки зрения это сводится к тому, что к уравнениям, 
выражающим законы природы, мы предъявляем требование ковариант
ности не только относительно линейных ортогональных преобразований, 
но и относительно более общих, в особенности нелинейных, преобразо
ваний, поскольку лишь нелинейные преобразования соответствуют пере
ходу к относительно у с к о р е н н ы м  системам. Однако при этом вы
является трудность,"состоящая в том, что наши скудные эмпирические зна

8 Это утверждение будет изменено в § 6; пока же мы будем строго придержи
ваться его.
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ния о гравитационном поле не позволяют надежно определять виды пре
образований, относительно которых следует требовать ковариантности 
уравнений. В исследовании 9, выполненном совместно с моим другом 
Гроссманом, выяснилось, что можно и целесообразно требовать ковари
антности уравнений прежде всего по отношению к произвольным преобра
зованиям.

Предварительно сделаем еще одно замечание для устранения напра
шивающегося недоразумения. Сторонник обычной современной теории 
относительности с известным правом называет «кажущейся» скорость мате
риальной точки. Именно, он может выбрать систему отсчета так, что ма
териальная точка имеет в рассматриваемый момент скорость, равную 
нулю. Если же существует система материальных точек, которые обла
дают разными скоростями, то он уже не может ввести такую систему от
счета, чтобы скорости всех материальных точек относительно этой системы 
обращались в нуль. Аналогичным образом физик, стоящий на нашей точке 
зрения, может называть «кажущимся» гравитационное поле, поскольку 
соответствующим выбором ускорения системы отсчета он может достичь 
того, чтобы в определенной точке пространства-времени гравитационное 
поле обращалось в нуль. Однако примечательно, что обращение в нуль 
гравитационного поля посредством преобразования в общем случае не мо
жет быть достигнуто для протяженных гравитационных полей. Напри
мер, гравитационное поле Земли нельзя сделать равным нулю посред
ством выбора подходящей системы отсчета.

§ 5. Характеристика поля тяжести; 
его воздействие на физические процессы

Поскольку нам неизвестна совокупность допустимых преобразований 
пространства-времени, то — как уже отмечалось — сначала можно допу
стить в качестве наиболее естественных произвольные подстановки пере
менных х, у, г, £, причем эти переменные для удобства будут обозначаться 
х г, х2, х3, ж4. При рассматриваемом обобщении оказывается нецелесо
образным вводить мнимую временную координату.

Рассмотрим сначала область пространства-времени, в которой соответ
ствующим выбором системы координат можно исключить гравитационное 
поле. Тогда мы приходим к случаю, известному из обычной теории отно
сительности. Свободная материальная точка движется прямолинейно

®А. Е 1 п з 1 е 1 п ,  М . О г о э з т а п п .  Ъ. Ма№. иш! РЬуэ., 1913, 62, 225. 
(Статья 21).
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и равномерно в соответствии с уравнением

—  йх2 —  йу2 —  с/г2 с2 с/£2}  =  0.

Если мы введем новые координаты х г, х2, х3, х4 при помощи произвольной 
подстановки, то относительно новой координатной системы движение точ
ки будет происходить согласно уравнению

б {$ds} = °>
причем ^  [ (16)

Можно также положить
б { Я с / г )  =  0 ,  ]

где *  <1б'>
н = - т ж -  \

Здесь Н — функция Гамильтона.
В новой координатной системе движение материальной точки опреде

ляется величинами которые в соответствии с предыдущими параграфа
ми следует понимать как составляющие гравитационного поля, как толь
ко мы захотим рассматривать эту новую систему «покоящейся». В общем 
случае каждое поле тяготения определяется десятью составляющими 
которые являются функциями Х\, х2, х3, х4. Движение материальной точки 
всегда определяется уравнениями указанной формы. Элемент с18 по своему 
физическому смыслу должен быть инвариантом относительно всех подста
новок. Тем самым устанавливается закон преобразования для составляю
щих если задано преобразование координат. Элемент с/з представляет 
собой единственный инвариант, связанный с четырехмерным линейным 
элементом ((IX!, с/х2, с1х3, с/х^. Назовем величину линейного элемента интер
валом10. В случае отсутствия гравитационного поля значения ^  при соот
ветствующем выборе переменных сводятся к следующей системе

— 1 0 0 0
0 - 1 0 0

0 0 — 1 0
0 0 0 с2

В этом случае мы возвращаемся к обычной теории относительности.

10 Эйнштейн называет «интервал» ds «Betrag» или «Größe». Мы будем пользоваться 
термином «интервал», хотя это слово и появилось позже.— Прим.  ред.
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Закон распространения света определяется уравнением
СІБ =  0.

Отсюда ясно, что в общем случае скорость света зависит не только от вы
бранной точки пространства-времени, но и от направления. Тот факт, что 
мы ничего подобного не замечаем, обусловлен тем, что в доступной нам об
ласти пространства-времени^ почти постоянны, и мы можем выбрать си
стему отсчета так, что ^  обладают указанными постоянными значениями 
с точностью до малых отклонений.

Так же, как и в теории Нордстрема, мы можем говорить здесь о естест
венной длине четырехмерного элемента. Это длина элемента, измеренная 
переносным единичным масштабом и переносными часами. По своему опре
делению эта естественная длина есть скаляр и поэтому должна быть равна 
интервалу с точностью до постоянной, которую мы приравняем 1. 
Благодаря этому задается соотношение между дифференциалами коорди
нат, с одной стороны, и измеримыми длинами и промежутками времени, 
С другой; поскольку В Э Т И  соотношения В Х О Д Я Т  величины ^ у ,  координаты 
сами по себе не имеют физического смысла. Равным образом соотношения 
для массы и естественной плотности по-прежнему остаются в силе.

Исходя из уравнений (16) и (16'), мы можем теперь точно так же, как 
при нашем рассмотрении теории Нордстрема, составить лагращкевы 
уравнения движения материальной точки. Из них мы получим выражения 
для импульса / ,  энергии Е  материальной точки, а из поля тяжести — 
для силы действующей на материальную точку. Так же, как и рань
ше, мы можем вывести выражения для соответствующих величин на еди
ницу объема и получить

Отсюда мы получаем, как и раньше, закон сохранения энергии-им
пульса для несвязанного потока массы:

(2в)
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При этом g означает определитель gv,v. Первые три равенства (56) 
выражают закон сохранения импульса, последнее — закон сохранения 
энергии. Этой системе можно придать несколько более наглядную форму, 
введя величины

g ^ои,®и.у.

Тогда получим

где означает поделенные на g  миноры g^.
Физический смысл величин вытекает из следующей схемы 11

£ п & 1 2 СО £ 1 4 - Х х - Х у - Х г 1х

2 - 2 1 2 - 2 2 &23 3^24 - у х - У у - У  г 1у

^ 31 ^32 - £ з з ' £34 —  У х —  У  У - У  г
£ 4 1 2-42 &43 £ 4 4 / х / у 1г Ц .

Причем стоящие справа величины имеют тот же смысл, что и в § 3. 
Правая часть (5в) выражает отдаваемый гравитационным полем в единице 
объема и в единицу времени импульс ( <з=1,  2, 3) или отдаваемую энер
гию (а =  4).

Равенства (56) и (5в) без сомнения имеют значение, далеко выходящее 
за рамки рассматриваемого движения несвязанных масс; вероятно, они 
выражают вообще баланс энергии и импульса между материальной систе
мой и полем тяжести. Только для каждой особой физической области 
величины и необходимо выражать особым образом.

§ в. Замечания о математическом методе
В изложенной теории обычная четырехмерная теория векторов и тензо

ров не может применяться, поскольку в соответствии с ней Ъс1х1 не яв
ляется инвариантом. Фундаментальный инвариант, который мы назвали 
интервалом, есть

(1$2 =  сЬу.

Однако теория ковариантов таких четырехмерных многообразий, опреде
ленных своим линейным элементом, была развита ранее в особенности в

11 В оригинале пропущены все знаки минус в правой части. Эта опечатка исправ
лена автором в одной из последующих работ (статья 25). — Прим. ред.
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23 К современному состоянию проблемы тяготения

работах Риччи и Леви-Чивиты12, которые опирались главным образом на 
основопологающую работу Кристоффеля13, и известна под названием «аб
солютного дифференциального исчисления». Доступное изложение важ
нейших теорем можно найти в выполненной М. Гроссманом части нашей 
цитированной выше работы.

В этой теории различают много видов тензоров, а именно: ковариант- 
ные, контравариантные и смешанные тензоры, для которых действуют 
сходные алгебраические законы, как в общеизвестном случае, который 
характеризуется эвклидовым линейным элементом. Определены также 
дифференциальные операции, дающие при применении к тензорам снова 
тензоры, так что для алгебраических и дифференциальных соотношений 
обычной теории векторов и тензоров можно указать соответствующие соот
ношения и в случае обобщенного линейного элемента.

Следует заметить, что естьу-я составляющая контравариантного тен
зора 1-го ранга (т. е. с одним индексом), или суть составляющие ко- 
вариантного или контравариантного тензора 2-го ранга, который мы бу
дем называть фундаментальным тензором, ввиду его значения для линей
ного элемента. Далее, 0 ^  есть контравариантный тензор 2-го ранга,
- у = % а ч  — смешанный тензор 2-го ранга.

Из равенства (56) вытекает, что «дивергенция» тензора обращается 
в нуль. Отсюда следует, что равенство (56) ковариантно относительно лю
бых подстановок, чего, конечно, надо требовать и с физической точки 
зрения.

Заменяя уравнения теории относительности с помощью абсолютного 
дифференциального исчисления соответствующими им уравнениями, мы 
получаем системы уравнений, учитывающих влияние гравитационного 
поля на рассматриваемую область явлений. Эта задача для электромагнит
ных явлений в вакууме уже решена Коттлером 14.

Из сказанного следует, что вопрос о влиянии гравитационного поля на 
любые физические процессы в принципе решается удовлетворительно, 
а именно таким образом, что соответствующие уравнения являются кова- 
риантными по отношению к любым преобразованиям. При этом простран
ственно-временные координаты сводятся к произвольно выбираемым вспо
могательным переменным, не имеющим физического смысла. Следователь
но, вся проблема гравитации была бы решена удовлетворительно, если бы 
удалось найти к о в а р и а н т н ы е  о т н о с и т е л ь н о  п р о и з -

12 R i c c i  u. L e v i - C i v i t â .  Méthodes de calcul différentiel absolut et leurs 
applications. Math. Ann., 1900, 54, 125.

1 3 C h r i s t o f f e l .  J. Math., 1869, 70, 96.
14 K o 11 1 e r. Über die Raumzeitlinien der minkowskischen Welt. -Wien. Berlin, 

1912, 121.
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в о л ь н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  уравнения, которым удовлетворяет 
гравитационное поле g Однако решить проблему таким способом нам не 
удалось 15. Решение все же удалось получить, дополнительно ограничи
вая выбор систем отсчета. К этому пути довольно естественно приводит 
следующее соображение. Ясно, что для одного только материального про
цесса (т. е. без его гравитационного поля) законы сохранения энергии и 
импульса не могут выполняться. Этому обстоятельству соответствует по
явление члена в правой части равенства (5в). С другой стороны, мы долж
ны, по-видимому, требовать, чтобы для материального процесса и грави
тационного поля в м е с т е  в з я т ы х  выполнялись законы сохранения. 
Это следует из того, что мы требуем существования выражений tov для на
тяжений, плотности потока импульса и энергии и плотности энергии гра
витационного поля, которые вместе с соответствующими величинами £ av 
для материального процесса удовлетворяют соотношению

Если 10У с точки зрения теории инвариантов должны иметь такой же 
характер, как и то левая часть этого соотношения не может быть 
ковариантной по отношению к произвольным преобразованиям; по-ви- 
димоМу, она является таковой только по отношению к произвольным 
л и н е й н ы м  преобразованиям.

Следовательно, требуя выполнения законов сохранения, мы в значи
тельной степени специализируем систему отсчета и тем самым отказываем
ся от установления уравнений гравитации в общековариантном виде.

Таким образом, здесь находится граница применимости соображений, 
приведенных в § 4. Если исходить из системы отсчета, по отношению 
к которой выполняются законы сохранения в заданной форме, и произве
сти преобразование ускорения к новой системе отсчета, то по отношению 
к последней законы сохранения уже не будут выполняться. Несмотря на 
это, я считаю, чию уравнения, выведенные на основе соображений § 1, не 
теряют под собой почвы. С одной стороны, конечно, можно описывать про
цессы по отношению к произвольным системам отсчета, с другой стороны, 
невозможно понять, какие ограничения возникают для этих уравнений 
после введения ограничения на системы отсчета.

15 Недавно я нашел доказательство, что подобное общековариантное решение 
вообще не может существовать. (Ср. стр. 265.— Прим.  ред.)
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§ 7. Система уравнений гравитационного поля
Искомая система уравнений должна быть обобщением уравнения

Так как в нашей теории гравитационное поле вместо ф определяют 10 ве
личин gv.v, то вместо о д н о г о  уравнения мы должны получить 10 урав
нений. Равным образом вместо р в качестве источника поля в правой 
части уравнений должен появиться симметричный тензор © ^  с десятью 
составляющими, так что искомые уравнения должны иметь вид

I V  представляют собой дифференциальное выражение, образованное 
из о котором мы знаем, что оно должно быть ковариантным относи
тельно линейных преобразований.

Затем я предположил, что I V  не содержит производных выше второго 
порядка. Далее, закон сохранения требует следующее: если в правой 
части уравнения (56) © ^ заменить на УхГ^, то эта часть должна допус
кать такое преобразование, чтобы ее, как и левую часть (56), можно было 
записать в виде суммы производных. Эти условия позволили, как мне 
представляется, единственным путем определить I V  и тем самым искомые 
уравнения. Последние имеют вид

Уравнение энергии-импульса для материального процесса вместе 
с гравитационным полем принимает вид

Из соотношения (9а) видно, что играет для гравитационного поля 
такую же роль, как © ^ Для материального процесса. По отношению к ли
нейным преобразованиям является контравариантным тензором, и 
мы будем называть его контравариантным тензором энергии-натяжений

Пуассона
Дф =  4яхр.

Д[ау (т) — ^ (7а)
причем

и

2  { У —  § во* (0 ^  +  “М )  =  °- (9а)
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гравитационного поля. В соответствии с постулатом 2 как и ©^, описы
вает источник поля.

Соотношения несколько упрощаются, если ввести компоненты натя
жений

‘̂ 'СУ — § §С|Л.©ц.¥
и

и  = V— ё
Т огда эти соотношения принимают вид

2  а 4 ~ ( т ^ Г « ( з г ? « ,5 Н  = * ( £ „ ,  +  и ,  (76)

о  4. 7 / ------------( ' Ъ  д 8 т р д Ч  т р  1 V  ^ т р ^ т р2х ^  5 0 2 ^  ГсЛа(1дх дх
|3тр 0 Р  аЭ тр  а Р

а закон сохранения энергии-импульса принимает вид:
С?2  =  0. (96)

V у
Уравнение (76) позволяет заключить, что полученные таким образом 

соотношения удовлетворяют постулату 2 16.

§ 8. Ньютоновское гравитационное поле
Полученные уравнения гравитации, конечно, очень сложны. Однако 

некоторые важные следствия из них легко получить на основе следующего 
соображения. Если бы обычная теория относительности в известной форме 
была.точной, то и выражались бы следующими таблицами 17:

Таблица Таблица
1 0 0 0 — 1 0 0 0
0 — 1 0 0 0 — 1 0 0
0 0 -- 1 0 0 0 — 1 0

0 0 0 с2 0 0 0 1
с2

16 Из уравнения (76) можно увидеть, например, что величины которые для 
гравитационного поля играют такую же роль, что и величины 2 ^  для мате
риального процесса, являютея в согласии с постулатом 2 такими же источни
ками поля, как и величины Х ^.

17 Напомним, что сейчас обозначают как g p''J.— Прим.  ред.

202



23 К современному состоянию проблемы тяготения

В действительности, уравнения гравитации не допускают, чтобы ком
поненты фундаментального тензора принимали эти значения в конечной 
области, если в этой области совершается какой-нибудь физический про
цесс. Однако оказывается, что в доступной нам области Вселенной отклоне
ния компонент тензора от указанных постоянных значений можно считать 
очень малыми. Мы получим хорошее приближение, если эти отклонения, 
которые мы обозначим соответственно через или вместе с их произ
водными мы будем учитывать только тогда, когда они линейны, пренебре
гая всеми теми членами, в которые входят произведения двух таких вели
чин. Тогда уравнения (7а) или (76) принимают вид

. ^  , £ * 4 . ____ =
□  бул, дх 2 "Т” ду2 “г  дг2 с2 д р  ^  '

причем Т^  для несвязанных масс задается схемой
Ро . . Ро • • РоС2* /V» /V» * и  /у>оу 1 /у»сг  пг • г2__д2с“ — д

Ро __ 9 ^
с2 — д2 и ’ • с2 — д2

РоС2
(8)

с2 — д2

рос2 А р0с4I О Л *

Ньютонову систему мы получим, если сделаем следующие приближе
ния.

1. Из источников поля учитываются только несвязанные массы.
2. Не учитывается влияние скоростей масс, создающих поле; следова

тельно, поле считается статическим.
3. В уравнениях движения материальной точки составляющие ско

рости и ускорения рассматриваются как малые величины и сохраняются 
лишь величины, низшего порядка.

Наконец, нужно еще предположить, что в бесконечности обра
щаются в нуль.

Тогда из (7в) и (8) следует, что

ДС  =  0 (если И- 4= V 4= 4) * 1 (7г)
д ^ 4 =  ис2ро»

где через А обозначен оператор Лапласа.
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Отсюда, как известно, вытекает

g* у =  0 (кроме случая р, =  г =  4),

,   х с 2 Р ро^ т

4̂4 4Л 3 Г ’
причем интегрирование производится по трехмерному пространству и г 
означает расстояние между с1у и источником. Из уравнений (16) или (16') 
с учетом сделанных пренебрежений имеем

' ь  44

2 дх (1в)

Уравнения (9) и (1в) содержат ньютонову теорию гравитации, причем 
обычная гравитационная постоянная К  связана с нашей постоянной х 
соотношением

откуда при К  =  С,7 ТО-8 получается х =  1,88 ТО-27.
Для «естественного» четырехмерного элемента с1в в рассматриваемом 

приближении получаем
ЙЗ =  У -— (1х% —  ску2  #44

где

Отсюда видно, что координаты равны естественным длинам (бй =  0); 
следовательно, «ньютоново» гравитационное поле не искажает масштабы. 
Напротив, скорость хода часов зависит от гравитационного потенциала.
Именно, — является мерой этой скорости хода, если подставить йх — йу ~
=  б/г =  0. Тогда получим

=  ООП,1 ( 1 - £ $ * £ ) .

Следовательно, часы идут тем медленнее, чем большие масс 1̂ располо
жены вблизи от них 18. Интересно отметить, что этот же результат полу
чается и в теории Нордстрема.

18 Согласно постулату 4, этот результат справедлив для скорости протекания 
любого процесса.
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Для скорости распространения света ( =  0) находим
о _  11 Г <1х2 +  ду*-\- <1ъ* _ Г Г - _  ( л  х_Гро<й>\
^  I V  Л а й5=0 '  I  8 я  ]  г  )  '

Таким образом, согласно излагаемой теории и в противоположность 
теории Нордстрема, световые лучи искривляются гравитационным полем. 
Это единственное найденное до сих пор следствие теории, доступное про
верке на опыте.

Не делая дальнейших приближений при вычислении поля, приведем 
точные уравнения движения точки в рассматриваемом здесь поле. Из 
общего уравнения движения (16') имеем

Л \ ~ —1 дх '.1.1 (II ^
V [XV 0

Отсюда для частного случая ньютонова поля получаем

й /  х \ 1 дх /л~ - < т - 7= = \ =  — -тг- т ■ г— — — . (1в )
М  ̂ V ёа — Я2 ’ 2 ’

§ 9. Об относительности инерции
Из уравнения (1в') следует, что импульс I  и энергия Е  материальной 

точки, медленно движущейся в ньютоновом поле тяжести, выражаются 
формулами

Таким образом, несмотря на то, что энергия покоящейся материальной 
точки, как показывает первый член выражения для Е, уменьшается от 
скопления масс в ее окрестности, то же самое скопление масс приводит 
к у в е л и ч е н и ю  инерции рассматриваемой точки19. Этот результат 
представляет большой теоретический интерес. В самом деле, если инер
ция тела п о в ы ш а е т с я  при скоплении масс в его окрестности, то 
едва ли можно отказаться от того, чтобы считать инерцию точки о б у с 
л о в л е н н о й  существованием остальных масс. Следовательно, инер
ция проявляется как своего рода взаимодействие ускоряемой материаль
ной точки со всеми остальными материальными точками.

19 Речь идет о виде первой и второй скобок в выражении для Е .— Прим.  ред.

295

(1 2 )



К современному состоянию проблемы тяготения 1913 г.

Этот результат представляется вполне удовлетворительным, если 
принять во внимание следующее. Говорить о движении, а следовательно, 
также об ускорении тела А самого по себе не имеет смысла. Можно гово
рить только о движении или ускорении тела А относительно других тел В, 
Сит. д. То, что справедливо для ускорения в кинематическом отношении, 
должно быть справедливым и для инертного сопротивления, которое тела 
оказывают ускорению; разумно, а может быть и просто необходимо ожи
дать априори 20,что инертное сопротивление есть не что иное, как сопро
тивление ускорению рассматриваемого тела А относительно совокупности 
всех остальных тел В, С и т. д. Известно, что впервые эту точку зрения со 
всей остротой и ясностью выдвинул Э. Мах в своей истории механики, так 
что здесь можно просто сослаться на его выводы. Сошлемся также на ост
роумную брошюру венского математика В. Гофмана, где независимо выд
винута та же самая точка зрения. Изложенное выше утверждение я буду 
называть гипотезой относительности инерции.

Во избежание недоразумений необходимо еще раз сказать, что я, как 
и Мах, не придерживаюсь взгляда, что относительность инерции является 
логической необходимостью. Однако теория, обеспечивающая относитель
ность инерции, более удовлетворительна, чем привычная для нас совре
менная теория, поскольку в последней вводится инерциальная система, 
состояние движения которой, с одной стороны, не связано с состоянием 
наблюдаемых предметов и, следовательно, не определяется чем-либо до
ступным восприятию, а, с другой стороны, она должна определять поведе
ние материальных точек.

Однако понятие относительности инерции не только требует, чтобы 
инерция массы А  увеличивалась при скоплении покоящихся масс В , С , ... 
в ее окрестности; оно требует также, чтобы это увеличение инертности не 
происходило, когда массы В, С, ... ускоряются вместе с массой А. Это мож
но выразить также следующим образом: ускорение масс В , С , ... должно 
индуцировать ускоряющую силу, приложенную к А и направленную по 
ускорению. При этом ясно, что эта ускоряющая сила должна превысить 
то увеличение инерциц, которое обусловлено одним только присутствием 
масс В , С, ..., поскольку, в соответствии с соотношением между инерцией 
и энергией системы, система А, В , С, ... как целое должна быть тем более 
инертной; чем меньше ее гравитационная энергия.

Чтобы убедиться в том, что в нашей теории это требование выполняет
ся, мы должны учесть в правой части системы уравнений (7в) те члены, ко

20 Обычно следствия подобных рассмотрений получаются путем введения таких 
систем отсчета, по отношению к которым свободные от действия сил материаль
ные точки совершают прямолинейное и равномерное движение (инерциальные 
системы). При этом остается, к сожалению, невыясненным, каким образом 
можно отличить инерциальные системы от других систем.
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23 К современному состоянию проблемы тяготении

торые пропорциональны первой степени скорости масс, служащих источ
никами поля. Тогда вместо системы уравнений (7г) получим

□  (если и 4),

□  ̂ 4 =  —  *Р<Д,

□  =  (?Д>
n g u  =  — Kpoz,

□  Й 4 = — Ро-

Уравнения движения материальной точки (16") отличаются от (1в') 
тем, что теперь отличны от нуля также g14, g24t g34. В подробной записи 
они имеют вид

d Г [ dx dt'
~ d f \ m  \ d i ~ g u d i j

—  1  ГУ, ( о  д $ ы  d x  ■ 9  d y  I 9  d z  I d g u  TT TT

2 \ d x d s  d x d s  dx ds * dx ds)

Для медленно движущейся точки это уравнение можно записать
в обычных трехмерных векторных обозначениях следующим образом

* =  — gradg44 +  0 — [ г ,  о]. (1г)

При этом г — радиус-вектор материальной точки, t =  (dtldt) и т. д.
д — вектор с составляющими g14, g24, g34, о =  rot д.

Обозначив скорость масс — источников поля (составляющие х, у, z) — 
через о, уравнения (7в) можно написать короче

□ ^ 44 =  ХС Ро- J

Уравнения (7д') и (1г) показывают, как воздействуют друг на друга 
медленно движущиеся массы, согласно новой теории гравитации. Эти 
уравнения в значительной мере соответствуют уравнениям электродина
мики, причем g44 соответствует скалярному потенциалу электрической 
массы с точностью до знака и с точностью до множителя 1/ 2 в первом члене 
правой части уравнения (1г). Векторному потенциалу электрического тока 
соответствует д; второй член в правой части (1г), соответствующий на
пряженности электрического поля, возникающего вследствие изменения 
векторного потенциала во времени, в точности выражает те совпадающие 
по направлению с ускорением индукционные воздействия, которые мы

20?



К современному состоянию проблемы тяготения 1913 г.

должны ожидать в соответствии с понятием инертности энергии. Вектор 
о соответствует в электродинамике напряженности магнитного поля (рото
ру векторного потенциала); следовательно, последний член в уравнении 
( 1г) соответствует лоренцовой силе.

Далее следует напомнить, что член вида [г, о] появляется в механике 
относительного движения, где он известен под названием силы Кориолиса. 
Из уравнений (7д') можно показать, что внутри вращающейся полой сферы 
существует поле вектора о, вследствие чего плоскость колебаний маятни
ка, укрепленного внутри полой сферы, не остается неподвижной в прост
ранстве, но ввиду вращения сферы должна совершать прецессионное дви
жение в сторону этого вращения. Этот результат также можно было пред
видеть с точки зрения относительности инерции, и он давно предусматри
вался. Замечательно, что теория и в этом пункте соответствует указанной 
точке зрения; к сожалению, ожидаемый эффект настолько мал, что мы не 
можем надеяться на его обнаружение в опытах на Земле или в астрономии.

§ 10. Заключительные замечания
Выше были очерчены пути развития теории тяготения. При этом можно 

оставаться на точке зрения обычной теории относительности, т. е. предпо
ложить, что уравнения, выражающие законы природы, ковариантны лишь 
по отношению к линейным ортогональным преобразованиям. В этом слу
чае можно получить скалярную теорию тяготения (теория Нордстрема), 
которая достаточно проста и удовлетворяет основным требованиям, предъ
являемым к теории тяготения, однако из нее не вытекает относитель
ность инерции. Можно также обобщить теорию относительности указан
ным выше способом. В этом случае хотя и получаются уравнения значи
тельной сложности, но зато искомые уравнения следуют из основных поло
жений при удивительно малом числе гипотез; кроме того, при этом восста
навливается точка зрения относительности инерции.

Соответствует ли природе первый или второй путь, должно решить ис
следование снимков звезд, появляющихся рядом с Солнцем во время пол
ных солнечных затмений. Можно надеяться, что к важным результатам 
приведет уже наблюдение солнечного затмения 1914 года.

В этой -работе ясно сформулированы различия между скалярными теориями гра
витационного поля (т. е. теориями, в которых потенциал этого поля считается скаля
ром) и теорией, в которой гравитационное поле является тейзором (что, фактически, 
отвечает введению кривизны пространства). В работе указано, что опытом, кото
рый позволит сделать выбор между теориями, является наблюдение отклонения луча 
света в поле Солнца. В 1914 г. этому опыту помешала начавшаяся мировая война и он 
был проведен лишь в 1919 г. (см. статью 52).
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ ОТВЕТ 
НА ВОПРОС РЕЙСНЕРА®

К сожалению, я совершенно не понял вопроса, заданного мне Рейсне- 
ром в дискуссии по моему докладу о гравитации1, и неправильно ответил, 
хотя вопрос был поставлен ясно. Повторяю сначала вопрос 2:

«Эйнштейн говорил об отклоняющем воздействии поля тяжести на ко
лебательную энергию светового луча. Теперь я прошу Эйнштейна выска
зать мнение о... влиянии поля тяжести на собственную энергию этого 
поля.

В нелинейном уравнении Эйнштейна для потенциала, обобщающем 
уравнение Лапласа, один из членов можно, как показал Эйнштейн, отож
дествить с гравитационным воздействием статической энергии поля. Как 
же тогда показать или вывести математически, что статическая энергия 
чисто гравитационного поля хотя и обладает инерцией и тяжестью, но не 
обладает остальными свойствами тяжелой массы — не обнаруживает пон- 
деромоторных сил? Другими словами, как получается, что поле остается 
статическим, хотя полевая энергия пустого пространства подвержена тя
жести? Как охарактеризовать особый вид энергии, присущий тяжелой 
массе, в противоположность другим видам энергии?».

Сначала напомним, что безусловно следует требовать, чтобы вещество 
и энергия вместе удовлетворяли законам сохранения импульса и энергии. 
Поэтому необходимо потребовать, чтобы существовали уравнения вида

* Nachträgliche Antwort  auf eine Frage von Herr Reißner.  Phys. Z ., 1914, 15, 
108— 110.

1 Phys. Z ., 1913, 14, 1265. (Статья 23).
2 Мы не повторяем примечания, потому что цитата достаточно ясно формулирует 

вопрос. [Речь идет о примечании, которое добавил Рейснер к напечатанному 
отчету по докладу Эйнштейна, считая, что оно делает вопрос понятней.— 
Прим.  ред.].

(96), т. е.
(96)
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Дополнительный ответ на вопрос Рейснера 1914 г .

Предполагая, что система из вещества и гравитационного поля имеет 
конечные размеры, интегрированием (96) по всему трехмерному объему, 
занимаемому системой, получаем четыре уравнения

т. е. уравнения, имеющие обычный вид законов сохранения.
Едва ли можно найти для законов сохранения иное, чем (96), четырех

мерное симметричное выражение.
Однако уравнение (96) может вызвать сомнение, выраженное Рейсне- 

ром. Согласно (96), уравнения импульса статического поля тяготения в от
сутствие вещества принимают вид

д*01 , д*02 , д*о3  _
дх ду дг

При этом равновесие в статическом поле тяготения сводится к рав
новесию одних только поверхностных сил, тогда как в поле тяжести долж
ны существовать своеобразные объемные силы, поскольку из основных 
предпосылок теории следовало бы ожидать, что поле тяжести действует 
на свои собственные «компоненты энергии» так же, как на соответствую
щие компоненты энергии материи

Между тем следует заметить, что из таких представлений не вытекает 
никаких следствий о физической природе рассматриваемых взаимодейст
вий. Их возможность не означает ничего другого, кроме того, что выпол
няется закон сохранения импульса. Когда Рейснер говорит, что существо
вание плотности энергии статического гравитационного поля должно при
водить к отдаче импульса поля тяжести самому себе, то я с ним согласен, 
если при этом не отказываться от основной идеи теории. Но эта отдача 
импульса должна компенсироваться действием (отдачей импульса) сил 
давления, так как в противном случае нарушился бы закон сохранения 
импульса. Объемные и поверхностные силы не разделяются в законе со
хранения импульса, и он требует, чтобы все силы можно было свести к по
верхностным 3.

Однако, с другой стороны, от теории следует требовать, чтобы компо
ненты энерфии поля тяжести, входящего в замкнутую систему, давали точ
но такой же вклад в тяжелую массу всей системы, какой вносят компонен
ты энергии вещества, образующего систему. Как показано ниже, эта 
условие действительно выполняется В  теории.'

3 В электростатике, например, все силы, действующие на вещество, можно пред
ставить через тензор натяжений Максвелла; однако из этого нельзя сделать вы
вод о том, что на вещество в самом деле не действуют объемные силы; речь идет 
скорее о таком способе представления, которое делает очевидным справедливость 
принципа равенства действия и противодействия.

3 0 0



24 Дополнительный ответ на вопрос Рейснера

Расположим в прежде свободном от гравитации пространстве = 0

статическую материальную систему 2 , компоненты энергии которой ча
стично принадлежат гравитационному полю, порождаемому частями 2 . 
Уравнения гравитационного поля (76) после подстановки

При этом величины Gaav в известном смысле можно называть компонентами 
гравитационного поля. Поскольку все производные по времени в нашем 
случае должны обращаться в нуль, то интегрированием по объему внутри 
замкнутой поверхности отсюда получается следующая система уравнений, 
соответствующих теореме Гаусса:

 ̂ (Glav cos (пх) +  6r2av cos(пу) +  G3av cos (nz)) da =  %  ̂(£ av +  tav) dV,

где n означает направление внешней нормали к элементу поверхности 
da , а dV — элемент объема.

Выберем в качестве границы объема интегрирования поверхность, 
заключающую в себе систему 2  вместе с ее гравитационным полем, так 
что с точностью до пренебрежимо малых величин эта поверхность вклю
чает всю гравитационную энергию поля. Тогда нетрудно убедиться в том, 
что число «силовых линий гравитационного поля», пронизывающих беско
нечно удаленную поверхность, зависит только от интеграла в правой части 
соответствующего уравнения. При этом, как показывают уравнения со
хранения импульса, в интересующем нас случае при соответствующем вы
боре систем отсчета правая часть отлична от нуля только для а =  v =  4.

Из сказанного следует, что напряженность гравитационного поля на 
большом расстоянии от 2  зависит, кроме расстояния, только от интеграла

т. е. только от полной энергии системы 2  (энергия вещества плюс энергия 
гравитационного поля) 4. Аналогичное положение имеет место и для пон-

4 При этом молчаливо предполагается радиальная симметрия поля в бесконеч
ности. Этого можно добиться, выбирая систему отсчета так, чтобы в бесконечно
сти выполнялся принцип постоянства скорости света (система отсчета, законная 
в смысле первоначальной теории относительности).

имеют вид

(^44 +  Пі) dV ,
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деромоторного действия гравитационного поля, порожденного системой 2 , 
на материальную точку Р, достаточно удаленную от 2 .

Однако эта материальная точка Р  оказывает обратное воздействие на 
систему 2  и в силу равенства (96) как раз таким образом, что соблюдается 
равенство действия и противодействия. Следовательно, полное силовое 
воздействие точки Р  на систему 2 , производимое гравитацией, зависит, 
помимо относительного расположения 2  и Р  и массы Р , только от полной 
энергии системы 2 . Тем самым наше утверждение доказано.

Впрочем, в основах теории содержится не только требование о том, 
чтобы т я ж е л а я  масса замкнутой статической системы определялась 
лишь ее полной энергией, так что гравитационное поле дает такой же 
вклад в полную массу, как и вещество. Напротив, то же самое должно вы
полняться и для и н е р т н о й  массы системы. Это доказывается следую
щим образом. ^

Заметим сначала, что у —  (£0У +  (есть смешанный) по индексу а

ковариантный, по индексу V контравариантный) тензор относительно ли
нейных преобразований.

Пусть — произвольный смешанный тензор такого рода. Тогда
— ковариантныи вектор или, что то же самое,

V

1 ^ ^  У —  8 Vм д У — ё
у - д х „  лЯо* д^  ■

Но при линейном преобразовании У  — g изменяется только на постоян
ный множитель. Поэтому У  £ есть ковариантный 4-вектор, так же

как и .второй член написанного выше выражения. Отсюда следует, что 
четыре величины

1 У —8
У — 8 дх.

также образуют ковариантный 4-вектор. С другой стороны, произведение
четырехмерного элемента объема (1т на У  — g есть скаляр. Отсюда сле
дует, что и

дх.,

также есть ковариантный 4-вектор. Это справедливо и для интеграла от* 
этой величины по произвольной части четырехмерного объема.
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Сделаем теперь следующие предположения о величинах 51аУ.
1. Все для (положительных и отрицательных) бесконечно боль

ших хх, х2, х 3 обращаются в нуль.

2. Сумма ^  отличается от нуля только в некотором конечном

интервале ж4, а для меньших и больших значений х4 обращается в нуль. 
При этих предположениях интеграл

распространенный на все значения хг, х2, х 3 и на интервал х4 между 
двумя значениями П и г2, включающими указанный в пункте 2 интер
вал х4, равен

В соответствии со сказанным выше, этот интеграл, распространенный 
на определенную часть четырехмерного объема, есть ковариантный 
4-вектор. Это свойство сохраняется, если распространить область инте
грирования на объемы, в которых подынтегральная функция равна нулю. 
Отсюда следует, что и последний рассмотренный нами интеграл также яв
ляется 4-вектором. Это справедливо и для трехмерного интеграла

если для всех рассматриваемых систем отсчета область трехмерного инте
грирования находится внутри четырехмерного объема, в котором всюду 
выполняется равенство

Отсюда, подставляя вместо тензор - __ _ (£ а„ +  4а„), заключаем, что
У — е

четыре трехмерных интеграла

распространенные на замкнутую (полную) систему 2 , образуют ковариант
ный 4-вектор.

Ясно, что три первых интеграла / х, / 2, / 3 образуют компоненты им
пульса (с обратным знаком), а последний ( / 4) дает полную энергию систе
мы 2 . Отсюда следует, что инерциальные свойства замкнутой системы

V
V

I ,  —  ̂ (^04 т~ *04)
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(рассматриваемой как целое) тождественны инерциальным свойствам ма
териальной точки со сколь угодно малой массой. Мы должны только ис
следовать, как связана «масса» системы с указанными интегралами. 
Обозначая через / а ковариантный вектор импульса-энергии материальной 
точки с массой т, получаем 5

* дх„
/ ° =  т 2 Х - гг .

V

причем
С 2̂ =  2  д.Х^Хч.

Предположим, что поле тяжести на бесконечности исчезает, т. е. что 
величины на бесконечности постоянны. Следовательно, мы можем 
выбрать систему отсчета так, что величины gl̂,v всюду в бесконечности 
принимают значения

— 1 0 0 0
0 — 1 0 0
0 0 — 1 0
0 0 0 с2

здесь с — постоянная.
Далее мы выберем систему отсчета так, чтобы система 2  в целом, как 

и эквивалентная ей материальная точка, находилась в покое в выбранной 
системе отсчета, т. е. так, чтобы интегралы / х, / 2, / 3 и / х, / 2, / 3 обраща
лись в нуль. Тогда получается

4̂ =   ̂(£44 Н- П4) ЗУ>
т*у4 =  тс.

Эти две величины можно приравнять друг другу, причем / 4 имеет смысл 
-«энергии покоя» и с. Таким образом,

Следовательно, инерция замкнутой системы 2  полностью определяется 
ее энергией покоя.

Выше показано, что компоненты энергии гравитационного поля со
вершенно так же, как и компоненты энергии материальных объектов, дают 
вклад в тяжесть и инерцию системы.

Поступила 11 декабря 1913 г.

5 Ср. А. Е 1 п з 1 е 1 п ,  М.  С г о э э т а п п .  Ъ. МаПь тн1. РЬуэ., 1913, 62, 225. 
(Статья 21).
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ТЕОРИЯ ГРАВИТАЦИИ НОРДСТРЕМА 

С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ АБСОЛЮТНОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ«

( Совместно с А. Д. Ф оккером )

Во всех существовавших до сих пор изложениях теории гравитации 
Нордстрема 1 в качестве теоретико-инвариантного вспомогательного аппа
рата использовалась только ковариантная теория Минковского, т. е. от 
уравнений теории требовалась лишь ковариантность относительно линей
ных ортогональных преобразований пространства-времени. Однако это ус
ловие, априори наложенное на уравнения, не ограничивает теоретические 
возможности настолько, чтобы можно было получить основные уравнения 
теории непосредственно, без дополнительных физических предположений. 
В дальнейшем будет показано, что можно достигнуть совершенно замкнуто
го и удовлетворительного в нормальном отношении изложения теории, если, 
как это было сделано в теории Эйнштейна — Гроссмана, воспользоваться 
инвариантным вспомогательным аппаратом, каким является абсолютное 
дифференциальное исчисление. Поскольку в природе не существует систем 
отсчета, к которым можно относить предметы, мы будим относить четырех
мерное многообразие сначала к совершенно произвольным координатам 
(соответствующим .гауссовым координатам в теории поверхностей) и 
ограничим выбор систем отсчета только тогда, когда рассматриваемая 
нами задача сама побудит к этому.

При этом оказывается, что теория Нордстрема заменяет теорию 
Эйнштейна — Гроссмана, если сделать единственное предположение о том, 
что выбор привиле1ированной системы отсчета возможен таким образом, 
чтобы обеспечить принцип постоянства скорости света.

* Die N  ordström sehe Gravitationstheorie vom Standpunkt des absoluten Differen
tialkalküls. Ann. Pliys., 1914, 44, 321— 328 (Mit A. D. Fokker).

1 Cp. G. N o r d s t r ö m .  Ann. Phys., 1913, 42, 533; A. E i n s t e i n .  Phys. 
Z., 1913, 14, 1249. (Статья 23,— Ред.) [Нордстрем описывает гравитационное 
поле скаляром; содержание его теории ясно из статей Эйнштейна.— Прим. ред.]

А . Эйнштейн, том I 3 0 3



Теория гравитации Нордстрома 1914 г.

§ 1. Характеристика гравитационного поля.
В лияние гр ави тац и он н ого  п о л я  н а  ф изичеспие проц ессы

Предположим2, что для материальной точки, движущейся в гравита
ционном поле, выполняется закон движения в форме Гамильтона:

б =  0, (1)
причем

ds2 =  ^  g (2)

Тогда гравитационное поле характеризуется десятью пространственно- 
временными функциями величина является инвариантом относи
тельно любых преобразований, которые в общей теории относительности, 
основанной на абсолютном дифференциальном исчислении, играют такую 
же роль, какую эвклидов элемент длины — в инвариантной теории Минков- 
ского. Будучи единственным скаляром, образованным из координат двух 
соседних точек пространства-времени, имеет смысл «естественно изме
ренного» расстояния между этими двумя точками пространства-времени.

Так как каждой векторной величине или каждой операции векторного 
анализа в эвклидовом многообразии соответствует обобщенная векторная 
величина или операция в многообразии, заданном произвольным линей
ным элементом, то законам физических явлений в первоначальной теории 
относительности можно сопоставить соответствующие законы в общей тео
рии относительности. Полученные таким образом законы, являясь обще- 
ковариантными, содержат влияние гравитационного поля на физические 
процессы.

Из всех таких законов, описывающих физические процессы, мы рас
смотрим здесь лишь один, имеющий наиболее общее значение, именно: 
закон, который соответствует закону сохранения энергии и импульса 
в первоначальной теории относительности. В этой теории энергетические 
свойства процессов выражались через тензор энергии-импульса (Т^). 
Этим величинам в общей теории относительности соответствуют ве
личины которые образуют умноженные на У  — # компоненты сме
шанного тензора, получаемые из симметричного контравариантного тен
зора (0 ^) посредством смешанного'умножения

у   ^  =  ^  §0^®^
I §  Р-

2 См. A. E i n s t e i n .  Entwurf einer verallgemeinerten Relativitätstheorie und 
Theorie der Gravitation. Z. Math, und Phys., 1913, 62, 225 (Статья 21.— 

П р им .  ред.) .
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(здесь g означает определитель, образованный из величин Например, 
если физическая система состоит из движущейся непрерывно распреде
ленной массы, плотность которой в состоянии покоя есть р0, то

__ dxv
“  Р° (18 с1з ’

и физический смысл тензора £ 6v становится ясным из следующей табли
цы 3:

$n  S 12 $13 Ху X z ix
$ 2 1  ^ 2 2  ^ 2 3  $ 2 4  ____________ Y x  Yy Y z  iy
®31 ^32 3̂3 $34 Zry Zz iz'
$ 4 1  ^ 4 2  £43 ^ 4 4  f x  f y  f z  Л

Здесь X x и т. д .— компоненты поверхностного давления, ix и т . д .— ком
поненты плотности импульса, f x и т. д .— компоненты плотности потока 
энергии, Т] — плотность энергии.

Упомянутые законы сохранения в общей теории имеют общековари- 
антную форму:

V  d^ov =  J _  V  r  £
Z \ дхч 2 2л  дха ‘ и-т t v * V°1

V p.VT

Правая часть этого уравнения показывает, что рассматриваемый про
цесс сам по себе не удовлетворяет законам сохранения, поскольку импульс 
и энергия передаются от гравитационного поля материальной системе.

Компоненты тензора $ 0v связаны со всеми физическими процессами 
в пространстве, за исключением тех, которые касаются самого гравита
ционного поля.

Из первоначальной теории относительности мы знаем, что только тен
зор энергии определяет инерционные свойства системы. Из правой части 
равенства (3) следует, что и влияние гравитационного поля определяется 
только через компоненты тензора энергии. Это полностью соответствует 
установленному на опыте закону равенства инертной и тяжелой массы. 
В дальнейшем мы предположим, что только тензор энергии определяет 
гравитационное поле, создаваемое материальной системой.

В таблице, приведенной в нашей статье в Physikalische Zeitschrift (1913, 14, 
1249) (статья 23), на стр. 1257 имеется ошибка в знаке.
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§ 2. Дифференциальное уравнение гравитационного поля 
в случае теории Нордстрема

Сказанное выше справедливо как для теории Нордстрема, так и для 
теории Эйнштейна — Гроссмана; различие же между обеими теориями 
заключается в следующем.

Гравитационное поле определяется десятью величинами . В теории 
Эйнштейна — Гроссмана для определения этих десяти величин имеется 
десять формально равноценных уравнений. Теория же Нордстрема осно
вана на предположении, что путем соответствующего выбора системы от
счета можно удовлетворить принципу постоянства скорости света. Пока
жем сразу, что это соответствует предположению, что при соответствую
щем выборе системы отсчета десять величин gp'V можно свести к одной ве
личине ф 2.

Именно для того, чтобы выполнялся принцип постоянства скорости 
света, уравнение

[XV
определяющее распространение света, должно переходить в уравнение 

с1х2 +  (1у2 +  с1г2 — с2е?£2 =  0.

Отсюда следует, что при некотором выборе системы отсчета должно 
выполняться соотношение

2  ч йх̂ . йХч =  Ф 2й х 2 +  Ф2 (1х2 -Г Ф 2(/х2 — Ф2 с/х%,

где теперь сделана подстановка: хг =  х, Х2 =  г/, хг =  г и х4 =  М.
Следовательно, система величин g^  вырождается в систему

Ф2 0 0 0
0 Ф2 0 0 //ч(О
0 0 Ф2 о ' '
О О О  — Ф2.

Для определения одной величины Ф2 требуется единственное диффе
ренциальное уравнение, которое будет иметь скалярный характер, подоб
но уравнению Пуассона. Это уравнение так же, как и прежние, мы уста
новим в общековариантной форме, т. е. без специализации системы отсчета, 
подсказываемой принципом постоянства скорости света. Искомое уравне
ние полностью определяется предположением, что оно является уравне
нием второго порядка, если при этом учесть, что оно должно быть обобще
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25 Теория гравитаций Нордстрома

нием уравнения Пуассона. Очевидно, оно будет иметь вид

Г -  х£, (?)
где Г — скаляр, образованный из величин gl̂,v них первых и вторых про
изводных, £  — скаляр, определяемый материальным процессом, следо
вательно, компонентами тензора £ б„ в соответствии со сказанным выше, и, 
наконец, х — постоянная.

Из математических исследований дифференциальных тензоров в мно
гомерном пространстве следует, что выражение, которое можно использо
вать для составления Г, должно быть функцией от

И т ,„Г ,., (1к, 1т).
■ті

Здесь ((к, 1т) означает известный тензор четвертого ранга Римана — 
Кристоффеля, который связан с мерой кривизны в теории поверхностей 
и определяется формулой

(ік, 1т) \
д 2 88Ы д^ц

2 \ дх^дхі дхфх д х к д х г

+  2 г са

дЧтк
дххдхі +

[іті
р ] обозначено выражение

Д‘т  ' кГ ~и ‘
- Р - _ а _ . Р .

кт
с ])•

дхг дхл д х .

Далее, из общей теории ковариантов ясно, что £ ау содержит лишь 
1 (или функцию этой величины).скаляр

V-
Отсюда следует, что искомое уравнение должно иметь форму

(5а)
ікіт

При этом во всяком случае предполагается, что вторые производные вели
чин g[LV и £ 0„ входят в искомое уравнение линейно.

Уравнение. (5а), которое мы только что установили, и уравнения (3) 
полностью содержат теорию Нордстрема по отношению к произвольным 
пространственно-временным координатам, если на величины gv.v наложить 
дополнительное условие, чтобы для соответствующим образом выбранной 
системы отсчета выполнялся принцип постоянства скорости света.
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§ 3. Основные уравнения теории Нордстрема 
в системе координат, выбранной в соответствии 

с принципом постоянства скорости света
Теперь представим себе привилегированную систему координат, отно

сительно которой выполняется принцип постоянства скорости света. Тогда 
компоненты ^  фундаментального тензора заданы значениями, записан
ными в таблице (4). Значения ^  можно найти в таблице:

+  о О о

О +  'ф г О О 

о о +  -X -  о

О о О
В этом случае имеем

с1в — Ф У  с1х2 дх^ +  йх* — с1х;2.

Как уже упоминалось, (1з является «естественно измеренным» расстоя
нием между двумя соседними пространственно-временными точками. Б у 
дем различать случаи, когда связывающий вектор является пространствен
но-подобным или временно-подобным. В первом случае соответствующим 
выбором системы отсчета вектор можно перевести в чисто пространствен
ный; тогда для длин, измеренных «естественно» и в координатной мере, 
получаем соотношение

Л  =  Ф|^ &хг +  с1у2 +  сЬ2, 
т. е. масштаб естественной длины (1в имеет координатную длину

Для временно-подобного вектора при соответствующем выборе системы 
отсчета пространственные компоненты обращаются в нуль и мы получаем

сЬ =  Ф V  — , или -4  ̂ =  Фс1х£.4 7 I

Величина ^  есть не что иное, как промежуток времени, измеренный
(15заданными часами. Тогда величина представляет собой разность

г
времен в координатной мере.

Следовательно, 1/Ф есть множитель, на который следует умножить 
«естественно измеренные» длины и промежутки времени, чтобы получить 
соответственно координатные времена или координатные длины.
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Из формы линейного элемента
с?52 =  ф 2 (с1х2 +  &у2 +  —  сЧР)

следует, что уравнения теории Нордстрема ковариантны не только по от
ношению к преобразованиям Лоренца, но и по отношению к преобразова
ниям подобия.

Уравнения сохранения импульса и энергии (3) для материи принимают
вид

=  (3«)
V т

Следует отметить, что согласно этому уравнению влияние гравита
ционного поля на систему определяется только скаляром (1/У — 2

Т
Это согласуется с соображением, которое мы высказали при выводе урав
нения (5а).

Дифференциальное уравнение гравитационного поля (5а) принимает 
вид:

1 / д2Ф . д2ф д2ф д2ф \ к _
+  аЩ' +  (5о>

(здесь к означает новую постоянную), или

Ф П Ф  =
Т

Поскольку отношение естественных и координатных длин в одной 
точке можно выбрать произвольно, постоянная к выбирается произвольно. 
Например, вслед за Нордстремом можно положить к =  1.

Нетрудно видеть, что полученные уравнения полностью согласуются 
с уравнениями, найденными Нордстремом.

§ 4. Заключительные замечания
Выше было показано, что если исходить из принципа постоянства ско

рости света, то теорию Нордстрема можно получить из чисто формальных 
соображений, т. е. без использования других физических гипотез. Поэтому 
нам представляется, что эта теория заслуживает предпочтения перед всеми 
другими теориями гравитации, основанными на этом принципе. С физи
ческой точки зрения это естественно и потому, что указанная теория стро
го удовлетворяет закону эквивалентности инертной и тяжелой массы.
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Заметим, что только применение инвариантной теории абсолютного 
дифференциального исчисления позволило прийти к ясному пониманию 
формального содержания теории Нордстрема. Далее, наш метод без 
привлечения новых гипотез позволяет рассматривать влияние гравитаци
онного поля на любой физический процесс, которое следует ожидать со
гласно теории Нордстрема. С полной отчетливостью выступает также связь 
теории Нордстрема с теорией Эйнштейна — Гроссмана.

Наконец, роль, которую играет в настоящем исследовании дифферен
циальный тензор Римана — Кристоффеля, наводит на мысль, что можно 
было бы таг ке найти способ вывода гравитационных уравнений Эйнштей
на — Гроссмана, независимый от физических предположений. Доказа
тельство существования или отсутствия связи такого рода означало бы 
важный теоретический прогресс 4.

Поступила 19 февраля 1914 г.

4 Обоснование отсутствия связи такого рода, данное в § 4 «Проекта обобщенной 
теории относительности» [Ч. II статьи 21.—Ред.],  после более точного анали
за отпадает.
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ЗАМЕЧАНИЯ К СТАТЬЕ П. ГАРЦЕРА 

„УВЛЕЧЕНИЕ СВЕТА В СТЕКЛЕ И АБЕРРАЦИЯ“ •

Названная выше статья*, по-моему, доляша быть исправлена в двух 
существенных пунктах. Гарцер говорит: «Согласно электромагнитной 
теории света, а также принципу относительности Эйнштейна величина 
коэффициента увлечения к  для света с длиной волны к,  измеренной в по
коящейся среде, определяется формулой

к — 1 — 1 /я 2 — (k/ri) dn/dk,

из которой следует, что аберрация зависит, хотя и в незначительной стз- 
пзни, от движения среды». По этому поводу я сделаю следующие заме
чания.

1. В приведенной цитате, по-видимому, высказывается мнение, будто 
согласно теории относительности существует зависимость угла аберра
ции от природы вещества, через которое проходит свет в телескопе. Но по
добная зависимость исключается уже самими основами теории относи
тельности. Это становится очевидным, если весь процесс рассматривать 
в системе координат, относительно которой телескоп покоится; тогда весь 
процесс, за исключением испускания света источником, можно полностью 
описать в рамках оптики покоящихся тел.

2. Согласно теории относительности, приведенная выше формула для 
к вовсе не является универсальной; она справедлива только в одном част
ном случае, реализуемом в опыте Физо, но несправедлива в случае опы: а 
Гарреса. Ниже мы поясним это утверждение.

Введем обозначения: V — скорость света в среде с точки зрения дви
жущегося относительно нее наблюдателя, V' — скорость света в среде 
с точки зрения сопутствующего наблюдателя, v — скорость среды (одина-

* Bemerkungen zu P. Harzers Abhandlungen «Über die Mitführung des Lichtes in 
Glas und die Aberration». Astron. Nachr., 1914, 199, 8— 10.

1 P. Ha r z e r .  Astron. Nachr., 1914, 198, 378.
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ново направленная со скоростью наблюдателя); тогда, согласно теории от
носительности, всегда имеем (в первом приближении)

Поэтому скорость света относительно среды У'соответствует той часто
те v ', которую свет имеет в системе координат, движущейся вместе со сре
дой.

Если V' не зависит от v ',  т. е. если можно пренебречь дисперсией, то 
V' будет просто скоростью света в среде. Поэтому величину (1 — 1 /п2), без 
всякого сомнения, можно рассматривать как «коэффициент увлечения» к.

Если же V' зависит от v ', то формула (1) для V сама по себе еще не имеет 
определенного смысла. Ибо для ее применения надо еще знать, какова ча
стота света v ' относительно среды. Если ставится задача выразить v ' через 
частоту применяемого света v в движущейся относительно среды системе, 
то, как будет показано ниже, от случая к случаю получаются разные ре
зультаты. Среди них будут и такие случаи, когда V вообще не зависит ни от 
частоты света (с точки зрения движущегося относительно среды наблюда
теля), ни от природы движущегося тела, ни от его скорости v, а опреде
ляется только тем как свет входит в тело.

1-й случай. Свет входит в тело, движущееся равномерно и прямоли
нейно в том же направлении, в каком он выходит из тела. Здесь, как легко 
видеть, применяя принцип Допплера к свету перед его входом в тело, 
в первом приближении получаем

в известном смысле можно называть «коэффициентом увлечения».
2-й случай. Свет входит в тело в направлении, перпендикулярном на

правлению выхода из хела. Здесь в первом приближении

V — V’ -\- (І — 1/и2) v. (1)

(1а)

v  — V
и

V =  V' (v) - h  (1 —  1  /n2)v .

В том же смысле, как и выше, здесь можно положить 
к — 1 —  1 /п2.

(16)
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3-й случай (опыт Физо). Свет проходит вдоль оси неподвижной трубы, 
вдоль от которой течет жидкость со скоростью и. В этом случае формула
(1) также справедлива, но скорость V' относительно жидкости, равно как 
и частота V', зависит от частоты вводимого света иначе, чем в двух уже рас
смотренных случаях. Именно, здесь V означает частоту света внутри жид
кости с точки зрения наблюдателя, покоящегося относительно трубы. 
Поэтому частота V' с точки зрения наблюдателя, движущегося вместе с 
жидкостью, согласно принципу Допплера равна

V' =  V (1 — &/У);

следовательно,
V' (V') =  V' (V) — (уу/V) (йУ'/йУ).

Подставляя это в формулу (1), получаем

V =  V' (V) Д- [1 — 1/н2— (к/п) (сЬг/йХ)] V,  (1в)

к =  1 —  1 / и 2 —  ( V й ) (йп/йХ).
Гарцер теперь утверждает, что согласно теории относительности «ко

эффициент увлечения» должен определяться формулой (1в), тогда как из 
опыта Гарреса коэффициент увлечения дается формулой (16). Однако при 
взгляде на схему установки Гарреса нетрудно видеть, что здесь как раз 
осуществляется случай (16), так что в действительности опыт вместе с вы
числениями Гарцера не опровергает, а подтверждает теорию относитель
ности.

Берлин — Далем, 18 июля 1914 г.

ОТВЕТ НА РЕПЛИКУ П. ГАР Ц ЕРА *

Как я показал, величина к определяется частотой света относительно 
пронизываемой им среды; ибо именно частота определяет скорость света 
относительно среды. В нашем случае речь идет об оптическом явлении, ко
торое следует считать стационарным относительно вращающейся системы 
призм. Отсюда следует, что частота света относительно движущихся призм, 
а следовательно, и величина к, одинакова для всех призм. Тем самым воз
ражение Гарцера опровергается.

Берлин — Далем, 18 августа 1914 г.

* Antwort  auf eine Replik P .  Harzers.  Astron. Nachr., 1914, 199, № 4755, 4 ;, 48.
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В опытах Гарреса, выполненных в 1909— 1911 гг., свет проходил через враща
ющуюся систему призм, расположенных по окружности (свет приходил в эту сис
тему по радиусу). В опыте Физо свет проходил через неподвижную трубу, в ко
торой текла жидкость. При наличии дисперсии формулы для этих двух случаев 
получаются разные, так как надо различать частоту света относительно движущей
ся среды. Именно в этом пункте и содержалась ошибка Гарцера, который испра
вил вычисления, проделанные самим Гарресом, и дал в остальном правильное 
объяснение явления. Опыты Гарреса (погибшего во время первой мировой войны) 
были подробно описаны его руководителем Кнопфом (О. Knopf, Ann. d. Phys. 
4 te Folge, 1920, 62, 389). Подробный теоретический анализ этих опытов, основан
ный на статье Эйнштейна, был дан в помещенной в том же выпуске журнала статье 
Лауэ (М. von Laue, ibid., S. 448).
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С тех пор как превосходство максвелловой теории электромагнетизма 
над прежними теориями, основанными на дальнодействии, стало очевид
ным фактом, физикам пришлось признать, что и закон тяготения Ньютона 
означает лишь первый шаг в познании явлений гравитации. Ведь едва ли 
кто сможет утверждать, что в теории тяготения мы продвинулись дальше, 
чем физики в теории электричества в X V III веке, когдд был известен толь
ко закон Кулона.

Этот вывод ставит перед нами задачу — так усовершенствовать теорию 
тяготения, чтобы она охватывала и быстро протекающие процессы и распро
странение гравитационных воздействий в пространстве и времени. Реше
ние этой задачи сначала казалось безнадежным предприятием ввиду без
граничного произвола в выборе возможностей. Однако благодаря тому, 
что теория относительности говорит о существенном равноправии времени 
и пространственных координат в формулировке законов природы, мы все 
же подошли к решению поставленной задачи. При этом маршрут для тео
рии оказывается практически полностью определенным, если предполо
жить универсальность фундаментального эмпирического закона — за
кона равенства инертной и тяжелой массы тел.

Еще со времени Галилея мы знаем, что ускорение свободного падения 
тел не зависит от их материала. Этот закон можно сформулировать следую
щим образом: та характеристическая постоянная, которая определяет 
инертность тела, определяет также и его гравитационное воздействие. 
Этот закон приобретает еще более фундаментальное значение в силу того, 
что согласно теории относительности существует общая связь между 
инертной массой и энергией тела. Таким образом, энергия, инерция и 
тяжесть тела сводятся друг к другу. Равенство инерции и тяжести было

Zur Théorie с1еГ' Gravitation.  Naturforsch. Geselschaft, Zürich, Vierteljahrschr., 
1914, 59,T. 2, Sitzungsber., IV— VL (Автореферат доклада на заседании Обще
ства 9 февраля 1914 г. перед иереездом Эйнштейна в Берлин.— Прим. редД
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установлено экспериментально Этвешем около 20 лет назад с такой точ
ностью, что исключаются относительное различие гравитационной и инер
ционной констант порядка 10~7.

Удалось построить две теории, удовлетворяющие выдвинутым выше 
требованиям, а именно: теорию Нордстрема и теорию Эйнштейна — Гросс
мана. Первая из них более проста и с точки зрения первоначальной тео
рии относительности более очевидна; именно, первая сохраняет фунда
ментальное предположение, что пространственно-временные системы от
счета можно выбирать так, что в них свет распространяется в вакууме с 
одинаковой скоростью с (принцип постоянства скорости света).

Теория Эйнштейна — Гроссмана сложнее, чем теория Нордстрема, по
скольку она отказывается от принципа постоянства скорости света и пото
му приходит к необходимости обобщения теории относительности. Зато она 
устраняет гносеологический недостаток, свойственный прежней механике, 
который давно был замечен проницательными философами, в особенности 
Эрнстом Махом.

Закон движения материальной точки и тем самым вся механика и вся 
теоретическая физика были основаны Галилеем и Ньютоном на понятии 
ускорения. Но простой анализ показывает, что ускорение может воспри
ниматься только как ускорение по отношению к другим телам, т. е. что 
мы вообще можем определить его только как относительное ускорение. 
Поэтому сомнительно, чтобы закон движения Галилея — Ньютона, ут
верждающий, что тела оказывают сопротивление ускорению, содержал 
в себе какие-либо высказывания об ускорении самом по себе (т. е. не об 
относительном, а об абсолютном ускорении). Новая теория лишена этой 
непоследовательности; в ней инерция проявляется как сопротивление отно
сительному ускорению тел.

Выбор между двумя теориями должен быть сделан на основе сравнения 
с опытом, поскольку согласно теории Эйнштейна — Гроссмана, в противо
положность теории Нордстрема, гравитационное поле должно приводить 
к искривлению световых лучей. Поскольку единственным гравитационным 
полем, могущим дать наблюдаемое на опыте искривление света, является 
гравитационное поле Солнца, предпринимается тщательная подготовка 
к солнечному затмению в августе 1914 г.: фотоснимки неподвижных звезд, 
"близких к краю солнечного диска, должны установить, действительно ли 
существует искривление световых лучей.
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ПРИНЦИПИАЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
ОБОБЩЕННОЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

И ТЕОРИИ ГРАВИТАЦИИ*

Поводом для этой статьи послужила критика, которой Ми подверг 
в этом журнале 1 теорию, разработанную мной при содействии Гроссмана. 
Я не согласен с этой критикой и не могу отделаться от впечатления, что- 
Ми неправильно понимает мои теоретические взгляды. Однако вместе с 
тем я думаю, что причина этого недоразумения заключается в несовершен
стве моего изложения основных идей теории. Это несовершенство связано 
с тем, что в некоторых отношениях я сам еще не пришел к полной ясности. 
Поэтому здесь я хочу кратко обсудить ряд принципиальных вопросов, 
причем буду предполагать, что читатель уже знает формальное содержание 
теория.

1. Теория, называемая в настоящее время «теорией относительности», 
основана на предположении, что существует некоторая «привилегирован
ная» система отсчета К , в которой законы природы принимают особенно 
простую форму; при этом, однако, напрасно не ставится вопрос, в чем же 
возможная причина привилегированности указанной системы отсчета К  
перед другой системой отсчета К ' (например, «вращающейся»). Это, 
по-моему, является серьезным недостатком теории. Привилегированные 
системы отсчета определяются как такие, в которых соблюдается принцип 
постоянства скорости света в пустоте. Можно не сомневаться в том, что этот 
принцип имеет фундаментальное значение; и все же я не могу верить, 
что он выполняется точно. Мне кажется невероятным, чтобы ход какого-

* Prinzipielles zur verallgemeinerten Belativitätstheorie und Gravitationstheorie 
Phys. Z., 1914, 15, 176— 180.

1 Phys. Z., 1914, 15, 115, 169. [В этих заметках Ми критикует работы Эйнштейна, 
считая, что они доказывают несправедливость его же идей. Ми считает также не
верным принцип эквивалентности, полагая, что поля тяготения образуют абсо
лютную систему отсчета.— Прим. ред.]
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нибудь процесса (например, распространения света в пустоте) можно бъи о 
бы считать независимым от всех остальных процессов в мире. Но и не 
обращаясь к подобным аргументам, во всяком случае интересно задать 
вопрос: в какой мере можно построить теорию относительности, не содер
жащую в своих основах принцип постоянства скорости света?

2. Теория относительности формально вытекает из предположения, 
что для каждого разрешенного преобразования пространственно-времен
ных переменных выражение

с1&2 =  2  с1х1 (1 )

является инвариантом; предположение это вытекает из принципа постоян
ства скорости света. В соответствии с этим разрешаются только линейные 
ортогональные преобразования. Уравнение свободно движущейся мате
риальной точки в форме Гамильтона имеет вид

б{1 * }  =  0. (2)

В случае же отказа от постулата постоянства скорости света никаких 
априорно выделенных систем координат не существует. Поэтому координа
ты ху можно заменить пока совершенно произвольными функциями этих 
величин. Если будут существовать четырехмерные области, в которых 
при соответственном выборе координат Ху материальная точка движется 
в сбответствии с уравнениями (1) и (2), то их нельзя уже рассматривать как
всеобщий закон движения точки в отсутствии сил. Вместо этого уравнение
(2) следует дополнить равенством

=  2  ё ^ х ^ Х у ,  (1 а)
[XV

где Величины g^).v Я В Л Я Ю Т С Я  функциями Х у .

3. Указанный закон движения (2), (1а) сначала выводится только для 
случая, когда точка движется в полном отсутствии сил, т. е. когда на точ
ку не действует и гравитационное поле (в подходящей системе отсчета). 
Поскольку же опыт показывает, что закон движения материальной точки 
не зависитщт материала тела, и поскольку этот закон всегда можно выра
зить в форме Гамильтона, напрашивается вывод, что уравнения (2), (1а) 
вообще следует рассматривать как закон движения точки, на которую не 
действуют никакие силы, кроме гравитационных. В этом суть «гипотезы 
эквивалентности».

4. В соответствии со сказанным функции gv_y следует понимать как ком
поненты гравитационного поля относительно совершенно произвольно 
выбранной системы отсчета. Поскольку уравнение движения Гамильтона
« 1 0
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должно определять движение материальной точки совершенно независимо
от выбора системы отсчета, сумму 2  g^dx^dx? следует рассматривать как
инвариант относительно всех преобразований координат. Положитель
ный корень квадратный из этой величины мы будем называть (четырех
мерным) линейным элементом пространственно-временного много
образия.

5. Минковский на основе инварианта (1) построил четырехмерную кова- 
риантную теорию, содержащую уравнения первоначальной теории относи
тельности. Аналогичным образом,на инварианте (1а) с помощью «абсолютно
го дифференциального исчисления» можно основать ковариантную теорию, 
дающую соответствующие уравнения новой теории относительности. 
В эти уравнения входят величины g^v, так что без труда можно находить 
влияние, которое гравитационное поле оказывает на различные физичес
кие процессы. Уравнения новой теории относительности переходят в урав
нения первоначальной теории в частном случае, когда величины можно 
считать постоянными (при соответствующем выборе a;v); в этом частном 
случае гравитационным полем можно пренебрегать. Для теории сущест
венно, что уравнение (1а) инвариантно относительно произвольных преоб
разований. В этом кроется причина того, что построение теории можно 
производить без произвола, несмотря на присутствие g

6. Однако новая теория относительности еще должна решить проблему, 
не имеющую аналога в первоначальной теории относительности. Именно, 
она должна дать уравнения, которым удовлетворяет само гравитационное 
поле, т. е. уравнения, из которых следует вычислять g^v, если известны 
величины, относящиеся к материальным процессам. Энергетические свой
ства системы характеризуются тензором энергии %av( —  g  (смешанный 
тензор). Так как энергия связана с инерцией, а инерция — с тяжестью, то 
гравитационное поле должно определяться величинами 2!ov. Следователь
но, необходимо отыскать дифференциальные уравнения, являющиеся обоб
щением уравнения Пуассона и позволяющие вычислять g^v из при 
этом уравнения должны быть общековариантными.

7. Мы не смогли выразить в общековариантной форме связь между 
gixv и %av; и именно поэтому специалисты обрекают нашу теорию на неуда
чу. Далее мы покажем, почему они, по нашему мнению, неправы.

Если заданы уравнения, связывающие какие-либо величины2 и спра
ведливые только при специальном выборе системы координат, то следует 
различать два случая:

2 Конечно, трансформационные свойства величин должны быть эаданы для 
произвольных преобразований.

21 А. Эйнштейн, том I 321
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1. Заданным уравнениям соответствуют уравнения общековариантные, 
т. е. справедливые в произвольной системе отсчета;

2. Общековариантных уравнений, которые можно вывести из уравне
ний, заданных для специально выбранной системы отсчета, не существует.

В случае 2 уравнения ничего не говорят об объектах, изображаемых 
введенными величинами, они лишь ограничивают выбор системы отсчета. 
Если же уравнения содержат какие-либо высказывания об объектах, изоб
ражаемых этими величинами, то тогда реализуется случай 1, т. е. в этом 
случае всегда существуют общековариантные соотношения между величи
нами.

Таким образом, если мы, не зная общековариантных уравнений грави
тационного поля, специализируем систему отсчета и составим уравнения 
гравитационного поля только для этой специальной системы отсчета, то 
теория не может вызвать никаких возражений, кроме одного, а именно — 
что составленные уравнения, возможно, лишены всякого физического со
держания. Однако в рассматриваемом случае никто не поддержит это воз
ражение всерьез.

8. «Совершенно верно,— подумает читатель,— но тот факт, что 
Эйнштейн и Гроссман не могут указать уравнений гравитационного поля 
в общековариантной форме, не может служить для меня достаточным осно
ванием, чтобы я согласился с выбором специальной системы отсчета». 
Однако есть два важных аргумента, оправдывающих этот шаг, из которых 
один имеет логическое, другой эмпирическое происхождение.

а) Если система отсчета выбирается совершенно произвольно, то вели
чины вообще нельзя полностью определить через £< .̂ Именно, пред
ставим себе, что и g x̂.v заданы всюду и что в некоторой части Ф четы
рехмерного пространства все £<̂  обращаются в нуль. Но я могу ввести 
новую систему отсчета, которая полностью совпадает с первоначальной 
вне Ф, а внутри Ф отличается от нее (не нарушая непрерывности). Если 
мы отнесем все к этой новой системе отсчета, причем изображает ве
щество, а g x̂.v означает гравитационное поле, то хотя всюду

но внутри Ф уравнения

конечно, не могут выполняться 3. Отсюда следует высказанное утверж
дение.

3 Уравнения следует понимать так, что в левой части их независимым пере
менным придаются такие же числовые значения, как переменным хч в пра
вой части.
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Если же мы стремимся к тому, чтобы величины (гравитационное 
поле) определялись через величины £ 0„ (вещество), то этой цели можно 
добиться только ограничением в выборе системы отсчета.

б) В первоначальной теории относительности закон сохранения им
пульса и энергии выражается уравнением вида

3 ^  =  0. (3)
V

Соответствующее уравнение, получаемое с помощью абсолютного диф
ференциального исчисления, гласит

(4>
V

Уравнение (4) уже не выражает закон сохранения. С физической точки 
зрения это понятно, поскольку вещество, взятое отдельно, не может удов
летворять законам сохранения при наличии гравитационного поля, потому 
что поле тяготения передает импульс и энергию веществу. Это выражается 
правой частью уравнения (4). Однако, если вообще должны существо
вать законы сохранения, то необходимо требовать, чтобы эти законы в фор
ме уравнения (3) выполнялись для вещества и гравитационного поля вме
сте. Тогда должна существовать система уравнений типа

2 Э<У и ,= 0 ’ <5>
V

где величины могут зависеть только от g l̂.v и их производных. Однако об- 
щековариантных систем уравнений типа (5) не существует. Напротив, 
более глубокое исследование показывает, что такие системы ковариантны 
только по отношению к линейным преобразованиям. Следовательно, тре
буя формулировать уравнения гравитационного поля так, чтобы при этом 
обеспечивалось выполнение законов сохранения, мы ограничиваем выбор 
систем отсчета таким образом, что только линейные преобразования пере
водят одну разрешенную систему отсчета в другую.

9. Как находить уравнения гравитационного поля в специализирован
ных таким способом системах отсчета, мы показывали не раз. Спрашивает
ся, какие дифференциальные выражения из величин glxv надо приравнять 

чтобы уравнения (4) переходили в уравнения (5) при подстановке 
в правую часть (4) вместо %а„ их выражений через величины gl).v? Эта по
становка вопроса приводит к дифференциальным уравнениям:

д /  А  дУм \
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где введено обозначение

При этом 6 0„ =  1, если б =  V , и 6 0„ =  0, если а ф  V,  соответственно. Лег
ко показать, что эти уравнения ковариантны относительно линейных преоб
разований.

Этим уравнениям, без сомнения, соответствует некоторое, хотя и незна
чительное число общековариантных уравнений, вывод которых ни с физи
ческой, ни с логической точки зрения не представляет, однако, особого ин
тереса, что, очевидно, из соображений, приведенных в пункте 8. Тем не 
менее для нас принципиально важно, что общековариантные уравнения, со
ответствующие уравнениям (6), существуют. В самом деле, только в этом 
случае можно требовать ковариантности остальных уравнений по отноше
нию к произвольным преобразованиям. С другой стороны, возникает во
прос, не подвергаются ли эти уравнения каким-либо ограничениям в ре
зультате специализации системы отсчета. В общем случае, по-видимому, 
это не так.

10. Из предыдущего изложения основ теории видно, что для ее обос
нования не требуется прибегать к каким-либо специальным предположе
ниям. И если в опубликованной недавно в этом журнале упомянутой рабо
те Ми утверждает обратное, то только потому, что он применяет в качестве 
вспомогательного эвристического принципа только требования ковариант
ности, содержащиеся в обычной теории относительности, т. е. потому, 
что он вводит таким образом априорно предпочтительные системы отсчета. 
При этом способе рассмотрения защищаемая мной теория действительно 
имеет крайне малое право на существование! Я надеюсь, однако, что в на
стоящем сообщении мои взгляды изложены достаточно ясно.

11. Наконец, вернемся еще раз к закону равенства инертной и тяже
лой масс и к вопросу о связи массы и энергии.

Взятый с отрицательным знаком импульс материальной точки обра
зует вместе с ее энергией ковариантный 4-вектор с компонентами

Аналогичным образом взятый со знаком минус импульс образует4 вместе 
с энергией замкнутой физической системы ковариантный 4-вектор

V

1 0&С4 +  *04) йУ .

4 РЬуБ. Ъ., 1914, 15, 108. (Статья 23).
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Отсюда сразу следует, что инерциальные свойства замкнутой системы тож
дественны свойствам материальной точки, т. е. эта система как целое мо
жет быть заменена материальной точкой. Чтобы представить суммарную 
массу замкнутой системы в простой форме, образуем компоненты этих 
двух 4-векторов для случая, когда система отсчета выбрана так, что ма
териальная точка относительно нее покоится и что величины на беско
нечности принимают такие же значения, как и в обычной теории от
носительности. При этом выборе системы отсчета для компонент обоих 
приравниваемых один другому векторов получим:

» 2 * »  рав
0 0 0 0

1(з:04 +  и ^ 5(£24-И24) ОУ  ̂(2з4 +  *34) ^£44 +*44)

Отсюда видно, что масса системы равна деленной на с полной энергии си
стемы, измеренной таким способом. При этом с означает скорость света 
в пустоте на бесконечности (с =  J//rgu), которую, впрочем, можно считать 
произвольной, поскольку она не фиксирована. То, что тяжелая масса 
замкнутой системы в указанном смысле равна энергии системы, если си
стема стационарна, выясняется непосредственно с помощью интегриро
вания уравнений (6) по очень большому объему, содержащему систему, 
причем система отсчета выбирается как указано выше.

Я полагаю, что в настоящей статье опровергнуты все возражения про
тив теории гравитационного поля, разработанной мною вместе с Гроссма
ном. Я прошу тех коллег, которые также хотят участвовать в прояснении 
связанных с этим вопросов, придерживаться приведенных выше сообра
жений, могущих служить разумной основой для дискуссии.

Поступила 24 января 1914 г.
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Ф ОРМ АЛЬНЫ Е ОСНОВЫ  
ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

В последние годы мною, частично вместе с моим другом Гроссманом, 
было разработано обобщение теории относительности. В этих поисках, 
кроме пестрой смеси физических и математических требований, использо
вались и вспомогательные эвристические средства; поэтому трудно обоз
реть и охарактеризовать теорию с формальной математической точки 
зрения на основе одних этих работ. Предлагаемой работой я в первую 
очередь хочу восполнить этот пробел. В частности, уравнения гравитаци
онного поля удается теперь получить исключительно из соображений кова
риантности (раздел В ). Я постарался также дать простые выводы основ
ных законов абсолютного дифференциального исчисления, которые в 
какой-то степени, видимо, являются новыми (раздел В), чтобы сделать 
возможным для читателя полное понимание теории без чтения других, 
чисто математических сочинений. В качестве иллюстрации математичес
ких методов я вывел (эйлеровы) уравнения гидродинамики и уравнения 
электродинамики движущихся тел (раздел С). В разделе Е показано, что 
теория гравитации Ньютона следует из общей теории как некоторое при
ближение; там же выведен ряд элементарных для предлагаемой теории 
характерных свойств ньютоновских (статических) гравитационных полей 
(искривление световых лучей, сдвиг спектральных линий).

А ОСНОВНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТЕОРИИ

§ 1. Вводные соображения
В основе специальной теории относительности лежит предположение, 

что все системы координат, находящиеся по отношению друг к другу 
в прямолинейном равномерном движении, полностью равноценны для

* Die  formale Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie.  Sitzungsber. preuss. 
Akad. Wiss., 1914, 2, 1030— 1085.
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описания законов природы. В своем развитии эта теория использовала 
в качестве главной опоры тот факт, что при экспериментах в земных усло
виях мы совершенно не замечаем того, что Земля со значительной ско
ростью движется вокруг Солнца.

Однако доверие, которое мы оказываем теории относительности, имеет 
и другое основание, которое, правда, не так просто увидеть. Если К  и 
К ' — две системы координат, движущиеся по отношению друг к другу 
равномерно и прямолинейно, то с кинематической точки зрения они в п о л н е  
равноценны. Поэтому мы напрасно стали бы искать в е с к и х  оснований, 
почему одна из этих систем могла бы быть более подходящей для формули
ровки законов природы в качестве системы отсчета, чем другая; мы 
скорее чувствуем себя вынужденными постулировать равноценность этих 
систем.

Но этот аргумент сейчас же вызывает возражение. Кинематическая 
эквивалентность двух систем координат в действительности не ограничи
вается случаем, когда обе рассматриваемые системы К  и К ' движутся отно
сительно друг друга р а в н о м е р н о  и п р я м о л и н е й н о .  Эта 
эквивалентность с кинематической точки зрения также хорошо, например, 
выполняется, если одна система равномерно вращается относительно дру
гой. Поэтому представляется необходимым обобщить существующую тео
рию относительности таким образом, чтобы устранить из нее кажущееся 
несправедливым предпочтение равномерных и прямолинейных движений 
перед относительными движениями других типов. Необходимость подоб
ного расширения теории должен почувствовать каждый, кто обстоятельно 
знаком с предметом.

Правда, сначала кажется, что такое расширение теории относительно
сти невозможно по физическим причинам, а именно: пусть К  обозначает 
систему координат в смысле Галилея — Ньютона, К ' — система коорди
нат, равномерно вращающаяся по отношению к системе К. Тогда на по
коящиеся в системе К ' массы действуют центробежные силы, в то время 
как на массы, покоящиеся в системе К , они не действуют. Уже Ньютон 
видел в этом доказательство того, что вращение системы К ' следует по
нимать как «абсолютное», что систему К ' нельзя с таким же правом, как 
и систему К, выбирать в качестве «покоящейся». Однако этот аргумент, 
как, в частности, показал Э. Мах, не обоснован. Существование центро
бежных сил в действительности не обязательно основывается на движе
нии самой системы К '. С таким же успехом мы можем их приписать сред
нему вращательному движению весомых удаленных масс в окрестности 
системы по отношению к К ', причем систему К ' мы считаем покоящейся. 
Если ньютоновские законы механики и гравитации не допускают такой 
интерпретации, то это можно считать скорее недостатками этих теорий. 
В пользу релятивистского истолкования, с другой стороны, говорит сле
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дующий важный аргумент. Центробежные силы, которые действуют в та
ких условиях на некоторое тело, будут определяться в точности той же 
мировой постоянной, что и действие на него поля тяжести, так что мы не 
имеем средств отличить «поле центробежных сил» от поля тяжести. Таким 
образом, то, что мы измеряем как вес некоторого тела на поверхности Зем
ли, на самом деле представляет собой результат с о в м е с т н о г о  дей
ствия полей обоих названных типов, которые мы не можем разделить. 
Отсюда следует, что мы имеем все основания рассматривать вращающуюся 
систему К ' как п о к о я щ у ю с я  и интерпретировать поле центробеж
ных сил как некоторое гравитационное поле. Эта интерпретация напоми
нает положение дел в специальной теории относительности, когда пондеро- 
моторная сила, действующая на движущуюся в магнитном поле электри
ческую массу, истолковывается как действие на эту массу электрического 
поля, которое с точки зрения движущейся вместе с ней системы отсчета 
присутствует в месте расположения заряда.

Из сказанного следует, что в теории относительности, обобщенной 
в указанном смысле, гравитация должна играть фундаментальную роль. 
Если посредством некоторого преобразования перейти от системы отсчета 
К  к системе отсчета К ', то относительно системы К ', вообще говоря, су
ществует некоторое гравитационное поле; при этом нет необходимости, 
чтобы поле существовало бы и в системе К.

Теперь, естественно, возникает вопрос, какие системы отсчета и какие 
преобразования в обобщенной теории относительности мы рассматриваем 
как «допустимые». Ответ на этот вопрос будет дан значительно позже 
(раздел .0). Пока же мы примем ту точку зрения, что допустимы все коор
динатные системы и преобразования, которые совместимы со всегда пред
полагаемым в физической теории условием непрерывности. В дальнейшем 
окажется, что теория относительности способна к очень далеко идущему 
обобщению, почти свободному от всякого произвола.

В специальной теории относительности материальная точка, которая 
не подвергается действию ни гравитационных, ни прочих сил, движется 
прямолинейно и равномерно согласно уравнению

§ 2. Гравитационное поле

(О
где

.2'V (2)
V
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Здесь хх =  х\ х2 — у; х3 =  г; =  Н. Величина ^является  дифференци
алом «собственного времени», т. е. на эту величину изменяются показания 
часов, движущихся вместе с материальной точкой на элементе пути (<1х , 
с1у , с1г). Варьирование в соотношении (1) производится таким образом, чтобы 
значения координат хч на концах интервала интегрирования оставались 
неизменными.

Совершим теперь произвольное преобразование координат; соотноше
ние (1) не изменяется, тогда как равенство (2) принимает более общую 
форму:

1 2 =  2] 8^  йХр <1хч. (2а>

При этом десять величин g^  являются функциями координат хч, опреде
ляемыми произведенным преобразованием. Физически величины g^  за
дают в новой системе координат гравитационное поле, как это вытекает из 
соображений предыдущего параграфа. Поэтому соотношения (1) и (2а)< 
определяют теперь движение материальной точки в некотором гравита
ционном поле, обращающемся в нуль при подходящем выборе системы от
счета. Однако мы намерены вообще принять, что движение материальной 
точки в гравитационном поле всегда следует этому уравнению.

Величины g î.v имеют еще и другой смысл. Мы всегда можем положить.

с^2 =  2  V «Ць —  2  (2б>
V

где величины с1Хч, вообще, не являются полными дифференциалами. Одна
ко в бесконечно малой области эти величины можно использовать как ко
ординаты. Поэтому можно сказать, что в бесконечно малой области спра
ведлива специальная теория относительности. Тогда величины (IX ̂ явля
ются координатами в бесконечно малой области, непосредственно изме
ряемыми единичным масштабом и подходящим образом выбранной единицей 
времени. Величина 2 означает в этом смысле измеряемый естествен
ным образом интервал между двумя пространственно-временными точками. 
В то же время величины (IX* не могут быть получены таким способом 
прямо из измерений с неподвижными телами и часами. Напротив, они, 
согласно равенству (26), связаны с интервалом определенным образом 
через величины g?.v̂

В связи со сказанным выше представляет собой величину, не зави
сящую от выбора системы координат, т. е. скаляр. Величина играет 
в обобщенной теории относительности ту же самую роль, что и элемент 
мировой линии в специальной теории относительности.

Ниже будут получены некоторые важные теоремы абсолютного диф
ференциального исчисления, которые в нашей теории заменяют теоремы
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обычного векторного и тензорного анализа в трехмерном или четырехмер
ном пространстве (относящиеся к эвклидовскому элементу £?$); с помощью 
этих теорем законы общей теории относительности, которые соответству
ют известным законам специальной теории относительности, могут быть 
выведены без особых трудностей.

В. ИЗ ТЕОРИИ КОВАРИАНТОВ  

§ 3. 4-векторы

Коварианттш 4-вектор. Четыре функции А „ координат, определенные 
в произвольной системе координат, называются к о в а р и а н т н ы м  
4-вектором, или ковариантным тензором первого ранга, если для п р о 
и з в о л ь н о  в ы б р а н н о г о  линейного элемента с компонентами 
<1хч сумма

=  ф  (3)

является инвариантом (скаляром) относительно произвольного преобра
зования координат. Величины А „ называются «компонентами» 4-вектора.

Закон преобразования для этих компонент следует непосредственно 
из этого определения. В самом деле, пусть через А ч, обозначены соот
ветствующие величины в той же точке пространства, но по отношению 
к другой, произвольно выбранной координатной системе; тогда имеем

Зсс
=  =  Ц  Ла~ & г Лх*'

V а  а , V у

Это соотношение выполняется при произвольных значениях величин 
поэтому искомый закон преобразования должен иметь вид

л ,  =  2  А . .  (За)
дх^

Легко показать и обратно, что в силу этого закона преобразования вели
чина А у является ковариантным 4-вектором.

Контравариантпый 4-вектор. Четыре функции координат А опре
деленные в любой произвольной системе координат, называются к о н- 
т р а в а р и а н т н ы м  4-вектором или контравариантным тензором 
первого ранга, если закон преобразования компонент А 4 совпадает с за
коном преобразования компонент с1х̂  линейного элемента. Отсюда следует
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закон преобразования:
> « г дх

л ' - 2 - я г ^ .  <4>а о х а

Следуя Риччи и Леви-Чивите, мы обозначаем контравариантный ха
рактер тензора тем, что поднимаем индекс вверх. Естественно, согласно 
этому определению, величины с1хч сами являются компонентами контра- 
вариантного 4-вектора; несмотря на это, мы здесь не хотим нарушать 
общепринятых обозначений и будем продолжать писать индекс внизу.

Из двух определений непосредственно следует, что выражение

3  А*А* =  Ф (36)
V

является скаляром (инвариантом). Назовем Ф внутренним (скалярным) 
произведением ковариантного (Иу) и контравариантного (А*) векторов.

Из линейности уравнений преобразования (За) и (4) относительно ком
понент векторов следует, что из двух ковариантных (или контравариант- 
ных) 4-векторов можно получить опять ковариантный (или контравариант
ный) 4-вектор, если сложить (или вычесть) соответствующие компоненты.

§ 4% Тензоры второго и высших рангов
Ковариантный тензор второго и высших рангов. 16 функций коорди

нат называются компонентами ковариантного тензора второго ранга, 
если сумма

^ ]А ^ й х М й х ^  =  Ф (5)

является скаляром; при этом величины й х^  и й х^  обозначают компонен
ты двух произвольно выбранных линейных элементов. Из соотношения

2  л ^  йх(? ' =  2  А ^ йхТ  =  2  ~ ^ г йх*),<1х(? у
М  а |3 ( х ,  Э ,  V I х  4

(принимая во внимание, что оно должно выполняться при произвольных 
-значениях й х^  и йх {̂ ) следуют 16 соотношений:

4 . =  2 (5а>дх*
Эти соотношения опять эквивалентны приведенному выше определению.

Аналогичным образом могут быть определены также ковариантные 
тензоры третьего и высших рангов.
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Симметричтш ковариантный тензор. Если ковариантный тензор в од
ной системе координат удовлетворяет условию, что две его компоненты, 
отличающиеся только перестановкой индексов, совпадают (Алц — Лр«), 
то это выполняется, как это видно из уравнения (5а), также и в любой 
другой системе координат. Тогда для ковариантного тензора второго- 
ранга 16 уравнений преобразования сводятся к 10 уравнениям. В слу
чае, если Л у̂ =  Лу ,̂ для доказательства тензорного характера величин 
(Л^у) достаточно, чтобы сумма

2  =  Ф (56)
была скаляром. Это следует из тождества

/ / / Осс дсс
2  А^йх'р, е?#у =  2  Аа& йхл <1x2, =  2  ~ ~  ’ дх®>\

а/3 а№  **
если принять во внимание (5а).

Симметричные ковариантные тензоры высших рангов можно определить 
совершенно аналогично.

Ковариантный фундаментальный тензор. В развиваемой теории ©со.- 
бую роль играет величина

<1§* =

которую мы будем обозначать как квадрат интервала. Из предыдущего сле
дует, что gv.у является ковариантным симметричным тензором второго ран
га. Мы будем называть его «ковариантным фундаментальным тензором».

Замечание. Ковариантный тензор можно также определить как сово
купность 16 величин Л^у, преобразующихся так же, как 16 произведений 
Л^Д, двух ковариантных векторов (Л^) и (Д .). Полагая

V  =  л ^ д , (6)
из уравнения (За) получаем

А _  Л - р  Э Х ‘  Э Х 1> А Т , , _ Ъ д Х ‘  д Х О ,

Отсюда, принимая во внимание уравнение (5а), находим, что величина Л у̂ 
является ковариантным тензором. Все сказанное справедливо и для тен
зоров высших рангов. Конечно, не всякий ковариантный тензор можно 
представить в такой форме, поскольку величины (Л^у) содержат 16 ком
понент, тогда как величины Л^ и Д  вместе имеют лишь 8 компонент; 
в силу условия (6) между величинами Л у̂ существуют также алгебраичес
кие соотношения, которым тензорные компоненты, вообще говоря, не
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удовлетворяют. Тем не менее, п р о и з в о л ь н ы й  т е н з о р  удается 
представить в виде суммы нескольких тензоров вида (6 )5:

— АрВ? +  . . . .  (6а)
Это же справедливо и для ковариантных тензоров высших рангов. 

Такое представление тензоров через четырехвекторы оказывается полез
ным при доказательстве многих теорем. Аналогичное замечание можно 
сделать для ковариантных тензоров высших рангов.

Контравариантные тензоры. Аналогично тому, как ковариантные 
тензоры, согласно соотношению (6) или (6а), могут быть образованы из 
ковариантных 4-векторов, можно построить контравариантный тензор из 
контравариантных 4-векторов, согласно соотношениям

=  А^В* (7)
и, соответственно,

А*' =  А^В* +  +  . . . . (7а)

Из этого определения и уравнения (4) непосредственно следует закон 
преобразования

А “*.  (8)
дха дх£

Аналогично определяются контравариантные тензоры высших рангов. 
Таким же путем рассматривается и специальный случай симметричного 
тензора.

Смешанные тензоры. Можно построить тензоры (второго и высших 
рангов), которые относительно одних индексов имеют ковариантный, а от
носительно других — контравариантный характер; такие тензоры назы
ваются смешанными. Например, смешанный тензор второго ранга имеет 
•вид

А^ =  АрВ -{- СрИ (9)

Антисимметричные тензоры. Помимо с и м м е т р и ч н ы х  кова- 
риантного и контравариантного тензоров, важную роль играют так назы
ваемые антисимметричные ковариантные и контравариантные тензоры.
Они характеризуются тем, что компоненты, отличающиеся друг от друга
перестановкой двух соседних индексов, равны по величине, но п р о т и-

5 Ясно, что при сложении соответствующих компонент тензоров в результате 
получаются компоненты нового тензора, как это было показано для тензора 
первого ранга (4-вектора) (сложение и вычитание тензоров).
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в о п о л о ж н ы  по знаку. Если, например, контравариантный тензор 
А ^  удовлетворяет условию то его называют антисимметрич
ным контравариантным тензором второго ранга, или 6-вектором (так как 
он имеет 12 отличных от нуля компонент, которые попарно имеют равные* 
абсолютные значения). Контравариантный тензор третьего ранга А^'л яв
ляется антисимметричным, если выполняются условия

Очевидно, что такой антисимметричный тензор имеет только 4 отличные от 
нуля различные компоненты (в пространстве 4 измерений).

Независимость этого определения от выбора системы отсчета легко до
казывается с помощью соотношения (5а) или (8). Например, согласно соот
ношению (5а),

Заменяя А а|зна— А$а (что справедливо по предположению) и меняя местами 
в двойной сумме индексы а и [В, по которым производится суммирование, 
получаем

в соответствии с утверждением.
Доказательство для контравариантных тензоров и тензоров третьего и 

и четвертого рангов может быть дано аналогичным образом. Антисиммет
ричные тензоры рангов, выше четвертого, не могут быть заданы в четырех
мерном пространстве, поскольку, по определению, все компоненты, для 
которых два индекса одинаковы, обращаются в нуль.

Внешнее произведение тензоров. Мы видели [ср. соотношения (6), (8) 
и (9)], что при перемножении компонент тензоров первого ранга полу
чаются компоненты тензоров высших рангов. Аналогично мы можем полу
чать тензоры высших рангов из тензоров низших рангов при перемножении 
всех компонент одного тензора на компоненты другого. Пусть, например, 
( А а|з) и (Влріз) ковариантные тензоры; тогда ( А ар 5 ^ а )  есть также кова- 
риантный тензор (пятого ранга). Доказательство тотчас же следует иэ 
того, что любой тензор можно представить в виде суммы произведений

=  А ^ х =  А ^  =  АХу̂  =  А х̂

5. Умножение тензоров
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4-векторов:

В х, 0 =
и

А ^ В ^ е  =  2  А (»АРВРВ™В<?>.

Поэтому (Лар5х^0) является тензором пятого ранга.
Эту операцию называют «внешним умножением», а ее результат — 

«внешним произведением» тензоров. Ясно, что при этом не возникает ни
каких ограничений на тип и ранг «перемножаемых» тензоров. Для не
скольких последовательных операций выполняется коммутативный и ас
социативный законы.

Внутреннее произведение тензоров. Операция над тензорами первого 
ранга А ч и А \ задаваемая соотношением (36), называется «внутренним 
ухмножением», ее результат — «внутренним произведением». Эту операцию 
легко распространить на любые тензоры, поскольку тензоры высших ран
гов можно представить через 4-векторы. Пусть, например, А аРу... являет
ся ковариантным, а А а̂ г — контравариантным тензорами одинаковых 
рангов; тогда

2  (Л«вг..л“,т- )  =  ф

представляет собой скаляр. Доказательство этого непосредственно слет 
дует из соотношения (36), если положить

Ия(3у... =  2^4Я5|3Су. . .,

А ^ ' - ь =  ЪАаВ^С^ • •,
и перемножить эти выражения.

Смешанное произведение тензоров. Самое общее перемножение тензо
ров состоит во внешнем умножении по одной группе индексов и внутрен
нем умножении по другой. Из двух тензоров А и В тензор С получаетсд 
согласно следующей схеме

VI / л тэа.$у...1тп...х  
2л (,-̂ ос|3̂ ...рат... ) — '̂рат...г8< •

<*$-*•... а'З'у'...
Доказательство того, что С является тензором, следует из комбинирования 
обоих вышеуказанных доказательств.
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§ в. О некоторых соотношениях 
для фундаментального тенаора д

Контравариантный фундаментальный тензор. Записав g^  в виде 
определителя, образуем для каждого элемента g^v его алгебраическое 
дополнение и разделим их на определитель g =  |£^|. Мы докажем, что 
полученные таким образом величины ^  ( =  образуют контрава
риантный симметричный тензор.

Из этого определения и из известной теоремы об определителях преж
де всего следует, что

(10)
где 6* равно 1 и 0, в зависимости от того, (і =  V  или и, =̂ = V 6. ДалееИ*

'% gâ idxaL дхр

представляет собой скаляр, который, согласно соотношению (10), можно 
положить равным

или
5]

Согласно предыдущему параграфу, величины

=  2

представляют собой компоненты ковариантного вектора; естественно, та
ковыми являются и величины

В йх .^у ^  © уа  а 
а

Соответственно этому наш скаляр принимает форму

з л « , .
[ХУ

Так как эта величина есть скаляр, а величины (по отношению к про
извольной системе координат) — компоненты ковариантного 4-вектора и 
так как g^  =  g'>v̂1 то легко доказывается, что g^  представляет собой 
контравариантный тензор.

8 Согласно предыдущему параграфу, 6  ̂ является смешанным тензором («смешан
ный фундаментальный тензор»).
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Замечание. Согласно теореме умножения определителей

І З ? » « ? ”

С другой стороны,

отсюда следует, что

з  ( V " ) =  1611 =  1,

• \ п  =  !• с і )
Инвариантный объем. В непосредственной близости некоторой точки 

пространства, согласно равенству (26), всегда можно положить

=  3  к,»/*!* х і — 2] ЛХІ, (1 2)
если допускать мнимые значения с1Ха. Для выбора системы с1Ха имеется 
еще бесконечно много возможностей; тем не менее, все такие системы свя
заны друг с другом посредством линейных ортогональных преобразований. 
Отсюда следует, что взятый по этому элементу объема интеграл

является инвариантом, т. е. не зависит от выбора системы координат.
Найдем для этого инварианта другое выражение. Во всяком случае 

существуют соотношения вида

I%Хд  —  ^

откуда следует, что

(13)

(14)— | осс ,̂ | с?т,
где через Зт и с£т* обозначены, соответственно, интегралы 

 ̂Зхх . . . и ЗХ 2 (1Х3 сИ 4,

взятые по одному и тому же элементарному объему. Кроме того, из ра
венств (12) и (13) имеем

5] а,

и по теореме умножения определителей

I І ~  I 2  (а01».аау) [ — I I •
22 А. Эйнштейн, том I

(15)

(16) 
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После этого, согласно соотношению (14), получаем

V I  (1% =  (1x1, (17)

где для краткости мы использовали обозначение | ^|  =  В- Тем самым
искомый инвариант найден.

Замечание. Из равенства (12) вытекает, что величины ЗХ0 соответствуют 
обычным координатам в специальной теории относительности. В этом 
случае три из них вещественны, а одна (например ЗХг) мнимая. Поэто
му величина дх0 является чисто мнимой. С другой стороны, в случае
специальной теории относительности при вещественной временной коор
динате определитель g отрицателен; тогда величины gv.v (при подходящем 
выборе единицы времени) принимают значения

— 1 0  0 0
0 — 1 0 0
0 0 — 1 0 ’
0 0 0 1

а поэтому выражение ]/"# является чисто мнимым. В § 17 будет показано, 
что это справедливо в общем случае. Чтобы избежать мнимых значений 
glJV, положим

Зт0 = ~  ̂  с1Х1 с1Х2 б1Х3 ЗХ4

и, вместо соотношения (17), напишем

х =  б7т0. (17а)

Антисимметричный фундаментальный тензор Риччи и Леви-Чивиты. 
Мы утверждаем, что

С'гкЬп ~  V § &ък1т (Д )̂

представляет собой ковариантный тензор. При этом величина Ьцс!т при
нимает значение + 1  или — 1, в зависимости от того, каким числом пере
становок соседних индексов — четным или нечетным — можно из 1234 по
лучить Шяг.

Для доказательства заметим сначала, что определитель

2  «шп. ах? ах? ах? ах“ > =  V (20)
Ш т

3 3 8
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с точностью до несущественного числового множителя совпадает с объемом 
элементарного пентаэдра, углы которого образованы некоторой точкой 
пространства и четырьмя конечными точками произвольных линейных 
элементов (сЫ1*), (dxff), (d x f )), {dx$), проведенных из этой точки. Из 
соотношений (19) и (20) имеем

S Gikimdxp d xP  dx{3) dx{£  =  V~g V.
ik lm

Поскольку правая часть этого равенства, в соответствии с соотношением 
(17), представляет собой скаляр, то из свойств величины ЬШт следует, 
что G i/c irn  является ковариантным тензором, а именно, антисимметричным 
ковариантным тензором.

Отсюда путем смешанного умножения легко построить контравариант- 
ный тензор по схеме

S r  a i  Bk XI у.т ^ ik lm  fc> . .
b a B X p g  g g g — Or (21)

а.$Ху.

Контравариантный тензорный характер Ga(ix\>. следует непосредствевно 
из результатов § 4. При учете соотношения (19) левая часть равенства 
(21) принимает вид:

V g  S ^ aB X v . g ai g ^ g Xlg ^ m ;
а|ЗХ[х

в силу известных теорем для определителей это равно

V ~ g  & ik lm  5 Х BXv.gl a g ^ g 3Kg ^ t 

или, согласно формуле (11),
1 Л— Oiklm•

Тем самым доказано, что
СШ т = Л = а Шт (21а)

представляет собой контравариантный антисимметричный тензор.
Наконец, важную роль в теории общих антисимметричных тензоров 

играет смешанный тензор, образованный из фундаментального тензора 
gy.4,  компоненты которого имеют вид:
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Тензорный характер последних выражений очевиден из предыдущего. 
Докажем только, что они совпадают друг с другом. Второе из них, соглас
но соотношениям и (19), (21) и (21а) можно представить в форме

2  У  ё  ^ р о ё Х1ё * тё Р* ё ^ § ^ 8 а к,Л̂раосР ^

откуда после суммирования п оа  и р с помощью формулы (10) получим

2  У ё  ^ г к ё Х1ё ^Лц

последнее выражение отличается от первого выражения в формуле (22) 
только в обозначениях индексов суммирования и (несущественно) после
довательностью пар индексов и Ьк в б)^к. Из формулы (22) яв- 
ствует, что смешанный тензор (<лцс) является антисимметричным как по 
индексам I, к, так и по индексам I, т.

С помощью фундаментального тензора можно из произвольного тен
зора строить различными способами тензоры другого характера с помощью 
приведенных в § 5 правил. Например, из ковариантного тензора (Т 
можно построить контравариантный тензор (Г^у) по правилу

1Г” =  2  Т ,т ^ \  (23)

и наоборот,

Эквивалентность уравнений (23) и (23а) легко показать с помощью 
формулы (10). Тензоры (Т1̂ ) и (Т^) называют « в з а и м н ы м  и». Если 
один из двух взаимных тензоров симметричен или антисимметричен, то 
другой тензор, как вытекает из соотношений (23) и (23а), обладает тем же 
свойством. Это выполняется для тензоров произвольного ранга.

Дуальный 6-вектор. Пусть далее (Е^) антисимметричный тензор (вто
рого ранга). Тогда мы можем поставить в соответствие ему второй анти
симметричный тензор с помощью формулы

=  (24)
<х|3

называют контравариантным 6-вектором, « д у а л ь н ы м »
В свою очередь, дуален Умножая обе части равенства (24)
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на и суммируя по индексам р, и V, получаем

но, согласно формуле (22), имеем 7

— 2  ^ ' у = ^^Гу. ’8-К’'х8*.’$ =   ̂ — ^0^а).
цу р.уЛхЛ'х'

Тогда получим

\  2  е " с ц г 3 =  |  (*•" -  О  =  г т,

откуда и следует утверждение.
Для к о в а р и а н т н ы х  6-векторов все результаты сохраняются. 

Далее, легко доказать, что 6-векторы, взаимные к двум дуальным 6-век
торам, дуальны между собой.

§ 7. Геодезические линии, 
или уравнения движения точки

В § 2 уже указывалось, что движение материальной точки в гравита
ционном поле происходит согласно уравнению

6 {<&} — 0. (1)

С математической точки зрения движению материальной точки соответст
вует также геодезическая в нашем четырехмерном многообразии. Мы 
приведем здесь для полноты общеизвестный вывод явных уравнений этой 
линии.

Среди проходящих через две Т О Ч К И  и Р(2) линий имеется линия, 
которая в отличие от всех соседних бесконечно близких линий удовлетво-

7 Второе из этих преобразований основывается на том, что отлично от нуля
только тогда, когда все индексы различны. Поэтому остаются только две воз
можности: (А, =  А/, х =  х') и (А, =  х', х =  А,'); с учетом этого сначала полу
чается после суммирования поц и V выражение

2 2  У У У У 3
Хх

причем суммирование сначала выполняется по таким комбинациям индексов 
(Ах), для которых А, х. Однако, поскольку скобка обращается в нуль при 
А, =  х, суммирование можно проводить по в с е м  к о м б и н а ц и я м .  Отсюда, 
принимая во внимание формулу (10), получаем приведенное в тексте выражение.
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ряет уравнению (1). Обозначим через X некоторую функцию координат 
я/, тогда «поверхность» постоянного значения X пересекается с каждой из 
этих бесконечно близких линий в некоторой точке, координаты которой 
для заданной кривой являются функциями только значений X. Положим

ъи‘ =  2
д х  ̂ д х ^

' дХ
тогда вместо условия (1) получим:

Хг
\ ЬіисіХ — 0. (1а)
х,

Здесь пределы интегрирования Хх и Х2 совпадают для всех рассматривае
мых кривых. Обозначим через приращение к необходимое для того,
чтобы перейти от некоторой точки искомой геодезической к точке на варь
ированной линии, которой соответствует то же самое значение Я; тогда 
получим

1 (  1 с і х , ,  й х у} _ _  й х „  „ /(/ж,

=  й { т  3  ' Ж Ж 0 ^  Ж [ж
риОУ [XV

После подстановки этого выражения в формулу (1а) и интегрирования 
по частям последнего члена с учетом того, что при X =  и А /=  Х% при
ращение 6а\, обращается в нуль, найдем

X.

5 ах 2  (км*)  =  о,
X, о

где
к =  . ^ > ^ 1

0 2л [(/А, 1 IV дХ) 2го дх0 с1Х (IX
Отсюда следует, что уравнение геодезической имеет вид:

К а =  0. (23')
В специальной теории относительности тем геодезическим, для кото

рых а^2 0, соответствует движение материальной точки, а тем, для ко
торых =  0, отвечает распространение света. То же самое будет справед
ливо и в общей теории относительности. Исключив из рассмотрения по
следний случай (с^ = 0 ), можно в качестве параметра выбрать длину дуги в 
вдоль геодезической. Тогда уравнения геодезической принимают вид

ру
с

. ^2  
де (Ів =  0, (23а')
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причем, следуя Кристоффелю, мы ввели сокращенное обозначение

с
>[А0

д х „

+  о v0 
д х д х „

(24')

Последнее выражение симметрично относительно индексов Ц  И  V .  

Наконец, умножим уравнение (23а') на и просуммируем по а. Прини
мая во внимание соотношение (10) и используя известные символы Кристоф- 
феля

'  г рг
м  -  ?

получаем вместо уравнения (23а) новое
с12х ^  Г мл>1 с 1 х „

СІй2 с ій

(1х̂
с ій

0.

(24а')

(236')

Это уравнение геодезической в наиболее наглядной форме. Оно дает вы
ражение для вторых производных от по в через первые их производные. 
Дифференцируя соотношение (236') по в, можно получить уравнения, в ко
торых производные высших порядков от координат по в также выражаются 
через производные первого порядка; так можно получить координаты 
в виде разложения в ряд Тейлора по степеням переменной 8. Уравнение 
(236') соответствует уравнению движения материальной точки в форме 
Минковского, в котором через 8 обозначено «собственное время».

§ 8. Образование тензоров 
с помощью операций дифференцирования

Фундаментальное значение тензорных величин состоит, как известно, 
в том, что уравнения преобразований для тензорных компонент являются 
линейными и однородными. Это приводит к тому, что компоненты тензора 
в произвольно выбранной системе координат обращаются в нуль, если 
только они равны нулю в какой-либо о д н о й  системе координат. Если 
совокупность физических уравнений приведена к форме, выражающей 
обращение в нуль всех компонент некоторого тензора, то эти уравнения 
имеют определенный смысл, не зависящий от выбора системы координат. 
Чтобы иметь возможность создавать подобные тензорные уравнения, необ
ходимо знать законы, по которым можно из заданных тензоров образовы
вать новые тензоры. Возможность производить это алгебраическим путем 
уже обсуждалась выше. Мы выведем теперь законы, которые позволяют 
из известных тензоров образовывать новые с помощью операций д и ф-
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ф е р е н ц и р о в а н и я .  Такие законы образования тензоров были 
даны уже Кристоффелем, Риччи и Леви-Чивитой. Здесь мы дадим совсем 
простой вывод этих законов, который, по-видимому, является новым.

Все дифференциальные операции над тензорами можно свести к так 
называемому «расширению». Последнее в случае специальной теории от
носительности, т. е. в случае, когда допускаются только линейные орто
гональные преобразования, определяется следующим предположением.

д Т Л1  а

Если Та1...аг представляет собой тензор ранга /, т о— ~ —  есть тензор
ранга I +  1. Отсюда легко получаются так называемые «дивергенции» 
тензоров с помощью определяемого формулой (10) § 6 специального тен
зора При ограничении линейными ортогональными преобразованиями, 
когда различие между ковариантными и контравариантными тензорами 
исчезает, будем обозначать этот тензор через 6^. В результате внутрен
него умножения — «расширения» — тензора (I +  1)-го ранга на тен
зор 6^ мы получим тензор (I — 1)-го ранга:

Это дивергенция тензора Га1... аг» образованная по индексу а*. Наша 
задача состоит в том, чтобы сформулировать обобщение этой операции на 
случай преобразований, не подчиняющихся ограничивающим условиям 
(линейности и ортогональности).

Расширение ковариантных тензоров. Пусть Ф . . . ж4) представ
ляет собой некоторый скаляр, а £  — некоторая заданная кривая в нашем 
пространстве. Пусть в — «длина дуги», отсчитываемая в смысле § 1 и 8 
в определенном направлении от некоторой точки Р, лежащей на кривой 5 . 
Тогда значения функции Ф для точек пространства, расположенных на 
кривой Б, можно рассматривать также как функцию 8. Ясно также, что
величины —  , и т. д. являются скалярами, т. е. величинами, опре
деляемыми независимо от координатной системы. Однако

а кривая 5  может быть проведена через каждую точку в произвольном 
направлении; поэтому, согласно § 3, величины

й!Ф Й2ф

(25)
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являются компонентами ковариантного 4-вектора (тензора первого ран
га), который мы можем рассматривать как «расширение» скаляра Ф (тен
зора нулевого ранга).

Далее, согласно уравнению (25), имеем:

Ограничим теперь наше рассмотрение предположением (которое не зави
сит от выбора системы отсчета), что кривая 5  является геодезической; 
тогда, согласно уравнению (236'),

для которых, согласно формулам (24') и (24а'), выполняется условие сим
метрии

Отсюда, в соответствии с формулой (56) из уравнения (27) и скалярного' 
характера вытекает, что является ковариантным (симметричным)
тензором второго ранга. Тензор А мы можем рассматривать как расши-

йФ
рение ковариантного тензора первого ранга А  ̂ ; поэтому форму
лу (28) можно записать также в виде

Теперь напрашивается предположение, что с помощью дифференци
рования (расширения) ковариантный тензор второго ранга может быть 
получен по формуле (28а) не только из 4-вектора вида (26), но и из п р о- 
и з в о л ь н о г о  ковариантного 4-вектора. В справедливости этого 
мы сейчас убедимся.

Прежде всего, легко видеть, что компоненты А^ произвольного кова
риантного 4-вектора в четырехмерном пространстве можно представить 
в форме

9Ф 1 йзсц «Ц,
т  | д х т с і в  ( і в

(27)

Рассмотрим величины

(28)

(28а)
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где величины и Фх являются скалярами. Если мы выбираем (в ис
пользуемой специальной системе координат) Фу =  xv, то теперь следует 
только положить Ту =  A v (в той же специальной системе координат), 
чтобы получить это представление. Чтобы убедиться в тензорном хара к
тере построенных по формуле (28а) величин Л „у, достаточно проверить,

дФ
Ч Т О  Л^, является тензором, если в формуле (28а) Л ^ Т  д^~ , причем Т  иФ  —
скаляры.

Согласно формулы (28), величины
д*Ф

дх д̂х^ V  f !xvl

являются компонентами тензора, так же как, согласно (26) и (6), и вели
чины

д'У дФ 
дх^ дх„ ‘

После сложения обнаруживается тензорный характер выражения
_д_
дх.

^ д Ф  
■ 5а>-> ?М

^ ЛФ
Поэтому по формуле (28а) образуется тензор из 4-вектора Т  и, сле-
довательно, с учетом сказанного выше, из произвольного ковариантного 
4-вектора А [Х. Таким образом, высказанное утверждение доказано.

После того, как произведено расширение ковариантных тензоров пер
вого ранга, легко найти расширения ковариантных тензоров произволь
ного ранга. Согласно равенствам (6) и (6а), каждый ковариантный тензор 
может быть представлен в виде суммы тензоров типа

А _  Пй Л <2)л аі...аі — Ла1 л а2 • • •

где через Л ^  обозначен ковариантный 4-вектор. Согласно (28а), величина
дА™ Га о 1

представляет собой ковариантный тензор второго ранга.
Перемножим его по правилам внешнего умножения со всеми 4-векторами 

Л(а̂  за исключением Л*,); в результате получим тензор ранга I +  1, при 
образовании которого индекс V был выделен. Можно образовать I 
подобных тензоров, для которых индекс V принимает последовательно зна-
Л4Н
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чения V =  1, V =  2, V =  /. Сложив их, получим тензор ранга I +  1. 

дА,
А, (29)

Эта формула, найденная Кристоффелем, согласно приведенным выше 
замечаниям, позволяет строить по произвольному ковариантному тензору 
I ранга новый тензор (/ +  1)-го ранга, который мы будем называть «р а с- 
ш и р е н и е м» исходного тензора. На основе этой операции могут быть 
определены все дифференциальные операции.

Умножив выражение (29) на £аА £а202 ... £агРг таким образом, чтобы 
умножение по отношению к индексам являлось внутренним, а по отноше
нию к (3 внешним, получим тензор, контравариантный по Рі—Рг и кова- 
риантный по я. Наконец, написав опять а вместо [3, получим

А
а , . . . а  і дА

а , . . . о ч

+ 2 [ { : )
^ а ,т а 3...а г

(30)

Этот тензор может быть назван р а с ш и р е н и е м  к о н т р а в а р и -  
а н т н о г о  т е н з о р а .

Изучение выражений (29) и (30) показывает, что определяемое ими рас
ширение всегда приводит к одному индексу ковариантного характера. 
Легко также получить общую формулу для расширения смешанного тен
зора, представляющую собой объединение формул (29) и (30).

Дивергенция. Расширение контравариантного тензора 1-то ранга яв
ляется смешанным тензором (I +  1)-го ранга. Из него может быть образо
ван контравариантный тензор (I — 1)-го ранга путем внутреннего умноже
ния на смешанный фундаментальный тензор (10), что может быть сделано 
различными способами. Соответственно этому, можно различать I, вооб
ще говоря, различных д и в е р г е н ц и й  контравариантного тензора. 
Одна из них имеет вид

=  2  4.в,' " Х  ■ (31>
аг8

Для симметричных и антисимметричных тензоров результат образо
вания дивергенции не зависит от того, какой из индексов а был при этом 
выделен.

Некоторые вспомогательные формулы. Прежде чем применять получен
ные формулы к различным специальным случаям, выведем некоторые диф
ференциальные свойства фундаментальных тензоров. Дифференцируя
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определитель | =  £ по координате жа, получаем

2 * 1 2 .  (32)
g  д х л £ Л  д х л °  д х *

и-ч

Из формул (24а), (24) и (32) имеем

з { , } - з ( ? } - т З * " ^ - ^ т й ? -  (зз )

Дифференцирование выражения (10) дает

з ! ; * — - 3  * £ * , « •  ( 3 4 )а  ао а
После умножения этого равенства на и суммирования по V или же 

после умножения на и суммирования по ц, принимая во внимание 
формулу (10), получаем два уравнения, которые в новых обозначениях 
индексов имеют вид:

дх

дх.

<3 5 >

“ З е т * 0118”  (36)

Расширение и дивергенция 4-векторов. Расширение ковариантных 
4-векторов дается формулой (28а). Переставляя индексы ц и V и производя 
вычитание, получаем антисимметричный тензор

дЛ дА
А ^ — Ащ =  -^Г ~  (286)

Расширение Да контравариантного 4-вектора Да дается формулой (30)

=  Ж  +  > 4  " 1 А '-? ( Г ]
Отсюда дивергенция

П) — V  / I V  =  V  / _1_ V  /  ^Т1 а Л
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Согласно соотношениям (33),

ф  А *] - (37)

Пусть А  ̂ в последнем выражении представляет собой контравариантный 

вектор гДе Ф скаляр; тогда получим известное обобщение
лапласиана АФ:

®  =  2 7 г 4 ( ^ * ” £ ) -  < 3 8 )

Расширение и дивергенция тензоров второго ранга. В применении к ко- 
вариантным и контравариантным тензорам второго ранга формулы (29) 
и (30) дают тензоры третьего ранга

?({**}л " +И л <29а)
^ + з( {  ” } + { : }  ^ т)- (зо«)

Легко убедиться в том, что «расширение» фундаментального тензора 
или равно нулю. Для дивергенции тензора по индексу V из соот
ношений (31), (30а) и (33) получаем

^ = з  + з ( Г }  л"У ^ \  <39>
'  V ТУ V *  ̂ /

Для а н т и с и м м е т р и ч н о г о  тензора (6-вектора) в силу сим
метрии выражения относительно индексов т и V имеем

В случае, когда тензор А ^  является симметричным, формула (39) 
допускает некоторое преобразование, которое окажется существенным 
в дальнейшем. Образуем взаимный к (Л^) ковариантный 4-вектор
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2  ^ ёр а  — А о’ 
V-

Н л ^ У Т )
— щ,---------^ * 8 2риУУ 7 \ ^ ° * а с

1
У7

А»*

Чао

) -

дх., дх.,

Отсюда, если тензор симметричен, получим 

, » ^ ( ' 9 ^  1 “ (XV ^(ху
дх., 2 дх„ Г 7 ) ; (41)

(XV

вводя смешанный тензор 2  ёо^А^ =  А^, можем также написать

(41а)А =  1 (V  9 л̂ ° _  Т  41
| /7  \ 2 л дхч 2 2 а % дха

V

Тензор Римана — Кристоффеля. Формула (29) позволяет дать простой 
вывод известного критерия того, является ли данное пространство с за
данным линейным элементом эвклидовым, т. е. можно ли соответствую
щим образом выбранной подстановкой добиться, чтобы с^2 было всюду 
равно сумме квадратов дифференциалов координат.

Образуем из ковариантного 4-вектора Ар двукратным расширением, 
согласно формуле (29), тензор третьего ранга {Ар»\). Тогда будем иметь:

-4ц̂ Л
д*Ар- )£+(?}

Аг

дх\

' _д_ 
дх1 МГ.1 Аа.

Отсюда непосредственно следует, что (Л^ху— ^ ул) представляет собой 
ковариантный тензор третьего ранга; выражение

- 2[ А,

также является ковариантным тензором третьего ранга, а выражение 
в квадратных скобках является тензором четвертого ранга (Кр^), ковари
антным по индексам р, V, А, и контравариантным по б. Все компоненты
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этого тензора исчезают, когда ^  становятся постоянными. Но тензор 
обращается в нуль всегда, когда это установлено относительно одной 
выбранной системы координат. Поэтому обращение в нуль скобок для 
всех комбинаций индексов также является н е о б х о д и м ы м  у с л о 
в и е м  того, чтобы линейный элемент можно было привести к эвклидо
вой форме; вопрос о том, является ли это условие д о с т а т о ч н ы м ,  
требует, конечно, дальнейшего доказательства.

V-тензоры. Из формул (37), (39) — (41) и (41а) видно, что компоненты 
тензоров зачастую входят с множителем У £. Поэтому мы собираемся ввес
ти специальное обозначение для тензорных компонент, умноженных на 
У  £ (или У —£, если % отрицательно). Такие произведения мы будем обо
значать заглавными готическими буквами; например, положим

А

=  с

для (̂ 40) и (Па); эти величины будем называть Т-тензорами (объемными 
тензорами)8. Будучи умножены на <1т, они приводят к тензорам в ранее 
определенном смысле, поскольку выражения У §  <1% — У д  с1хг е1х<, 
представляют собой скаляр. При этом способе записи формула (41а), на
пример, принимает вид:

*• = 2 ? — <41б>'
V

С. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
В ПРИСУТСТВИИ ЗАДАННОГО ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ

Каждому уравнению специальной теории относительности соответству
ет общековариантное в смысле предыдущего раздела уравнение в общей 
теории относительности. При выводе этих уравнений фундаментальный 
тензор рассматривается как заданный. Так получается обобщение тех 
физических законов, которые уже известны в специальной теории относи
тельности; при этом обобщенные уравнения описывают влияние гравита
ционных полей на те процессы, к которым эти уравнения относятся. Вна
чале неизвестными остаются только дифференциальные законы самого 
гравитационного поля, которые должны быть получены особо. Все осталь
ные (например механические, электромагнитные) законы мы будем объ
единять под названием «законы материальных процессов».

8 Теперь их называют «тензорными плотностями».— Прим. ред.
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§ 9. Теорема энергии-импульса 
для «материальных процессов»

Наиболее общим законом «материальных процессов» является теорема 
энергии-импульса. В специальной теории относительности в формулиров
ке Минковского — Лауэ этот закон записывается следующим образом:

др др ,, др д (Ц )
г х х  I г  х у  I г  х г  ( '  х '    1

дх ду дг д1 х

+  +  д(Ну} =  /
д х д у д г  д1 У̂

д1 ^  4 -  ^  -1- 4 -  д{" г) =  /  ( 4 2 )
дх ду дг д1 ^2

д (^х) д № у) д ( ^ 2) , д (— Г]) _  .
дх ду дг д1 ^

При этом в качестве временной координаты выбрано I — И, причем дейст
вительнее время I измеряется в единицах, в которых скорость света 
равна 1. Таблица

Р  X X Р  ху Р х г п
X

Р  ух Р  УУ Р у г %

Р г х Р г у Р гг I X 2

1 ъ г —  ц
представляет собой симметричный тензор (Т0У) второго ранга (тензор 
влергии), а совокупность величин

/*■ А - А -

является 4-вектором (К0), разумеется, по отношению к линейным ортого
нальным преобразованиям, которые только и допускаются в специальной 
теории относительности. Рассматривая соотношения (42) с формальной 
точки зрения, нетрудно видеть, что (К0) является дивергенцией тензора Г0У. 
С физической точки зрения рхх и т. д. означает «компоненты тензора натя
жений», I — вектор плотности импульса, 5 — вектор потока энергии, 
Г] —  плотность энергии, f  —  вектор внешних сил, действующих на едини
цу объема системы, и наконец, ш — энергию, передаваемую единице объе
ма системы в единицу времени.

Если рассматриваемая система замкнута, то правые части уравнений 
(42) равны нулю. Наша задача теперь состоит в том, чтобы найти общеко-
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вариантные уравнения, соответствующие уравнениям (42). Обобщенные 
уравнения формально также должны, очевидно, характеризоваться тем, 
что в них дивергенция некоторого тензора второго ранга приравнивается 
некоторому 4-вектору. Но при каждом таком обобщении возникает та 
трудность, что в общей теории относительности, в отличие от специальной, 
имеются тензоры различного характера (ковариантный, контравариант- 
ный, смешанный и, кроме того, "Г-тензоры); поэтому необходимо еще сде
лать выбор. Этот выбор не вносит, однако, с собой физического произвола; 
он сказывается только в том, какие переменные в этом представлении ока
зываются выделенными9. Выбор производится так,чтобы уравнения были 
по возможности более наглядными, и вводимые величины имели наиболее 
ясный физический смысл. Оказывается, что эти условия лучше всего вы
полняются, если тензор Ты является смешанным Г-тензором которому 
можно сопоставить в качестве 4-вектора {Ка) ковариантный объемный
4-вектор ®0. Взяв, согласно формуле (416), дивергенцию, получим в ка
честве обобщения (42) общековариантное уравнение

2-1 =  т 2 « ’ |‘ дх„ ^ -Т (42а)

При этом, сохраняя прежние обозначения, компоненты тензора £а можно 
записать в виде следующей таблицы:

V  =  1 V =  2 V =  3 V  =  4

6 =  1
Р х х Р х у Р х г 1х

<3 =  2
Р у х Р у у — Р у г І у

а =  3
Р г х — Р г у Р г г

<3 =  4
* Н Л

Компоненты 4-вектора $ 0 можно представить в виде
6 = 1

ї х

0 =  2 - и
б =  3 - и
6 =  4 I V

(43)

(44)

9 Это связано с тем, что из каждого те нзо ра путем умножения на фундаменталь
ный тензор или на У — 8 может быть получен тензор иного характера.

23 А. Эйнштейн, том I 353
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1 0 0 0 '

0 — 1 0 0
0 0 — 1 0
0 0 0 1

Соответствующий чисто ковариантный (или чисто контравариантный) 
тензор является симметричным. Легко увидеть, что уравнения (42а) пере
ходят в уравнения (42), если величины ^  принимают значения

(45)

Обсуждение уравнения (42а). Мы рассмотрим сначала частный случай, 
когда гравитационное поле отсутствует, т. е. когда все значения по
стоянны. В этом случае первый член в правой части уравнения (42а) обра
щается в нуль. Относительно изучаемой системы предполагается, что она 
занимает конечную область пространства (по х г, х2, х3). Интеграл от какой- 
либо величины Ф по координатам хг х2 х3, взятый по всему объему системы, 
обозначим через Ф. Тогда из уравнения (42а) после интегрирования по 
Xi, х2, хь получим

di _  -,
dx 4

(fri —=  w .ax±

Это — теорема энергии и импульса в обычной форме; из нее следует 
постоянство энергии ц и импульса t во времени при отсутствии внешних 
сил. В этом случае теорема энергии-импульса выражается, собственно, 
как закон сохранения, который в дифференциальной форме в случае отсут
ствия внешних сил («о =  0) записывается в виде

Ж
S â S 7 =  °- <42б>

V

В присутствии поля тяжести, т. е. в случае, когда величины g пере
менны, теорема сохранения не выполняется для рассматриваемых систем 
(ограниченных в пространстве) даже тогда, когда компоненты 4-вектора 

равны нулю. В этом случае не существует уравнения типа (426), по
скольку не обращается в нуль первый член в правой части уравнения (42а). 
С физической точки зрения это обстоятельство соответствует тому, что 
в гравитационном поле импульс и энергия материальной системы изменя
ются со временем, так как гравитационное поле передает импульс и энер
гию материальной системе. Физический смысл первого чцена правой части 
(42а) аналогичен, соответственно, второму члену. Компоненты первого
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представляют собой взятые с обратным знаком компоненты импульса и 
соответственно энергию, передаваемые гравитационным полем единице 
объема материальной системы в единицу времени.

Однако в случае исчезновения 4-вектора $ 0 необходимо потребовать, 
чтобы для материальной системы и соответствующего гравитационного 
поля существовал единый закон, выражающий постоянство суммарного 
импульса и суммарной энергии материи и гравитационного поля. Отсюда 
вытекает, что должна существовать совокупность величин V для гравита- 
ционного поля такая, что выполняется уравнение

Этот вопрос можно будет исследовать более детально, после того как будут 
сформулированы дифференциальные уравнения гравитационного поля.

Нетрудно увидеть, что для определения воздействия гравитационного 
поля на материальные процессы должны быть заданы величины

которые поэтому мы назовем «компонентами гравитационного поля».

Естественно измеряемые величины. Ранее уже подчеркивалось, что в об- 
щей теории относительности нельзя выбрать такую систему координат, 
в которой можно было бы пространственные и временные разности коорди
нат связать путем измерения с некоторым масштабом и часами в такой же 
мере непосредственно, как это делалось в случае специальной теории отно
сительности. Подобный привилегированный выбор координат возможен 
только для бесконечно малой области, когда полагается

Величины с?£, согласно § 2 , измеряются точно так же, как координаты 
в специальной теории относительности, однако они не являются полными

(42в)
V

(46)

§ 1 0 . У р а вн ен и я  движ епия  
непреры вно р аспр еделен н ы х масс

ds2 — У! Я dx dx — — d&— — dl2 +  dt2.U b  —  p. v s i  s 2 э 3 1 =4
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дифференциалами. В бесконечно малой области все величины можно отно
сить к системе координат в этом случае мы будем их называть «естест
венно измеряемыми» величинами. Систему координат назовем «нормаль
ной системой».

Согласно соотношению (17а), для бесконечно малого четырехмерного 
объема справедливо равенство

У — g  ̂dxi dx2 dx3 dx  ̂=   ̂dh  d l2 dl3 d|4. (47)

Пусть рассматриваемый объем расположен около бесконечно короткого 
отрезка бесконечно тонкой четырехмерной нити. Пусть dv означает интег
рал dx2 dx3. Выберем систему координат dl, таким образом, чтобы ось

d| 4 совпадала с осью нити; тогда d| 4 =  ds, и интеграл^ dl>1d\2d'̂ 3 означает
естественно измеренный покоящийся объем dvо нити. Согласно равенству
(47), имеем

У — g dv dXi =  dv0ds. (47a)

Единица массы. Массы двух материальных точек можно с р а в н и 
в а т ь  с помощью обычных методов. Для измерения массы требуется 
только одна единица массы. В качестве таковой определим количество 
воды, которое заключено в естественно измеренном объеме, равном еди
нице, в состоянии относительного покоя. Массы материальных точек, по 
своему определению, являются инвариантами относительно всех преобра
зований.

Скалярная плотность. Под скалярной плотностью непрерывно рас
пределенной материи мы понимаем массу, отнесенную к единице (движу
щегося вместе с ней) естественно измеряемого объема. Скалярная плот

ей
ность вместе с компонентами скорости ~  полностью характеризует
материю в смысле гидродинамики в случае, когда можно не обращать вни
мания на поверхностные силы.

Тензор энергии движущихся масс. Уравнения движения. Из скаляра

Ро и контравариантного 4-вектора скорости можно построить смешан
ный F-тензор

/ eto„ cto,,

«  =  Р » ^ - * 7 г г 2 * * т г г -  <48>
Р-

Напрашивается предположение, что величина (%1) представляет собой 
тензор энергии тяжелых масс, и что уравнения (42а) вместе с (48) соответ
356
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ствуют уравнениям Эйлера для случая несвязанных масс, т. е. для случая 
когда можно пренебречь поверхностными силами. Докажем справедли
вость этого утверждения; при этом мы заодно получим уравнения, найден
ные ранее в качестве уравнений движения материальной точки.

Пусть рассматриваемые массы находятся в бесконечно малом объеме 
XI, х2, хг. Интегрируя (42а) по этим переменным по всей «линии тока» и 
полагая для краткости йх2 йх3 — <1и, получаем

Подставляя сюда выражение (48) для и учитывая, что согласно соот
ношению (47 а)

10 Здесь следует упомянуть, почему нами для формулировки теоремы энергии- 
импульса было использовано уравнение (41), а не уравнение (39). Согласно 
уравнению (39), тензор энергии был б ы к о н т р а в а р и а н т н ы м  В-тензо-

Тогда в § 11 с помощью изложенного метода мы пришли бы к тому, что 
стали бы рассматривать в качестве компонент импульса и энергии компоненты

кование противоречит нашему физическому пониманию сущности импульса, 
будет здесь показано в весьма специальном случае.

В пространстве без гравитационного поля введем систему координат, 
отличающуюся от «нормальной системы» только тем, что ось хг составляет с осью

й
йХі | ^ 40^ |  =  2 { Г °̂ + (49)

XV

7 (IV о йв
(IV =   ■=-----------  -т—У   ̂ (ІХі (476)

и что
(50)

получаем уравнение

а
СІХі

+  \̂ $adv, (49а)
(*

УТ

или, введя для краткости 10 ковариантный 4-вектор

(51)

ром, и компонентами гравитационного поля следовало бы считать величины

к о н т р а в а р и а н т н о г о  4-вектора

857



Формальные основы общей теории относительности 1914 г*

окончательно имеем

ё  = +  <49б>у-с
Эти уравнения представляют собой уравнения движения материальной 

точки, если четвертая (временная) координата выбрана в качестве незави
симой переменной. Из таблицы (43) следует, что компоненты ( /а) по своему 
физическому смыслу являются взятыми с обратным знаком компонентами 
импульса или энергии материальной точки. В случае специальной теории 
относительности, когда величины ^  принимают значения (18), имеем

та
- 1г = у  1 — д2 ’

и  =

(52)

/ 1  — t  ’
где q — трехмерный вектор скорости, а д  — его абсолютная величина. 
Эти выражения находятся в соответствии с результатом специальной тео
рии относительности, если учесть, что, задавая для значение (18), мы 
тем самым выбрали в качестве единицы времени «световую секунду» 11.

Если f 0 в уравнении (496) обращается в нуль, т. е. если внешние силы 
обусловлены исключительно гравитационным полем, то отсюда после умно- 

dsc4 1жения уравнения на • —  и некоторых простых вычислений получают
ся эквивалентные (1) уравнения (23а), описывающие движения материаль
ной точки в гравитационном поле. Все это доказывает, что тензор в (48) 
действительно является тензором энергии движущейся материи.

Тензор энергии идеальной жидкости. Мы дополним теперь формулу
(48) таким образом, чтобы получить тензор энергии идеальной жидкости

х2 (в нормальной системе) угол <р, отличный от ~  . При этом

ds2 =  — dxj — dx| — 2dx\ dx2 cos ф — dxg -j- dx 
dx 2

Тогда, например, — I 2= m ~ ^  . Эта величина обращается в нуль, если точка
движется в направлении оси х х. Ясно, однако, что в рассматриваемом случае 
а-2-компонента импульса фактически существует и отличается от а^-компоненты 
только множителем cos ф. Но если теорема энергии импульса базируется на 
уравнении (41) и соответственно формуле (51) для вычисления импульса и энер
гии используется к о в а р и а н т н ы й  4-вектор, то в рассматриваемом слу- 

dx2 dx1
чае — / 2 =  — gwm =  т cos Ф == — /1 cos Ф, как и должно быть.

11 См. примечание на стр. 357.
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29 Формальные основы общей теории относительности

с учетом имеющихся поверхностных сил (давления) и изменения энер
гии, связанного с изменением плотности12. Тензор энергии в любом месте 
среды нетрудно получить в нормальной системе отсчета, в которой ось (1%, 
совпадает в рассматриваемой точке с элементом четырехмерной линии 
тока.

Пусть Ф — (естественно измеренный) объем такого количества вещест
ва, которое при нулевом давлении занимает объем Ф0 и имеет массу, рав
ную 1. Естественно измеренная энергия е этого количества вещества при 
занимаемом им объеме Ф равна

ф

1 —  ̂ рс1Ф,
Фо

если допускаются только адиабатические изменения состояния, причем 
через р обозначено естественно измеряемое давление. Согласно (52), энер
гия покоящейся единицы массы равна 1 , когда давление равно нулю. Взя- 
тый с отрицательным знаком интеграл представляет собой функцию одного 
давления р; мы обозначим его Р. Отсюда энергия на единицу объема полу
чается умножением на р0 =  . Выражение

Ро (1 +  Р)
представляет собой плотность энергии.

Искомый тензор задается при нашем выборе системы координат ком
понентами

— р О О О  
О — р О О

О 0 — р О

О О О  ро (1 +  Р)

В произвольно выбранной системе отсчета этот тензор, очевидно, пере
ходит в

г ;  =  -  р Ы + ро (1 +  р +  Р) ~  з  ^  ̂  • <48а>

При этом величины р0, р и Р, по нашему определению, являются

12 При этом мы ограничимся, однако, адиабатическими течениями жидкости с одно
родным адиабатическим уравнением состояния.

8 5 »
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скалярами. Полагая, для краткости,
Р оУ —  £(1 + р  + Р )  =  р*, 

уравнение (42а) можно представить в виде

Vдх0 дх„ V °У- <1в йв

1  ̂ йхи йх„
“ т З р ’ - а г - э г - ? г  +  * .- <5Е>р.У

Эти четыре уравнения определяют пять неизвестных функций р 
причем для последних справедливо соотношение

йхч
’р-'' йя йэ

йх7 
да

а величина р* является функцией давления р, определяемой из известного 
адиабатического уравнения состояния жидкости.

Величины g[̂ v и 3£0 считаются известными. Уравнения (53) заменяют 
уравнения Эйлера, включая уравнение непрерывности. В этом можно лег
ко убедиться, переходя к случаю специальной теории относительности и 
вводя дополнительно предположение, что скорости достаточно малы по 
сравнению со скоростью света, а давление мало настолько, что можно пре
небречь его влиянием на инертность.

§ ± ± .  Уравнения электромагнитного поля
Соображения, которые приводят к общековариантным законам для 

электромагнитных явлений, совершенно аналогичны аргументации в слу
чае специальной теории относительности; поэтому мы будем кратки.

Уравнения электромагнитного поля в вакууме. Пусть и — два 
дуальных контравариантных объемных 6-вектора [см. формулу (24)]. Из 
соотношения (40) следует, что выражения

у ^  у ^ *
^  дх ’ ^  дхV V у  V

являются компонентами контравариантных объемных 4-векторов. Если 
эти компоненты приравнять нулю, то можно получить уравнения Максвел
ла в вакууме в общековариантном виде. Легко убедиться, что эти уравне
860
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ния переходят в максвелловские, если ввести обозначения компонент 
6-векторов ^  И 3^* ПО следующей схеме

§23  £31  §12  £11  §21  §31  £ 23*  £ 31*  § 12*  § 14*  £ 24*  £ 34*

Ь х  Ь у  Ь г  ех  су с г/ Сг  Ь х  § у  Ь г

и учесть, что, согласно формуле (24),

ь =  ь*
е* - е,

если для величин glXV взять специальные значения (18).
Плотность зарядов. Ток конвекции. В сопутствующей системе, очевид

но, существует плотность электрических зарядов, являющаяся по своему 
определению скаляром. Получающийся отсюда умножением на У"—£> 
Г-скаляр мы обозначим через р(е>. Из него и контравариантного 4-вектора 
йх
~  мы образуем контравариантный объемный 4-вектор тока конвекции

(̂е) с1в

Уравнения Лоренца для вакуума. Приписывая все взаимодействия 
между материей и электромагнитным полем движению электрических, 
зарядов в лоренцовском смысле, следует опираться на уравнения

3 ^ = 0 .

(54>

Они представляют собой основные уравнения электронной теории Лорен
ца в общековариантной формулировке. Из них следуют законы, по которым 
гравитационное поле действует, на электромагнитное поле.

Уравнения электромагнитного поля движущихся тел для случая, когда 
рассматриваемые тела имеют равные единице диэлектрическую постоян
ную и магнитную восприимчивость. Электрическую и магнитную поляри
зации тел следует учитывать только в такой степени, в какой они приводят 
к плотностям электрических и магнитных зарядов; электрический и маг
нитный «ток поляризации» не должен появляться. Напротив, электри
ческий ток проводимости необходимо учитывать. Общековариантные 
уравнения поля для этого случая будут найдены, если в правой части

авь
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уравнений учесть как электрический или магнитный ток конвекции, так 
и электрический ток проводимости.

Пусть величина р<е) представляет собой суммарную плотность заряда 
электронов проводимости и поляризационных в определенном ранее смысле;

( Х̂и.\тогда выражение I р(е) I будет объемным 4-вектором тока конвекции, со
здаваемого электронами проводимости и поляризационными электронами. 
Пусть величина Р(ТО) представляет собой плотность магнитных зарядов в оп
ределенном выше смысле, появляющихся в результате (жесткой) магнит-

/ной поляризации. Тогда выражение является объемным 4-век
тором магнитного тока конвекции.

Равным образом, току проводимости соответствует объемный 4-вектор, 
который мы обозначим через (2^). Он определяется тем, что в «нормальной 
системе», с одной стороны,

2 1 =  —  №
14 £ 2 =  — Х$24, £ 3 =  — я г £ 4 =  О,

а с другой:
(1 х \ =  о, <1X2

0 , =  о, <1х 4   .

-Этим условиям можно удовлетворить, положив

аЦ
Тогда уравнения поля принимают вид

й х ,

2 1 г = р
V

дх,.
2 д х „

 [ь
’ (Щ *

(55)

(56)

Уравнения поля для изотропных электрически- и магнитно-поляри
зуемых движущихся тел. Обобщим рассматривавшийся до сих пор случай, 
приняв во внимание также электрический и магнитный токи поляризации. 
При этом будет предполагаться, что в сопутствующей нормальной системе 
компоненты поля пропорциональны этой поляризации.

Уравнения поля для этого случая мы получим из уравнений (56), если 
в правые части этих уравнений подставить выражения для объемного 
4-вектора тока электрической или магнитной поляризации. Электричес-
302
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кую поляризацию мы представим контравариантным объемным 4-векто
ром (фГе)), компоненты которого в сопутствующей нормальной системе опре
деляются равенствами

из которого с помощью дивергенции, согласно формуле (40), снова полу
чим контравариантный объемный 4-вектор электрического тока конвекции

Заметим, что для нормальной системы компоненты этого вектора имеют
в и д

Добавим выражение (59) в правую часть первого из уравнений (56), 
получим уравнения, которые в нормальной системе переходят в систему 
уравнений Максвелла для покоящихся тел. Тем самым обоснована спра
ведливость равенств (57) и (58), а также выражения (59).

Для магнитной поляризации, аналогично, положим

откуда для компонент объемного 4-вектора магнитного поляризационного 
тока получим выражение

(57)
а/3

Образуем из этого объемного 4-вектора объемный 6-вектор

(58)

(59)
V

3(б(в)«и) . а (би с, ) .
я* > я* ’

, дО(е)еД д Ы * 2)
ду ,

(57а)
а/3

(58а)
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Тогда уравнения поля принимают вид

V

2л дх„ Р(т) с1вдху Р(т) (1з ’ (60)
V

причем величины й11 связаны с 6-векторами поля соотноше
ниями

Вывод баланса энергии-импульса в смысле уравнения (42а) также не 
вызывает затруднений. Однако предыдущее рассмотрение в достаточной 
мере показывает, как надлежит записать уже известные законы природы 
в общековариантном виде.

В последнем разделе коэффициенты^, понимаемые с физической точ
ки зрения в качестве компонент гравитационных потенциалов, рассматри
вались как заданные функции координат ху. Теперь надо найти дифферен
циальные уравнения, которым удовлетворяют эти величины. Теоретико
познавательное значение развивавшейся до сих пор теории состоит в том, 
что она удовлетворяет принципу относительности в его наиболее широком 
смысле. С формальной точки зрения это основано на том, что система урав
нений о б щ е к о в а р и а н т н а ,  т. е. ковариантна по отношению к про
извольным преобразованиям координат.

После этого представляется необходимым, чтобы дифференциальные 
уравнения для были также о б щ е к о в а р и а н т н ы .  Однако мы 
покажем, что это требование необходимо несколько ограничить, если мы

V. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ДЛЯ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ

364
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хотим полностью удовлетворить принципу причинности. Именно, мы до
кажем, что законы, определяющие течение событий, в гравитационном 
поле не могут быть о б щ е к о в а р и а н т н ы м и .

§ 12. Доказательство необходимости ограничений 
на выбор координат

Мы рассмотрим некоторую конечную часть 2  пространства, в которой 
не происходят какие-либо материальные процессы. Тогда физические собы
тия в области 2  полностью определяются, если по отношению к использу
емой для описания координатной системы К  заданы величины ^  как 
функции координат ху. Совокупность этих функций будем символически 
обозначать через О(х).

Введем новую систему координат К ' , совпадающую с системой К  вне 
области 2 , но отличную от К  внутри 2 , такую, что относительно этой си
стемы К ' величины как и (вместе с их производными), всюду не
прерывны. Совокупность ^  обозначим символически через Є '(х'). Вели
чины <?'(£') и £(;г) описывают само гравитационное поле. Выразим входя
щие в координаты х„ через координаты х», т. е. образуем 0 '(х), тогда 
£ '(# ), равным образом, будет описывать гравитационное поле относитель
но системы К, которое, однако, не совпадает с имеющимся (или специально 
заданным) гравитационным полем.

Предположим теперь, что дифференциальные уравнения гравитационно
го поля общековариантны; тогда их решением будут 0 '(х ')  (в системе К '), 
если в системе К  решения суть С(ж). Тогда эти уравнения удовлетворяются 
в системе К  также и функциями 0'(х). Таким образом, относительно си
стемы К  существуют отличные друг от друга решения 0(х) и С1'(ж), несмот
ря на то, что на границе области оба решения совпадают, т. е. для общеко- 
вариантных дифференциальных уравнений гравитационного поля последо
вательность событий может быть неоднозначной. Если мы потребуем, 
чтобы развитие событий в гравитационном поле полностью определялось 
устанавливаемыми законами, то необходимо ограничить выбор координат
ных систем таким образом, чтобы было невозможно ввести новую систему 
координат К ' описанного выше вида без того, чтобы не нарушить введен
ного ограничения. Продолжение координатной системы внутрь некоторой 
области 2  не может быть произвольным.

8 0 5
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13. Ковариантность относительно линейных 
преобразований. 

Приспособленная система координат
После того, как мы видели, что система координат должна подчиняться 

некоторому условию, мы должны рассмотреть некоторые способы специа
лизации выбора системы координат. Весьма далеко идущее ограничение 
получается, если допустить только линейные преобразования. Если бы мы 
потребовали от физических уравнений лишь ковариантности относительно 
л и н е й н ы х  преобразований, то наша теория лишилась бы главной 
опоры. Действительно, преобразования к ускоренной или вращающейся 
системе не были бы тогда правомерными; отмеченная в § 1 физическая 
эквивалентность «центробежного» поля и поля тяжести не объяснялась бы 
их тождественностью. С другой стороны, полезно (как это будет видно из 
дальнейшего) наложить условие, чтобы линейные преобразования входили 
в число допустимых преобразований. Поэтому придется кратко сказать 
о той модификации, развитой в разделе В теории ковариантов, которая воз
никает, если вместо допустимых произвольных преобразований ограни
читься только линейными.

Ковариантность относительно линейных преобразований. Изложенные 
в § 3 — 8 алгебраические свойства тензоров не упрощаются даже тогда, 
когда рассматриваются только линейные преобразования; правила же 
образования тензоров при помощи операций дифференцирования (§ 9), 
напротив, становятся проще.

Именно, всегда имеем

Например, для ковариантного тензора второго ранга, согласно (5а), 
имеем также

Для линейного преобразования производные — “ и т. д. не зависят от
дхИ-

координат хъ, так что

дх

дх' ^  дхи дх дх ^хь 
Р ар8 Н- * Р

(
дА

Величина
ранга.

дх< также представляет собой ковариантный тензор третьего

зев
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Вообще можно показать, что в результате дифференцирования компо
нент произвольного тензора по координатам опять получается тензор, 
ранг которого выше на единицу, причем вновь появившийся индекс носит 
ковариантный характер. В этом состоит операция р а с ш и р е н и я  при 
ограничении только линейными преобразованиями. Поскольку вообще 
расширение в соединении с алгебраическими операциями составляет осно
ву образования ковариантных величин, мы тем самым владеем системой 
ковариантов относительно линейных преобразований. Обратимся теперь 
к некоторым соображениям, которые приведут к гораздо более слабому 
ограничению на выбор координат.

Закон преобразования интеграла I . Пусть Н  — некоторая функция ве-

распространенный по конечной части 2  пространства. Пусть используе
мой вначале системой координат является система К х. Нас интересует 
изменение А /, которое претерпевает интеграл /  при переходе от системы 
К х к бесконечно мало отличающейся от нее системе К 2. Обозначив черва 
ДФ приращение, которое получает произвольная относящаяся к некото
рой точке пространства величина Ф при этом преобразовании, согласна 
соотношению (17), сначала имеем

Приращение Л ^ ,  в силу закона преобразования (8), можно выразить 
через приращение Дд^, где

личин и их первых производных ~ —- , которые мы для краткости
О Х -о

обозначим также через Обозначим символом /  интеграл

/  =   ̂Н  V — 8 іїг, (61>

А (У~— 8 йх) =  О (62)
и, далее,

(62а)

ДЖ[а — х^
Тогда получим

д А х , д А х
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Соотношения (62а), (63) и (63а) представляют ЛЯ в виде линейной одно
родной функции первых и вторых производных от по координатам.

До сих пор мы не налагали никакого ограничения на вид зависимости 
величины Я  от ^  и Теперь мы примем, что Я  представляет собой 
инвариант относительно линейных преобразований, т. е. ДЯ должно обра

щаться в нуль, если исчезают вторые производные дж • ^Ри таком 
условии получаем “ 6

Интеграл ^  можно преобразовать в поверхностный, который обращается
дА х

в нуль, если на границе равны нулю величины Ах^ - дх • .
Приспособленная система координат. Рассмотрим опять часть 2 

нашего пространства, конечную по всем координатам, и будем относить 
ее сначала к системе координат К . Отправляясь от этой системы коорди
нат К , представим себе, что последовательно одна за другой вводятся 
бесконечно близкие системы координат К ', К "  и т. д. такие, что при пере-

обращаются в нуль. Все такие системы-назовем «координатными системами 
с совпадающими граничными координатами». Для каждого из бесконечно

д2А х ,

(64)

С помощью формул (64) и (62) находим

отсюда после интегрирования по частям получаем

(65)

Здесь мы ввели следующие обозначения:

(65а)

дН  д
дха дх.а

дДа5ходе от одной системы к следующей величины Ах^ и —д  на границе
а

308
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малых координатных преобразований между соседними системами семей
ства К , К ' , К " , . . .  имеем

^  =  О,
так что вместо равенства (65) получим

-1_ Д / =  —  ̂г /тА ж ^ . (66)

Среди всех систем с совпадающими граничными координатами имеется 
такая, для которой интеграл /  имеет экстремум по отношению к значениям
I  для всех соседних систем с совпадающими граничными координатами;
такую систему координат мы назовем « приспособленной к гравитационно
му полю системой координат». Для приспособленной системы, в силу ра
венства (66), выполняются уравнения

Вц =  0, (67)

поскольку внутри области 2 могут быть произвольны. Обратно, ра
венство (67) является д о с т а т о ч н ы м  условием того, чтобы система 
координат была приспособленной к гравитационному полю.

Если мы ниже установим дифференциальные уравнения для гравита
ционного поля, которые выполняются только в приспособленной системе 
координат, то тем самым нам удастся избежать трудности, на которую 
было указано в § 13. Действительно, благодаря ограничению приспособ
ленными системами координат заданную вне области 2  систему координат 
нельзя непрерывно продолжить внутрь 2  произвольным образом.

§ 14. /Г-тензор
Соотношение (65) приводит нас к теореме, которая имеет фундамен

тальное значение для всей теории. Если мы изменим гравитационное поле, 
соответствующее значению g^ , на бесконечно малую величину, т. е. вмес
то gv■v возьмем +  8gv̂ v, причем бĝ J'v должно исчезать в зоне конечной 
ширины, прилегающей к границам области 2 , то Я  переходит в Я  -К 6Я, 
а интеграл /  переходит в /  +  61. Мы утверждаем теперь, что уравнение

А {81} =  0 (68)

остается выполненным, причем величины также могут быть произ
вольными, если только системы координат (К 1 и Я 2) являются п р и с п о 
с о б л е н н ы м и  координатными системами для исходного гравита
ционного поля, т. е. при ограничении приспособленными системами коор
динат величины б /  представляют собой инвариант.
24 а .  Э й н ш тей н , том  I 368
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Для доказательства представим себе, что 6gv̂ v состоит из двух частей, 
и запишем

6^  =  6^  +  62§^\ (69)
причем обе части вариации выбираются следующим образом.

а) Пусть первая часть, выбрана так, чтобы система коорди
нат К г являлась п р и с п о с о б л е н н о й  не только к (фактическому) 
гравитационному полю ĝ v̂, но также и к (варьированному) гравитацион
ному полю ^  +  6#^. Это означает, что должно выполняться не только 
уравнение

5 ,  =  О,
но и уравнение

6^  =  0. (70)
Величины не являются независимыми друг от друга: они связаны
между собой четырьмя дифференциальными уравнениями.

б) Пусть вторая часть, 6 2£^, выбрана так, чтобы она была обязана 
простому изменению системы координат без изменения гравитационного 
поля, а именно, изменению в такой части области 2 , в которой вариация 
8gv̂ v отлична от нуля. Такая вариация характеризуется четырьмя неза
висимыми друг от друга функциями (вариациями координат). Ясно, что 
в общем случае 627?ц ={= 0 .

Суперпозиция обеих этих вариаций определяется
(10 — 4) +  4 =  10

независимыми функциями; они эквивалентны также п р о и з в о л ь н о -  
м у изменению Наше предположение будет доказано, если уравнение 
(68) доказать для обеих вариаций.

Доказательство для вариации 61. Взяв 61-вариацию соотношения (65), 
непосредственно получаем

А (611) =   ̂йт 2  (Да^б 1^ )  +  б ^ .  (65а)

Если на границе области 2  вариации 61 величин ĝ 'J и всех их производных 
обращаются в нуль, то, согласно формуле (656), обращается в нуль и пре
образуемая к поверхностному интегралу величина 61^. Отсюда и в силу 
условия (70) соотношение (65а) преобразуется в уравнение

А (6,1) =  0. (68а)

Доказательство для вариации 62. Вариация б2/  соответствует беско
нечно малому преобразованию координат при постоянных значения? коор
динат границы. Так как система координат должна быть приспособленной
370
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к исходному (не варьированному) гравитационному полю, то, согласно 
определению приспособленной системы координат, имеем

Предположим сначала, что рассматриваемое изменение гравитационно
го поля относительно системы координат К х выбрано в виде 62-вариации; 
тогда имеем

Если же эта вариация является 62-вариацией также и по отношению к си
стеме К 2 (что будет доказано), то относительно системы К 2 выполняется 
аналогичное уравнение

Теперь необходимо доказать, что рассматриваемая вариация является 
62-вариацией также относительно системы К 2. Обозначим через 6а (или 
соответственно 6?2) отнесенный к системе К\ (или соответственно к К 2) 
неварьированный тензор а через 6  ̂ (или 6?2) варьированный тензор 
отнесенный к системе К 1 (или К  К 2). От 6 а  К  6?2 И Л И  ОТ 6?, К  6г2 можно 
перейти с помощью преобразования координат Т; пусть обратное преоб
разование будет Т~х. Далее, от 6а к 6?2 можно перейти преобразованием ко
ординат і. Тогда тензор 6?2 получается из тензора 6?2 последовательностью 
преобразований

т. е. опять некоторым преобразованием координат. Тем самым показано, 
что рассматриваемое изменение величины ^  представляет собой 62-ва- 
риацию также относительно системы К 2.

Из уравнений (68а) и (686) следует, наконец, искомое уравнение (68).
Из доказанного предложения мы выведем существование некоторого 

комплекса, состоящего из 10 компонент, который при ограничении опреде
ленными системами координат обладает тензорным характером. Из равен
ства (61) имеем

б 2/  =  0.

62(/і )  =  0.

2̂ (^2) — 0*

После вычитания отсюда следует уравнение

62 (А /) =  А (62/ )  =  0. (686)

Т ^ - ї і - ї Т,

67 =  6 { ] ' Я Г _ § Л } =
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или, так как ( б ^ ) ,  после интегрирования по частям и,
принимая во внимание, что 6 ^  обращается в нуль на границе,

< 7 1 >

Мы доказали, что вариация б /  при ограничении приспособленными 
системами координат является инвариантом. Так как вариации б ^  
должны быть отличны от нуля только в некоторой бесконечно малой об
ласти, а выражение V — ёйт; является скаляром, то подынтегральное 
выражение, деленное на У  — £, т. е. величина

(72)
|ХУ

также является инвариантом: причем здесь мы положили

@  _  1 Н  —  у ,  А  ( д н  \ (73)
* д х в [ % Г - ) '

Далее, вариация так же, как и является контравариантным 
тензором, а отношения вариаций 6 ^  выбираются произвольно. Отсюда 
следует, что величина

©.у

при ограничении только приспособленными система координат представ
ляет собой ковариантный тензор, а с а м а  в е л и ч и н а  я в л я 
е т с я  с о о т в е т с т в у ю щ и м  к о в а р и а н т н ы м  7-т е н з о -  
р о м ,  а и м е н н о  [ в с л е д с т в и е  (73)]: с и м м е т р и ч н ы м  
т е н з о р о м .

§ 15 Вывод, уравнений поля
Можно думать, что в отыскиваемых уравнениях гравитационного поля, 

которые должны занять место уравнения Пуассона ньютоновской теории, 
тензор играет фундаментальную роль. Действительно, в силу сообра
жений § 13 и 14, мы потребовали, чтобы искомые уравнения, так же как 
тензор @У!Х, были ковариантны только относительно приспособленных 
координатных систем. Далее, так как мы видели в связи с уравнением
872
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(42а), что влияние гравитационного поля на материю описывается тензо
ром энергии то искомые уравнения должны установить некоторую 
связь между тензорами @ат и £д* Можно предположить, что

Здесь к — некоторая универсальная константа, а 51ах — симметричный 
ковариантный У-тензор, который связан со смешанным тензором энергии 

соотношениями

Определение функции Н. Отыскиваемые уравнения этим пока еще не 
определены полностью, поскольку еще не фиксирована функция Н.. До 
этого момента мы знали только, что Н  зависит лишь от ĝ J'v и и являет
ся скаляром относительно л и н е й н ы х  преобразований 13. Дальней
шие условия, которым должна удовлетворять функция Н, мы получим 
следующим образом.

Пусть — тензор энергии замкнутой материальной системы, нахо
дящейся в рассматриваемой области; тогда объемный 4-вектор ($ а) плот
ности сил в уравнении (42а) равен нулю. Уравнение (42а) выражает в этом 
случае исчезновение дивергенции тензора энергии материальной си
стемы; то же самое, в силу уравнения (74), справедливо для тензора 
или для образованного из него смешанного У-тензора @д. Для любого 
гравитационного поля должно также выполняться условие [ср. фор
мулы (416) и (34)]

Это условие на основании соотношений (73) и (65а) можно привести 
к виду

13 Без последнего введенного в § 14 требования для В а нам не удалось бы наити 
соотношение (65а); предложенное далее в тексте рассмотрение в целях опреде
ления функции не удается провести, если отказаться от этого требования. 
Ниже дается оправдание этому.

@ат =  к%ат (74)

V

или (7 5 )

Т

(76)
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1 эн У - е\
2 й е?  I

(76а)

(6о =  1 или 0, в зависимости от того, б =  V или в ф  V).  Если тензор £ от 
задан, то 10 уравнений (74) могут служить для определения 10 функций 
Однако, ^  должны также удовлетворять и четырем уравнениям (67), 
так как система координат должна быть приспособленной. Следователь
но, число уравнений больше, чем число искомых функций. Это происходит 
только тогда, когда не все уравнения независимы. Необходимо потребо
вать, чтобы уравнения (67) удовлетворялись, если удовлетворяются урав
нения (74). Из уравнений (76) и (76а) нетрудно видеть, что это будет в том 
случае, если выражение ^  (величины которого являются функциями ^  
и как и Н ) тождественно равно нулю для каждой комбинации индексов.
Таким образом, функция должна выбираться из условия

«Я =  0. (77)
Потребуем дальше (формальное обоснование этого я дать не могу), что

бы функция Н  была однородной функцией второй степени относительно 
g\>̂v' Этим функция Н  определяется полностью с точностью до некоторого 
постоянного множителя.- Действительно, так как она должна быть скаля
ром относительно линейных преобразований, то отсюда с учетом выше
указанного предположения вытекает14, что она равна некоторой линейной 
комбинации следующих пяти величин:

.
дха дхт ’ 2л °  дха дха, ’ 2л ® дх дху ’

у .  .  у .
дха дха, ’ /А  ® а3 дха

Условие (77) приводит, наконец, к тому, что функция Н , с точностью до 
некоторого постоянного множителя, совпадает с четвертой из этих вели
чин. Поэтому мы положим 15, учитывая уравнения (35) и произвольно

14 Доказательство этого хотя и просто, но длинно; поэтому мы опускаем его.
15 Выражая Н  через — компоненты гравитационного поля {ср. формулу (46)], 

получаем

Н =  -  3  г"'г£тГ^..

где

3
[АТ

дН V - дН У - Е +  4 - в ? я у :
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распоряжаясь константой, что

(78)
а& тр  Р а

Мы ограничимся доказательством того, что при таком выборе функции Н  
тождество (77) действительно выполняется.

С помощью соотношений

dg =  g 2  gaxdgsx =  — g Ц  g6Tdg0T,
ОТ ОТ

f e (3 =  —
[XV

получим из формулы (78)

^  ,.т д Н  V —  g 1 т т  л Г ---SV , 1 ,,т dgV-V-

Qgax — ~2 ' & 3 4 ' & 2 j  8 dxa dxx
i  [a [a 't

2 ^  <bV, dx., ’pp X P P

эн Y
[AT

da: dx,
p p

(79)

[AT T

Отсюда следует сделанное выше утверждение.
Мы получим теперь чисто формальным путем, т. е. не привлекая непо

средственно наших физических знаний о гравитации, вполне определен
ные уравнения поля. Чтобы записать их в более подробной форме, умно
жим уравнение (74) на gVT и просуммируем по индексу т; тогда, принимая
во внимание формулу (73), находим

\л^т(д Н У ~ §  д YdHV^Tg-1\ ( т
xZ° =  £ g ( “ a r — J) ’ (80)

ИЛИ ____
v  vт dH Y — g

dxa ' dga~ат a  о  а ____ ____

=  на: +  2  ( -  g "  д- ^ = ^ + с  J S ^ U ~ ) ■ & * >
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При этом, поскольку наша система координат является приспособленной, 
в силу соотношений (67) и (65а) выполняется уравнение

у ± ± ( г -лд2 Ц С Е 1 ) =  о
дх^дха \° дgax / ’атч а

и, в силу соотношения (80), уравнение

(80б)

Благодаря соотношениям (78), (79) и (46), мы можем вместо уравне
ний (80а) и (806) получить следующие:

Б  =  - *  (* ;  +  « ,  (81)
аз а

SôâT ~  (^2в)
V

где

=  <8 1 а >

iv — — Y - t  v  { „ ^ I h n L  . ÎÉ l 'L _ _ L f i V T i î ï ü l .
4x 2л  \® dx„ dx„ 2 a dx„ dx_

jxp/рт P

JXpTT'
Уравнения (81) вместе с выражениями (81а) и (816) представляют собой 

дифференциальные уравнения гравитационного поля. Уравнения (42в), по 
предположениям § 10, выражают закон сохранения энергии и импульса 
материи и гравитационного поля вместе. Величины ta, относящиеся к гра
витационному полю, по своему физическому смыслу аналогичны компо
нентам $а тензора энергии-импульса (F-тензора). Необходимо подчеркнуть, 
что ta ковариантны не по отношению к произвольным преобразованиям, 
а только по отношение к л и н е й н ы м ;  тем не менее мы назовем (t*) тен
зором энергии гравитационного поля. Аналогично Г з̂ являются компо
нентами напряженности гравитационного поля.

Система уравнений (81), несмотря на свою сложность, допускает про
стую физическую интерпретацию. Левая часть выражает своего рода ди
вергенцию гравитационного поля. Она зависит, как показывает правая.
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часть, от компонент полного тензора энергии. При этом важен вывод, что 
тензор энергии гравитационного поля так же, как и тензор энергии мате
рии, сам возбуждает поле.

§ 16. Критические замечания об основах теории
В основе изложенной теории лежит то обстоятельство, что в бесконечна 

малом всюду справедлива специальная теория относительности. Это ста
нет ясным, если показать, что при соответствующем выборе вещественных 
координат величины в некоторой произвольно заданной точке прини
мают значения

—  1 0 0 0
0 —  1 0 0
0 0 —  1 0
0 0 0 1.

Это как раз тот случай, когда поверхность второго порядка

|ХУ

для каждой встречающейся в нашем пространстве системы значений g ^  
всегда обладает тремя мнимыми осями и одной вещественной осью. Если: 
Ал, Л.2, А3, А4 — квадраты обратных значений полуосей поверхности, то' 
они удовлетворяют уравнению четвертой степени

1 ^ - ^ 1  =  0 =  -  *■) ^  ~  *■) ~  Х) ’ 
Справедливо соотношение

=  8-
Чтобы величины не принимали бесконечных значений, необходимо- 

потребовать, чтобы величина g нигде не обращалась в нуль; тогда g<̂ v пред
ставляют собой деленные на g миноры определителя gVlV. Среди А в этом 
случае нет значений, равных нулю. Если также для некоторой точки 
пространства выполняются неравенства Ал <^0, Л2 0, А,3 0, 0, то эти
неравенства имеют место всегда; прострднственно-временной характер 
нашего пространства соответствует также в окрестностях всех точек слу
чаю, положенному в основу специальной теории относительности. Матема
тически это можно выразить следующим образом: из четырех взаимно 
«перпендикулярных» друг другу линейных элементов, проведенных из 
некоторой точки, имеется один «временно-подобный», три остальных — 
«пространственно-подобные».
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Этим еще не определено отношение свойств временно- и пространствен- 
но-подобности к с и с т е м е  к о о р д и н а т  В то время как в спе
циальной теории относительности каждый линейный элемент, если только 
дхь отлично от нуля, всюду временно-подобен, а каждый линейный элемент 
с  равным нулю пространственно-подобен, этого нельзя утверждать для 
нашей приспособленной системы координат. Весьма возможно себе пред
ставить, что для достаточно большой части мира в целом нет такой оси 
координат, которую можно было обозначить как «ось времени»; наоборот, 
линейные элементы н е к о т о р о й  оси являются частично временно
подобными, частично пространственно-подобными. Эквивалентность четы
рех измерений мира была бы тогда не только формальная, но и полная. 
Этот важный вопрос пока что должен остаться открытым.

Необходимо указать на один еще более далеко идущий вопрос принци
пиального значения, на который я не могу ответить. В обычной теории 
относительности каждая линия, которая может описывать движение неко
торой материальной точки, т. е. каждая состоящая только из временно-по
добных линейных элементов линия обязательно должна быть незамкну
той; действительно, такая линия не содержит элементов, для которых с1х± 
исчезает. Соответствующего утверждения в развиваемой здесь теории 
сделать нельзя. Поэтому априори можно представить себе такое движение 
точки, при котором четырехмерный путь точки был бы замкнутой кривой. 
В этом случае о д н а  и т а  ж е  материальная точка может присутство
вать в произвольно малой пространственно-временной области в о  м н о -  
т и х  в н е ш н е  н е з а в и с и м ы х  д р у г  о т  д р у г а  э к з е м 
п л я р а х .  Это противоречит коренным образом моей физической интуи
ции. Однако я не в состоянии привести доказательство того, что возмож
ность появления таких кривых исключена в развитой теории.

Так как после такого признания я не уверен в том, что не вызову на ли
цах читателей сострадательной улыбки, то не могу удержаться от следую
щего замечания относительно существующего понимания основ физики. 
Д о Максвелла законы природы в п р о с т р а н с т в е н н о м  отношении 
-были в принципе з а к о н а м и  и н т е г р а л ь н ы м и ;  под этим пони
мается, что в элементарные законы входили расстояния между удаленны
ми друг от друга на конечную величину точками. Такое описание природы 
кладет в основу эвклидову геометрию. Последняя не значит вначале ни
чего, кроме совокупности следствий из геометрических аксиом; она пока 
не имеет физического содержания. Но геометрия становится некоторым 
физическим знанием тогда, когда к ней добавляется определение, что две 
точки некоторого «жесткого» тела должны определять некоторое вполне 
определенное и независимое от положения тела расстояние; законы до
полненной этим утверждением геометрии либо выполняются (в физическом 
-смысле), либо не выполняются. Геометрия в этом расширенном смысле и
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представляет собой ту геометрию, которая кладется в основу физики. За
коны геометрии с этой точки зрения следует рассматривать как физичес
кие интегральные законы, причем они имеют дело с расстояниями между 
удаленными на к о н е ч н у ю  величину точками.

Благодаря Максвеллу с тех пор в физике произошел решительный пере
ворот, во время которого постепенно победило представление о том, что в 
элементарных законах расстояния между конечноудаленными точками не 
могут появляться, т. е. «теория дальнодействия» была заменена «теорией 
близкодействия». При этом, однако, забылось, что эвклидова геометрия, 
в том виде, как она применялась в физике, также состоит из физических 
утверждений, которые с физической точки зрения устанавливались из ин
тегральных законов ньютоновской механики точки. Это означает, на мой 
взгляд, некоторую непоследовательность, от которой нам нужно освобо
диться.

Поиски решения снова приводят нас к тому, чтобы вместо координат 
использовать сначала произвольные параметры для описания четырех
мерного пространственно-временного континуума, который нас окружает.

Мы снова приходим к рассмотрению, которое было проведено в разде
лах В и С настоящей статьи, с тем единственным отличием, что взаимо
связь величин gl̂ v с гравитационным полем не предполагается. Если бы мы 
пожелали сохранить эвклидову геометрию (в указанном смысле), то вместо 
выведенных в этом разделе уравнений мы получили бы уравнения, кото
рые являются следствием следующего утверждения: координаты могут 
быть выбраны таким образом, чтобы величины gl̂ v не зависели от Таким 
путем мы пришли бы к требованию, чтобы компоненты введенного в § 9 
тензора Римана — Кристоффеля исчезали в этом случае, обращались в 
нуль. Тем самым законы эвклидовой геометрии были бы сведены к диффе
ренциальным уравнениям; однако при такой формулировке существа дела 
чувствуется, что с точки зрения последовательного проведения теории близ
кодействия эта возможность отнюдь не является наиболее простой и оче
видной.

Е. НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
О ФИЗИЧЕСКОМ СМЫСЛЕ ПОЛУЧЕННЫХ ЗАКОНОВ

При выводе законов я старался, насколько это было возможно, оста
ваться на формальной точке зрения. Теперь, чтобы не оставлять пробелов 
в изложении рассматриваемого вопроса, осветим кратко и физический 
смысл полученных результатов. При этом, чтобы не затемнять изложения 
сложными математическими выкладками, мы ограничимся рассмотрением 
некоторых приближений.
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§ 17. Построение приближенных уравнений 
с различных точек зрения

Из широкой области применимости уравнений специальной теории 
относительности следует, что в доступной нашему восприятию простран
ственно-временной области величины ^  можно приближенно считать 
постоянными. Поэтому мы положим

e,iv — £p.v +
+  te :) (82)

где величины glxVo и goV принимают значения
—  1 0 0 0

0 —  1 0 0
0 0 —  1 0
0 0 0 —  1.

(82a)

При этом величины hy,4 и рассматриваются как бесконечно малые перво
го порядка, между которыми при пренебрежении бесконечно малыми вто
рого порядка выполняются соотношения

=  — V -  (83)
Здесь, как и у Минковского, временная координата выбрана чисто мни
мой; этим объясняется, что (g44)o=  go4 =  — 1 и чт0 система уравнений 
остается ковариантной относительно линейных о р т о г о н а л ь н ы х  
преобразований. При выборе мнимой временной координаты g14, g24 и g34 
будут мнимыми, так же как У  — g; справедливость выведенных нами
уравнений, тем не менее, остается гарантированной, поскольку от вещест
венной временной координаты к мнимой можно перейти линейным преоб
разованием. Предположением (82а) достигается также и то, что естествен
но измеряемые длины и координатные длины в рассматриваемой области 
совпадают с точностью до бесконечно малых первого порядка.

Заменим уравнения (81) и (81а) уравнениями, которые получаются от
сюда при пренебрежении бесконечно малыми величинами второго и выс
ших порядков. Тогда величина обращается в нуль и мы получаем

=  гхЖа, (84)S дх\
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Введем дальнейшее приближение тем, что в тензоре будем учиты
вать только те члены, которые соответствуют весомой материи, причем 
члены, обязанные своим происхождением поверхностным силам, опус
каются. При этих предпосылках соотношение (48) дает тензор энергии. 
Так как, согласно соотношению (48), тензор конечен, то получается 
далеко идущее приближение, если в (48) пренебречь также и бесконечно 
малыми первого порядка. Тогда получим

с£гп ёх
£а =  — Ф0 • (846)

Подставляя это выражение для в уравнение (84), находим (если ле
вую часть уравнения (84) обозначить через ЕЛ0У)

йх с1х̂
□  /г0„ =  хр0 . (85)

В этом уравнении х х, хг, х5 пространственные координаты, ж4=

ЛГ с1х{> <1х\
Л2 ой2

йх1 — эле-(мнимая) временная координата, а сІ80 =  йЬ
мент «собственного времени» МиНКОВСКОГО. Г л 2 <̂ 2 с?£2

После того, как мы заменили уравнение (81) приближенным уравне
нием, сходство которого с уравнением Пуассона в ньютоновской теории 
тяготения бросается в глаза, мы проделаем то же самое с уравнениями 
движения материальнохі точки (496) вместе с уравнением (51). Исходное 
приближение получаем, полагая вместо уравнения (51)

йх,
т (86)

Введем в эти уравнения трехмерный вектор скорости с|, абсолютная 
величина которого равна

т 9.г- л  =

- 1* =

/ 1  — 92

У і — <72 

т г
У І — <?2

(86а)

— /  л =  і
/ 1 -

Выбор мнимой временной координаты приводит здесь к тому, что энер
гией является не / 4 [как было бы в соответствии с уравнениями (52)], 
а ; / 4.
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Вместо уравнения (496) в отсутствие внешних сил, вследствие уравне
ния (84а) получаем

d (— I ) \  dh dx
— з г ^ - — 4 - S - s г -з г ( - ^ -  <87>

VT

Уравнения (85), (86), (87) в первом приближении заменяют ньютонов
скую теорию тяготения.

Теория Ньютона как приближение. Если положить скорость q беско
нечно малой и, соответственно, сохранить в уравнениях только члены, 
содержащие компоненты q в наименьшей степени, мы приходим к ньюто
новской теории.

Тогда вместо уравнения (85) получим уравнения

□  ЛОУ =  0 (при \ ф  а ф  4) А
□  Ам =  - х р 0, J 

а вместо уравнения (87)

- =  -|-2rad/l44- (87а)

Из уравнений (85а) можно заключить, что в этом случае (при соот
ветствующем выборе граничных условий на бесконечности) все величи
ны hav, кроме /г44, обращаются в нуль; из уравнения (87а) следует, что ве
личина — ^  играет роль гравитационного потенциала. Обозначим эту 
величину через Ф; тогда получим уравнения

х
У□ Ф = т Р о ,

d ( m )  1 m 1 ^■ - — =  — т grad Ф,

находящиеся в согласии с теорией Ньютона в том случае, когда второй
„ а2Ф - а2Фпроизводной -Qp можно пренебречь по сравнению со значением и т. д.

В ньютоновской теории первое из уравнений (88) гласит
а2Ф , а2Ф . а2Ф . „  
~д& +  W  +  ~  р° ;

отсюда имеем
£  =  4д К.

Константа# имеет значение 6,7-10 8, если в качестве единицы времени 
взята секунда; если же за единицу времени взята световая секунда, то
882
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6 7-10-8значение К  равно  ̂ ^ 20 . Поэтому получаем

« = 8 " - ?^ 1 = 1 .8 7 -1 0 -эт. (89>

Для естественно измеренного расстояния между соседними пространствен
но-временными точками в случае ньютоновского приближения имеем:

Iй‘2 =  2  Я\̂  й — — Лх2 — (1у2 — (1г2 +  (1 +  2Ф) с^2.

Для чисто п р о с т р а н с т в е н н о г о  интервала
 =  <1х2 4- с1у 2 +  dz2.

Длины в системе координат совпадают с естественно измеренными дли- 
нами, т. е. с рассматриваемой точностью справедлива эвклидовская геомет
рия расстояний. Для чисто временных интервалов

<&а = (  1 +  2Ф )Л а,
или

С?5 =  (1 +  Ф)
Естественно измеренной длительности соответствует отрезок време

ни ^ /(1  — Ф). Скорость хода часов также изменяется как (1 +  Ф), увели
чиваясь с ростом гравитационного потенциала. Отсюда можно заключить, 
что спектральные линии, испускаемые на Солнце, сдвинуты в красную- 
часть спектра по отношению к соответствующим спектральным линиям 
света, излучаемого на Земле на величину

^  =  2 - Ю Л

Для световых лучей ((к =  0) получаем соотношение
у й х 2 + йу* + <1г2 _ 1 I ф

Скорость света не зависит от направления, но изменяется с изменением 
гравитационного потенциала. Отсюда следует искривление пути светового 
луча в гравитационном поле.

Наконец, вычислим импульс и энергию материальной точки в ньюто
новском поле, причем будем основываться не на уравнении (86а), а на 
точном уравнении (51). Подставляя в него для величин £01Х значения

— 1 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 — 1

зва
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а вместо йхч — величины
<1х (1у с1г г с?/;

ограничиваясь членами первого порядка по /г44, снова обозначая
через Ф, а также пренебрегая членами более высокого порядка, чем вто
рой по скорости, получаем

—  11 =  т ( 1 —  Ф ) д х ,

Так как величина (— / 1) представляет собой ^-компоненту импульса, 
а величина (г74) — энергию материальной точки, то отсюда следует, что 
инертная масса с уменьшением гравитационного потенциала увеличи
вается. Это находится в согласии с развитыми здесь представлениями. Дей
ствительно, так как согласно нашей теории пространству не придается 
самостоятельного физического качества, то инертность некоторой массы есть 
следствие ее взаимодействия с остальными массами; это взаимодействие 
должно увеличиться от того, что к рассматриваемой массе приближаются 
другие массы, т. е. когда значение величины Ф уменьшается.

Поступила 26 ноября 1914 г.

Эго — последний большой обзор всех работ Эйнштейна, написанных до создания 
правильной теории тяготения. Трудности, возникшие на пути теории, в основном скон
центрировались на построении тензора энергии-импульса. Эйнштейн вводит в эти 
работы то, что сейчас называется псевдо-тензором энергии импульса гравитационного 
поля, который обладает тензорными свойствами по отношению к линейным преобра
зованиям. Лишь через год, в 1915 г ., в работе «К общей теории относительности» 
(статья 34) Эйнштейн отказывается от условия равенства нулю обычной (нековариант- 
ной) дивергенции тензора энергии импульса и приходит к верному уравнению поля 
тяготения, известному теперь под названием «уравнения Эйнштейна».

В созданном варианте теории Эйнштейн выводит два следствия — смещение спек
тральных линий и отклонение луча света в поле Солнца. Третий эффект — движение 
перигелия Меркурия— был открыт в 1915 г. и опубликован в статье 36, в которой так
же впервые дано правильное выражение для отклонения луча света.

Можно еще отметить, что в настояшей статье уже используются верхние и 
нижние индексы (обозначения Риччи и Леви-Чивиты).

г74 =  т [ ( 1  +  ф)  +  1 ( 1 _ ф ) 92 #
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После того как два видных специалиста выступили в этом журнале со 
своими возражениями против теории относительности, читателям, вероят
но, будет небезынтересно познакомиться и с воззрениями сторонника 
этого нового теоретического направления. Эти воззрения в самом сжатом 
виде излагаются ниже.

В настоящее время следует различать две теоретические системы, под
падающие под название «теории относительности». Первая из них, кото
рую мы назовем «теорией относительности в узком смысле», опирается на 
большое число экспериментальных данных и воспринимается большинст
вом физиков-теоретиков как простейшее теоретическое выражение экспе
риментальных фактов. Вторая теория (называемая далее теорией относи
тельности в широком смысле) пока еще совсем не обоснована физическим 
экспериментом. К этой второй теории большинство специалистов относит
ся скептически или враждебно. Следует тут же заметить, что сторонником 
теории относительности в узком смысле можно быть р не признавая спра
ведливость теории относительности в широком смысле. Поэтому мы будем 
обсуждать эти теории по отдельности.

I. ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ В УЗКОМ СМЫСЛЕ

Как известно, уравнения механики, основанной Галилеем и Ньютоном; 
справедливы не в любой движущейся системе координат, если допускают
ся только такие центральные силы, которые удовлетворяют закону равен
ства действия и противодействия. Однако, если движение рассматривается 
в системе К, в которой в указанном смысле законы Ньютона выполняются, 
то эта система координат не будет единственной, относительно которой

* Zur Relativitätsproblem.  Scienlia (Bologna), 1914, 15, 337— 348. (В том же томе 
[Supplemento, 137] напечатан ее французский перевод.— Прим. ред.).

2 5  А .  »й н ш тей н , т о м  I 385



К проблеме относительности 1914 г.

справедливы законы механики. Всякая произвольно ориентированная 
в пространстве движущаяся равномерно и прямолинейно относительно 
К  система координат К ' также обладает тем свойством, что в ней действу
ют упомянутые законы движения. Утверждение о равноправии всех таких 
систем координат К , К" и т. д. для формулировки законов движения и во
обще всех законов физики мы назовем «принципом относительности» 
(в узком смысле).

Если допускать, что в основе теоретического описания всех явлений 
должна лежать классическая механика, то можно не сомневаться в спра
ведливости принципа относительности. Но даже без этого допущения, а 
только с точки зрения опыта, трудно усомниться в том, что принцип относи
тельности выполняется. В самом деле, если бы он не выполнялся, то на 
явления природы в системе координат, покоящейся относительно Земли, 
оказывало бы влияние годичное движение Земли вокруг Солнца; в резуль
тате этого движения в земных лабораториях должна была бы проявляться 
физическая анизотропия. Однако, несмотря на самые усердные старания, 
физики никогда не наблюдали подобную анизотропию.

Следовательно, принцип относительности так же стар, как и механика, 
и, казалось бы, никто не может сомневаться в нем с точки зрения опыта. 
И если такие сомнения все же высказывались и высказываются еще теперь, 
то это следует объяснить тем, что электродинамика Максвелла — Лоренца 
кажется несовместимой с принципом относительности. Кто может предста
вить себе замкнутость этой теории, малое число предположений, положен
ных в ее основу, и достижения ее в теоретическом описании опытов в обла
сти электродинамики и оптики, тот едва ли сумеет избавиться от впечат
ления, что основы этой теории следует считать столь же окончательно 
установленными, как, например, уравнения классической механики. 
Не удалось также и поставить рядом с этой теорией другую, которая могла 
бы хоть в какой-то степени соперничать с нею.

Легко указать, в чем состоит кажущаяся несовместимость электродина
мики Максвелла — Лоренца с принципом относительности. Пусть уравне
ния этой теории выполняются в системе^. Это означает, что относительной 
всякий световой луч распространяется в пустоте с определенной, неза
висящей от своего направления и движения источника света скоростью с; 
это утверждение в дальнейшем будет называться «принципом постоян
ства скорости света». Если же этот световой луч рассматривается наблю
дателем, движущимся относительно К , то скорость распространения свето
вого луча с точки зрения этого наблюдателя должна, вообще говоря, отли
чаться от с; например, если свет распространяется вдоль положительного 
направления оси х системы К  и наш наблюдатель движется в том же на
правлении с постоянной скоростью V, то, казалось бы, можно прямо ут
верждать, что скорость света с точки зрения движущегося наблюдателя
386
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должна быть с — V. Таким образом, относительно наблюдателя, т. е. отно
сительно движущейся системы отсчета К \  принцип постоянства скорости 
света представляется недействительным. Следовательно, здесь кроется 
очевидное противоречие с принципом относительности.

Однако точный анализ физического содержания наших высказываний 
о пространстве и времени показал, как известно, что отмеченное противо
речие является лишь кажущимся, поскольку оно вытекает из следующих 
двух произвольных предположений:

1. Утверждение об одновременности двух событий, происходящих 
в разных точках пространства, не зависит от выбора системы отсчета.

2. Пространственное расстояние между точками, в которых одновре
менно происходят два события, не зависит от выбора системы отсчета.

Поскольку и теория Максвелла — Лоренца, и принцип относительно
сти находят широчайшее подтверждение на опыте, нам остается лишь отка
заться от обоих только что указанных произвольных предположений, ка
жущаяся очевидность которых основывается только на том, что свет изве
щает нас, казалось бы, мгновенно о событиях, происходящих в удаленных 
областях, и что скорости тел, с которыми мы встречаемся в повседневном 
опыте, малы по сравнению со скоростью света.

Отказываясь от этих произвольных предположений, мы приходим к 
объединению принципа постоянства скорости света, следующего из 
электродинамики Максвелла — Лоренца, и принципа относительности. 
Становится возможным предположение, что один и тот же световой луч 
распространяется в пустоте со скоростью с не только в системе отсчета К, 
ной в каждой другой системе отсчета К \  движущейся равномерной пря
молинейно относительно К . Следует только соответствующим образом вы
брать уравнения преобразования от пространственно-временных коорди
нат (х, у , 2, г) в системе К  к пространственно-временным координатам 
(х*, у\ г", £') в системе К 1; система уравнений преобразования для этих 
четырех величин, получаемая таким образом, называется «преобразованием 
Лоренца». Это преобразование Лоренца должно заменять соответствующие 
уравнения преобразования, которые до создания теории относительности 
считались единственно возможными, но были основаны на указанных вы
ше предположениях «1» и «2».

Эвристическая ценность теории относительности состоит в том, что она 
указывает условие, которому должны удовлетворять все уравнения, вы
ражающие общие законы природы. Каждая система таких уравнений дол
жна при применении преобразования Лоренца сохранять свой вид (кова
риантность относительно преобразования Лоренца). Минковский указал 
простую математическую форму, к которой должны приводиться системы 
Уравнений, ковариантные относительно преобразования Лоренца; благо
даря этому он достиг того преимущества, что для проверки вопроса о том,
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удовлетворяют ли уравнения указанному условию, вовсе не требуется 
практически совершать над ними преобразование Лоренца.

Из сказанного ясно следует, что теория относительности вовсе не яв
ляется средством для вывода еще не известных законов природы из ничего. 
Она дает лишь универсально применимый критерий, ограничивающий 
число возможностей; в этом отношении ее можно сравнить с законом со
хранения энергии или со вторым началом термодинамики.

При рассмотрении наиболее общих законов теоретической физики ока
залось, что механику Ньютона следует изменить так, чтобы она соответст
вовала требованиям теории относительности. Видоизмененные уравнения 
механики оказались применимыми к катодным лучам и [3-лучам (т. е. 
к движению свободных электрически заряженных частиц). Вообще теория 
относительности еще не знает логических противоречий и не вступает в 
конфликт с результатами опыта.

Здесь следует особо подчеркнуть только один результат теории относи
тельности, поскольку он имеет важное значение для последующего изложе
ния. Согласно механике Ньютона, инерция (т. е. инертное сопротивление 
ускорению центра тяжести) системы, состоящей из совокупности матери
альных точек, не зависит от состояния движения системы. Согласно же 
теории относительности, свойство инертности в конечном счете определяет
ся энергией системы. Именно энергии, а не инертной массе материальных 
точек, мы должны приписывать неуничтожаемость; закон сохранения 
массы переходит, таким образом, в закон сохранения энергии.

Выше было отмечено, что было бы большим заблуждением смотреть на 
теорию относительности как на универсальный метод, позволяющий 
строить достоверную теорию для области явлений, почти не исследованной 
на опыте. Теория относительности только существенно уменьшает число 
эмпирических фактов, необходимых для построения теории. Однако суще
ствует фундаментально важная область, о которой у нас так мало опытных 
данных, что даже в соединении с теорией относительности их оказывается 
недостаточно для однозначного выбора общей теории. Эта область охваты
вает явления тяготения. Здесь мы можем достичь цели, только присоеди
нив к данным, известным из опыта, дополнительные физические гипо
тезы. Каким способом можно прийти к наиболее естественным, с моей 
точки зрения, гипотезам, должны в первую очередь показать следующие 
соображения.

Когда мы говорим о массе тела, то связываем с ней два понятия, логи
чески совершенно независимых. Мы понимаем под массой, во-первых, 
некую постоянную, измеряющую сопротивление тела ускорению («инерт
ная масса»), а во-вторых,— другую постоянную, определяющую величи
ну силы, испытываемой телом в поле тяжести («тяжелая масса»). Вовсе не
очевидно заранее, что инертная масса и тяжелая масса тела должны совпа
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дать; мы лишь привыкли предполагать, что такое совпадение существует. 
Убеждение в этом основано на опытных фактах, что ускорение различных 
тел в поле тяжести не зависит от строения этих тел. Этвеш показал, что 
инертная и тяжелая массы совпадают во всяком случае с очень большой 
точностью; его опыты с крутильными весами1 показали, что относитель
ное отличие обеих масс не больше 1(П8.

При радиоактивных процессах освобождаются громадные количества 
энергии в виде тепла, передаваемого окружающей среде. Следовательно, 
возникающие при реакции продукты распада обладают, в соответствии 
с изложенным выше результатом, меньшей инертной массой, чем вещество, 
существовавшее до радиоактивного распада. Относительное изменение 
инертной массы в таких реакциях с известным выделением тепла по поряд
ку величины составляет 10-4. Если бы вместе с инертной массой системы не 
происходило изменение тяжелой массы, то инертная масса разных элемен
тов отличалась бы от тяжелой массы намного больше, чем допускается 
опытами Этвеша. На это важное обстоятельство впервые обратил внимание 
Ланжевен.

Из сказанного с большой вероятностью следует, что инертная и тяже
лая массы замкнутых (покоящихся) систем совпадают; я полагаю, что при 
современном состоянии эксперимента мы обязаны предполагать это совпа
дение. Тем самым мы пришли к одному из важнейших физических требова
ний, которое, с моей точки зрения, следует предъявлять к теории тяготе
ния.

Это требование налагает на теории тяготения существенные ограниче
ния, что особенно проявляется при объединении его с принципом инерции 
энергии. Всякой энергии соответствует инертная масса, а всякой 
инертной массе соответствует тяжелая масса; поэтому тяжелая масса 
замкнутой системы должна определяться энергией системы. В энергию 
замкнутой системы входит также энергия ее гравитационного поля; следо
вательно, этот последний вид энергии должен сам давать вклад не только 
в инертную, но и в тяжелую массу системы.

Рассмотрим теории тяготения Абрагама и Ми. Теория Абрагама про
тиворечит принципу относительности; теория Ми не удовлетворяет требо
ванию равенства инертной и тяжелой массы замкнутой системы. Согласно 
теории Ми, при нагревании тела возрастает, в соответствии с приростом

1 Идея опыта Этвеша состоит в следующем. На тело, находящееся на поверхности
Земли, действуют как сила земного тяготения, так и центробежная сила. Дей
ствие первой силы определяется тяжелой, а действие второй — инертной массой
тела. Если бы эти две массы не совпадали, то направление результирующей
двух сил (кажущейся тяжести) зависело бы от материала тела. Своими опытами
с крутильными весами Этвеш доказал с большой точностью отсутствие такой
зависимости.
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энергии, инертная, а не тяжелая масса тела; последняя в случае газа с по
вышающейся температурой может даже уменьшаться 2.

Напротив, недавно выдвинутая теория тяготения Нордстрема удовле
творяет как принципу относительности, так и требованию инерции энергии 
замкнутой системы с одним ограничением, которое будет указано далее. 
Противоположное утверждение Абрагама в его статье, опубликованной 
в этом журнале, неправильно. Вообще я считаю, что против теории Норд
стрема нельзя почерпнуть из опыта какое-нибудь основательное возра
жение.

Согласно теории Нордстрема, принцип инерции энергии покоящейся 
замкнутой системы выполняется статистически. Тяжелая масса замкнутой 
(покоящейся как целое) системы в общем случае является осциллирующей 
величиной, среднее по времени значение которой определяется полной 
энергией. Осцилляторный характер массы приводит к тому, что подобная 
система должна излучать продольные гравитационные волны. Однако 
предсказываемое теорией значение потерь энергии при этом столь мало, 
что они должны ускользать от нашего наблюдения.

В результате самого тщательного изучения теории Нордстрема прихо
дится признать, что эта теория с точки зрения опыта обеспечивает без
упречное включение тяготения в схему теории относительности (в узком 
смысле). И если я все-таки полагаю, что мы не можем удовлетвориться 
этим решением, то это мнение основано на более общих теоретических со
ображениях, о которых речь будет идти дальше.

II . ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ В ШИРОКОМ СМЫСЛЕ

Классическая механика, как и только что кратко рассмотренная теория 
относительности в узком смысле, страдает фундаментальным недостатком, 
закрывать глаза на который не может ни один человек, способный пони
мать доводы гносеологического характера. Обсуждаемые далее слабые 
стороны нашего физического мировоззрения уже были со всей ясностью 
вскрыты Э. Махом в его глубоких исследованиях основ механики Ньюто
на, так что мои соображения на этот счет не могут претендовать на 
новизну. Я поясню главную особенность этого положения на элементарном 
примере, чтобы оттенить наиболее существенное.

2 Ввиду малой величины эффекта эти явления не могут быть обнаружены на опы
те. Но, по-моему, все говорит о том, что взаимосвязь инертной и тяжелой масс 
является принципиальной, независимой от рода энергии. Согласно Ми, тот факт, 
что при радиоактивных превращениях равенство инертной и тяжелой масс 
соблюдается, можно объяснить, лишь предполагая особую природу энергии 
внутри атома.
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В мировом пространстве на большом расстоянии от всех небесных тел 
движутся две массы. Пусть они находятся достаточно близко друг к другу, 
чтобы взаимодействие между ними было заметным. Пусть за движе
нием этих двух тел следит наблюдатель, постоянно смотрящий вдоль 
линии, соединяющей две массы, на совокупность неподвижных звезд. Он 
увидит, что линия, по которой он смотрит, вычерчивает на видимой сово
купности неподвижных звезд замкнутую кривую, положение которой по 
отношению к неподвижным звездам не меняется. Если наблюдатель обла
дает природным разумом, но не знает ни геометрии, ни механики, то он 
сделает следующий вывод: «Мои массы совершают движение, причинно 
связанное, хотя бы отчасти, с системой неподвижных звезд. Законы, по 
которым движутся массы в моей окрестности, определяются вместе с тем 
и неподвижными звездами». Человек, постигший школьную премудрость, 
посмеется над простодушием нашего наблюдателя и скажет ему: «Дви
жение твоих масс не имеет ничего общего с неподвижными звездами; совер
шенно независимо от прочих масс оно определяется законами механики. 
Существует пространство В, в котором эти законы выполняются. Эти 
законы таковы, что твои массы все время остаются в одной плоскости этого 
пространства. Но система неподвижных звезд в этом пространстве не 
может вращаться, потому что в противном случае она была бы разорвана 
мощными центробежными силами. Следовательно, эта система с необходи
мостью покоится (по крайней мере почти!), если она вообще в состоянии 
существовать длительно; поэтому-то плоскость, в которой движутся 
твои массы, всегда пересекает одни и те же неподвижные звезды».

Но наш бесстрашный наблюдатель скажет: «Может быть, ты несравнен
но ученее меня, но в нечто громадное, о котором ты мне говоришь, назы
вая его пространством, я верю так же мало, как и в призраки. Я не могу 
ни видеть это пространство, ни представить его мысленно. Должен ли я 
представлять себе твое пространство как очень тонкую сетку из тел, к кото
рой относятся другие объекты? Тогда кроме В  можно представить себе и 
вторую такую сетку В', которая движется относительно В  произвольным 
образом (например вращается). Выполняются ли тогда твои уравнения и 
относительно В '». Ученый муж будет отрицать это с полной уверенностью. 
На это простодушный наблюдатель скажет: «Откуда же тогда знают массы, 
относительно какого «пространства» В , В' и т. д. они должны двигаться 
в соответствии с законами теории относительности, как они узнают про
странство или пространства, к которым они должны подстраиваться?» 
Теперь наш ученый муж придет в величайшее смущение. Хотя он и под
черкнет, что подобные привилегированные пространства должны существо
вать, но не сумеет указать никакой причины тому, почему одни простран
ства могут отличаться от других. На это простодушный заметит: «Тогда 
я вплоть до выяснения буду считать твои привилегированные пространства
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праздным измышлением и останусь при своем убеждении, что совокуп
ность неподвижных звезд определяет механические свойства моих под
опытных масс».

Несоблюдение элементарнейших постулатов теории познания, допу
скаемое нашей физикой, я изложу и вторым способом. Предпринимались 
тщетные попытки определить, что следует понимать под ускорением одного 
единственного тела. Удалось лишь определить относительные ускорения 
тел. Однако, с другой стороны, мы основываем нашу механику на пред
посылке, что для ускорения тела необходима сила (причина), причем мы 
не замечаем, что совершенно невозможно указать, что же следует при 
этом понимать под «ускорением», ибо могут существовать только относи
тельные ускорения рассматриваемого объекта восприятия.

Сомнительность нашего способа действий очень ясно иллюстрируется 
сравнением, за которое я обязан своему другу Бессо. Представим себе, 
чго мы перенеслись в древние времена, когда предполагали, что поверх
ность Земли приблизительно плоская. Тогда среди ученых царило следую
щее убеждение. В мире существует физически выделенное направление — 
вертикальное. В этом направлении падают все тела, не имеющие опоры. 
Отсюда следует заключить, что поверхность Земли в основном перпен
дикулярна этому направлению, т. е. стремится к форме плоскости. Ошиб
ка состоит здесь в том, что одно направление необоснованно предпочитает
ся другому (фиктивная причина) вместо того, чтобы просто считать Землю 
причиной падения; ошибка нашей физики в том, что в качестве фиктив
ных причин необоснованно вводятся привилегированные системы отсчета; 
в обоих случаях нарушается правило достаточного основания.

Поскольку не только классическая механика, но и теория относитель
ности в узком смысле обладают этим фундаментальным недостатком, я и 
поставил своей целью обобщить теорию относительности таким образом, 
чтобы устранить его. Прежде всего я понял, что в такой теории наиболее 
фундаментальная роль должна принадлежать тяготению. Ибо из ранее 
сказанного уже вытекает, что всякий физический процесс, поскольку 
ему соответствует энергия, должен порождать и гравитациенное 
поле. С другой стороны, опытный факт, что все тела падают в грави
тационном поле одинаково быстро, приводит к предположению, что 
в гравитационном поле физические процессы протекают точно так же, как 
и в ускоренной системе отсчета (гипотеза эквивалентности). Исходя из 
этой гипотезы, я получил результат, что скорость света нельзя считать 
независящей от гравитационного потенциала. Следовательно, принцип 
постоянства скорости света несовместим с гипотезой эквивалентности; 
поэтому теорию относительности в узком смысле нельзя привести в со
гласие с этой гипотезой. Так я пришел к выводу, что теорию относительно
сти в узком смысле следует считать достаточной только в областях, внутри
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которых не существует заметных изменений гравитационного потенциа
ла. Теорию относительности (в узком смысле) следует заменить более 
общей теорией, в которую первая теория входила бы как предельный 
случай.

Путь к этой теории можно описать словами далеко не полностью 3. 
Закон движения материальной точки в поле тяжести, следующий из; 
гипотезы эквивалентности, можно без труда записать в такой форме, что- 
этот закон совершенно не будет зависеть от выбора переменных, опреде
ляющих пространство и время. Тем самым, поскольку выбор этих пере
менных остается априори совершенно произвольным, т. е. не выделяются 
никакие определенные пространственно-временные системы, отпадает и 
отмеченное выше возражение гносеологического характера. В этот закон 
движения входит величина

IЬ2 =  2  (1Хр (1Хч,
V-*

являющаяся инвариантом, т. е. величиной, независящей от выбора систе
мы отсчета (т. е. от выбора четырех пространственно-временных коорди
нат). Величины gV'V — функции х 1, ..., х4 — описывают гравитационное 
поле.

С помощью абсолютного дифференциального исчисления, развитого 
Риччи и Леви-Чивитой на основе математических исследований Кристоф- 
феля, основываясь на существовании вышеупомянутого инварианта, 
удается заменить известные системы уравнений теоретической физики на 
такие эквивалентные (в случае постоянства всех ^ у) уравнения, которые 
выполняются абсолютно, независимо от выбора пространственно-времен
ных координат х„. Все подобные системы уравнений содержат величины 
g^ , т. е. величины, определяющие гравитационное поле. Поэтому послед
нее оказывает влияние на все физические процессы.

Однако и наоборот, физические процессы должны определять гравита
ционное поле, т. е. величины gV'V. Дифференциальные уравнения, опреде
ляющие эти величины, получаются благодаря гипотезе, что для вещества 
и гравитационного поля вместе должны выполняться законы сохранения 
энергии и импульса. Эта гипотеза ограничивает к тому же и выбор про
странственно-временных переменных Хч, однако не вызывая вновь отме
ченных выше гносеологических сомнений. Ибо, согласно этой обобщенной 
теории относительности, уже не существует никаких физических свойств,, 
присущих выделенным пространствам. Ход всех физических процессов 
определяется величинами ĝ LV, которые со своей стороны определяются

3 См. А. Е 1 п э I е I п, М. С г о Б э т а в  Ъ. МаНь ипс1 РЬуэ., 1914, 62, 225_ 
(Статья 20).
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физическими свойствами всей остальной Вселенной. В этой теории пол
ностью удовлетворяются принципы инерции и тяжести энергии. Далее, 
законы движения тяжелых масс содержат не абсолютное ускорение (уско
рение относительно «пространства»), которое представляется ответст
венным за появление инертного сопротивления, но, как должно следо
вать из приведенных выше соображений, ускорение относительно других 
тел.

Теория относительности в широком смысле означает не отбрасывание 
прежней теории относительности, а дальнейшее развитие последней, необ
ходимое, по-моему, в связи с указанными гносеологическими сооб
ражениями.



Зі
О ПРИНЦИПЕ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ •

Редакция газеты «Vossische Zeitung» обратилась ко мне с просьбой рас
сказать ее читателям что-нибудь о том, над чем я работаю. Охотно отзы
ваюсь на эту просьбу. Ибо если более глубокое проникновение в теорию от
носительности и невозможно без значительных усилий, то для посторон
них все же интересно узнать кое-что о методе и результатах этой новой 
отрасли теоретического исследования.

Уже поверхностный анализ процессов, называемых нами движением, 
учит нас, что можно воспринимать только относительные движения пред
метов. Сядем в железнодорожный вагон и будем смотреть на движущийся 
мимо нас (по соседнему пути) другой вагон. Если отвлечься от тряс
ки вагона, то у нас сперва нет никакого способа решить, движутся 
ли «в действительности» оба вагона. Мы только констатируем, что относи
тельное положение двух вагонов изменяется со временем. Даже если 
обратим внимание на стоящие рядом с дорогой телеграфные столбы, ситуа
ция существенно не изменится. Ибо когда мы обычно называем телеграфные 
столбы (и поверхность земли) «покоящимися», а всякий находящийся в от
носительном движении к ним предмет «движущимся», то это только обыч
но удобный способ выражения и ничего больше. Наблюдатель, находящий
ся в «движущемся» железнодорожном вагоне, с совершенно таким же пра
вом может сказать, что вагон покоится, а земля или же телеграфные стол
бы движутся.

С течением времени физики обнаружили, что этот чисто относительный 
характер движения следует объяснять не только примитивностью 
восприятий, но что каждый из предметов, движущихся относительно друг 
друга (равномерно), можно называть «покоящимся» с таким же правом,

* Vom Relativ itä ts-Prinzip .  Vossische Zeitung, 1914, 26, April, 33, 34.
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как и любой другой. Представим себе опять равномерно движущийся по пря
молинейному пути вагон. Пусть его окна не пропускают воздух и свет; 
рельсы и колеса пусть будут абсолютно гладкими. Пусть в вагоне нахо
дится физик, вооруженный всеми мыслимыми приборами. Тогда мы 
знаем, что все опыты, проделываемые физиком, проходят точно так, 
как если бы вагон покоился или двигался с другой скоростью. Это и есть 
в сущности то утверждение, которое физики называют «принципом отно
сительности». В несколько более общей форме этот принцип можно выска
зать и так: «Законы природы, которые замечает наблюдатель, оказываются 
н е з а в и с я щ и м и  от его состояния движения».

Это утверждение звучит безобидно и естественно. Оно никогда не взвол
новало бы людей, если бы законы распространения света, к которым при
вело новейшее развитие электродинамики, не казались несовместимыми 
с этим принципом. Дело в том, что явления оптики движущихся сред при
вели к выводу, что свет распространяется в пустоте с постоянной скоро
стью, совершенно независимой от движения источника света. Однако этот 
результат выглядит противоречащим только что изложенному принципу 
относительности. Ибо, если луч света распространяется с постоянной ско
ростью относительно некоторого наблюдателя, то кажется,что относительно 
другого наблюдателя, который сам движется в направлении распро
странения света, скорость этого луча света должна быть меньше, чем отно
сительно первого наблюдателя. Но если бы это было так, то в противоречии 
с изложенным выше принципом относительности закон распространения 
света в пустоте не был бы одинаковым для наблюдателей, равномерно дви
жущихся относительно друг друга.

Здесь вступает в дело теория относительности. Она показывает, что 
закон постоянства скорости света в пустоте должен одновременно выпол
няться для движущихся относительно друг друга наблюдателей таким 
образом, что один и тот же луч света имеет одну и ту же скорость относи
тельно всех этих наблюдателей.

Возможность такого на первый взгляд парадоксального утверждения 
показывается более тщательным анализом физического смысла высказы
ваний о пространстве и времени. При этом особенно важным является 
вывод об относительности понятия одновременности. Ведь до создания тео
рии относительности полагали, что утверждение о том, что два события 
в разных точках происходят одновременно, имеет определенный смысл, 
причем не требовалось особого определения понятия одновременности. 
Однако более глубокое исследование, которое не отказывается от опреде
ления одновременности, показало, что одновременность двух событий мож
но определить не абсолютно, а по отношению к наблюдателю с заданным 
состоянием движения. Оказывается, что два события, одновременные для 
о д н о г о  наблюдателя, для другого, движущегося относительно первого»
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наблюдателя, вообще говоря, не будут одновременными. Это означает 
фундаментальное изменение нашего понятия времени.

Именно в этом заключается наиболее важный и вместе с тем наиболее 
оспариваемый вывод новой теории. Подробно объяснить теоретико-позна
вательные и натурфилософские предпосылки и следствия этого основного 
принципа здесь невозможно. Кто хочет познакомиться с его более глубо
ким обоснованием и оправданием без трудных математических выводов, 
тот найдет достаточный материал в статье Е. Зона «Физические заметки о 
пространстве и времени», а также в статье Йозефа Петцольдта «Теория от
носительности в физике» в последнем номере журнала «Zeitschrift für 
positivistische Philosophie».

Объединяя закон постоянства скорости света в пустоте и принцип отно
сительности, приходят чисто дедуктивным путем к теории, называемой 
ныне «теорией относительности». Эта теория уже оправдала себя в ка
честве вспомогательного аппарата для теоретического вывода законов при
роды. Ее значение в том, что она дает условие, которому должен удовлетво
рять каждый общий закон природы. Ибо она учит, что природа устроена 
таким образом, что ее законы не зависят от состояния движения наблюда
теля, к которому относятся события в пространстве и времени.

Из основных результатов теории относительности мы упомянем здесь 
два, которые должны интересовать и неспециалистов. Первый из них за
ключается в том, что от гипотезы о существовании среды, заполняющей 
пространство и служащей для распространения света, — эфира — надо 
отказаться. Свет, согласно этой теории, рассматривается уже не как дви
жение неизвестного носителя, а как физическое явление, которому следу
ет приписывать совершенно самостоятельное физическое существование. 
Во-вторых, теория показывает, что инерция тела не является абсолютно 
неизменной, она растет с его энергией. Важные законы сохранения массы и 
энергии сливаются таким образом в один единственный закон; энергия 
тела определяет и его массу.

Является ли очерченная выше теория относительности в основном за
конченной или же она представляет только первый шаг на пути дальней
шего развития? По этому вопросу даже физики, ценящие теорию относи
тельности, еще не имеют единого мнения. Однако, во всяком случае, веские 
аргументы говорят в пользу последнего утверждения. Выше было сказано, 
что законы природы для «равномерно движущегося» и «покоящегося» на
блюдателей в точности одинаковы. Это значит, что наблюдатель не может 
указать какие-либо критерии, согласно которым можно решить, находится 
он в состоянии равномерного движения или в покое; «покой» и «равномер
ное движение» физически равноценны. Тогда возникает вопрос, ограничи
вается ли этот принцип равномерным движением. Может быть, законы 
природы устроены так, что они одинаковы и для двух наблюдателей,
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движущихся относительно друг друга неравномерно? В последние годы 
выяснилось, что такое обобщение теории относительности возможно и 
что оно приводит к общей теории относительности, в качестве первого 
приближения содержащей теорию Ньютона. Согласно общей теории отно
сительности, свет в гравитационном поле испытывает искривление, хотя 
и очень малое, но еще доступное астрономическим наблюдателям. Будущее 
покажет, соответствует ли действительности эта обобщенная теория 
относительности, являющаяся весьма удовлетворительной с теоретико-поз
навательной точки зрения.
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КОВАРИАНТНЫЕ СВОЙСТВА УРАВНЕНИЙ 
ПОЛЯ В ТЕОРИИ ТЯГОТЕНИЯ, 

ОСНОВАННОЙ НА ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

( Совместно с М. Гроссманом)

В работе, опубликованной в 1913 г.1, на основе абсолютного дифферен
циального исчисления была изложена обобщенная теория относительно
сти, которая охватывает также теорию тяготения. В этой теории имеются 
системы уравнений двух существенно различных типов. К первому типу 
относится система уравнений для материальных (например механичес
ких, электрических) явлений в заданном гравитационном поле; эти урав
нения, которые можно рассматривать как обобщение соответствующих 
систем уравнений первоначальной теории относительности, ковариантны 
относительно произвольных преобразований пространственно-временных 
переменных («координат»). Ко второму типу относится система уравнений, 
которую следует рассматривать как обобщение уравнения Пуассона нью
тоновой теории тяготения и которая определяет гравитационное поле, 
если только известны величины, определяющие материальные процессы. 
Для этой системы уравнений не существует аналога в первоначальной 
теории относительности. В противоположность упомянутым выше уравне
ниям мы не смогли доказать общей ковариантности этих «уравнений гра
витации». При их выводе кроме законов сохранения требовалась только 
ковариантность по отношению к произвольным линейным преобразова
ниям и вопрос о том, существуют ли другие преобразования, переводящие 
уравнения в самих себя, остался открытым.

* Kovarianzeigenschaften der Feldgleichungen der auf die verallgemeinerte R elat iv i
tätstheorie gegründeten Gravitationstheorie. Z. Math, und PhyS., 1914, 63, 215 
225. (Mit M. Grossmann).

1 A. E i n s t e i n, M. G г о s s m a n n. Z. Math, und Phys., 1913, 62, 225. 
(Статья 21). В дальнейшем эта работа будет для краткости называться «Проект».
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Решение этого вопроса имеет важное значение для теории по двум при
чинам. Во-первых, ответ на этот вопрос позволит выяснить, в какой мере 
можно развивать основную идею теории относительности, а это имеет 
большое значение для учения о пространстве и времени. Во-вторых, от 
ответа на этот вопрос, как показывает следующее рассуждение, в значи
тельной степени зависит суждение о ценности теории с физической точки 
зрения.

Вся теория возникла на основе убеждения, что в гравитационном поле 
все физические процессы протекают совершенно так же, как и без грави
тационного поля, но в соответствующим образом ускоренной (трехмерной) 
системе координат («гипотеза эквивалентности»). Эта гипотеза, основанная 
на опытном факте равенства тяжелой и инертной массы, приобретет осо
бую убедительность в том случае, если окажется, что «фиктивное» грави
тационное поле, существующее в ускоренной (трехмерной) системе коорди
нат, можно рассматривать как «истинное» гравитационное поле, т. е. если 
в теории допускаются преобразования ускорения (иначе говоря, нелиней
ные преобразования).

На первый взгляд кажется, что следовало бы искать уравнения грави
тации, ковариантные при любых преобразованиях. Однако в § 2 настоя
щей работы мы покажем, что только при помощи общековариантных урав
нений невозможно определить величины характеризующие гравита
ционное поле2.

Ниже приводится доказательство, что составленные нами уравнения 
гравитации являются общековариантными в пределах, допускаемых усло
вием, чтобы фундаментальный тензор ^  полностью определялся этими 
уравнениями; в частности, получается, что уравнения гравитации кова- 
риантны относительно всех преобразований ускорения (т. е. нелинейных 
преобразований).

Энергетические свойства физической системы мы характеризовали ко- 
вариантным тензором или обратным ему контравариантным тензором 
6 ^ . Этот тензор удовлетворяет уравнениям (10) «Проекта»

1. Основные уравнения теории

И Л И

2 Ср. также примечания в приложении к работе «Проект». (Статья 21).
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представляющим собой уравнения энергии-импульса материальной систе
мы. Все уравнения принимают особенно наглядную форму, если ввести 
величины

Е С ^ г ^ Л »  = Е  , (1)
И-  ̂ 4 ’

которые отличаются от составляющих смешанного тензора 3 лишь множи
телем У  — g и которые мы будем называть «комплексом плотности энер
гии» физической системы. Тогда написанные выше соотношения прини
мают вид:

£  т
д х  2  ^  д х  У р  р у ' '  '

V У [АУр 0

Если вместо тензора энергии гравитационного поля также ввести «ком
плекс плотности энергии гравитационного поля», а именно величины

*о. = Е  У ^И 'Г^  = Е  У (2)
1А [А

то из уравнений (14) или (13) «Проекта» следует

- 2 х 1 „  =  3  ^
/Зрт 0 р аЭр-г а р '

причем 6 а„ =  0  при о  =£= у и 6 ау =  1 при а =  V.
Вместо уравнения гравитационного поля (21) или (18) «Проекта» те

перь получим уравнения

2 -£г [У ~ 8г^ = * (£»» + ‘о.). (Н)
а0[А а 4 Р

Из уравнений (I) и (II), так же как в § 5 «Проекта», можно вывести
общие законы сохранения, которые теперь принимают вид

2 - а У г °. +  *о,) =  0. (III)

3 Ср. § 1, часть II «Проекта». 

2 6  а .  Э й н ш тей н , т о м  I 4 0 1
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2. Замечания о выборе системы координат
Совершенно отвлекаясь пока от полученных нами уравнений грави

тационного поля, покажем, что полное определение фундаментального 
тензора гравитационного поля посредством системы общековариант- 
ных уравнений при заданных 0 ^  невозможно.

Именно, мы можем показать, что если при заданных 0р. „ решение 
для уже известно, то из общей ковариантности уравнений можно 
сделать вывод о существовании других решений.

Возьмем в нашем четырехмерном многообразии область Ь , в которой 
не протекает никакого «материального процесса» и в которой, следова
тельно, составляющие 0 ^  обращаются в нуль. Пусть определяется 
всюду, в том числе и внутри Ь, величинами 0 ^ , заданными вне Ь (пред
положение «а»).

Пусть вместо первоначальных координат х у введены новые коорди
наты следующим образом. Вне Ь всюду х у =  х„, а внутри Ь х̂  =/= Ху,, 
по крайней мере в какой-то части Ь и хотя бы для одного значения V. 
Ясно, что такой подстановкой без труда можно добиться, чтобы по мень
шей мере для части Ь С другой стороны, 0р. у =  0р. у всюду,
как вне Ь, поскольку для этой области х„ — х„, так и внутри Ь, так 
как для этой области 0 ^  =  0 =  0 ^ . Следовательно, если допустить 
самые общие преобразования, то одной и той же системе 0 ^  соответст
вовала бы больше чем одна система Ур.у, что противоречит предполо
жению «а» 4.

После того, как мы убедились, что приемлемая теория гравитации с 
необходимостью требует специального выбора координатной системы, 
нетрудно также показать, что в основе наших уравнений гравитации и ле
жит специальная система координат. Именно, из уравнений (II) после 
дифференцирования по х „ и суммирования по V с учетом соотношений (III) 
получаются соотношения

т. е. четыре дифференциальных условия для величин эти соотношения

4 Это рассуждение уже содержится в примечаниях к «Проекту». Однако после
дующее утверждение об ограничении выбора координатной системы непра
вильно; оно вытекает из соотношения (III) лишь в том случае, если разрешаются 
только линейные преобразования, при которых величинам t | Y — 8 приписы
вается тензорный характер, для чего, как оказалось, нет оснований.

(IV)
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мы запишем в сокращенном виде
Ва =  0.

Эти величины Ва, как будет показано в § 5, не образуют общековариант- 
ного вектора. Отсюда можно заключить, что соотношения Вс =  0 в самом 
деле ограничивают выбор координатной системы 5.

§ 3. Уравнения гравитации в форме Гамильтона
В последующем доказательстве ковариантности уравнений гравита

ции используется то обстоятельство, что для этих уравнений можно сфор
мулировать вариационный принцип 6.

Можно показать, что уравнения гравитации (II) эквивалентны соот
ношению

и варьируются независимо друг от друга таким образом, что их ва
риации обращаются в нуль на границе четырехмерной области, по которой 
производится интегрирование.

Принимая во внимание при вычислении &Н очевидные формулы

и учитывая равенство нулю вариаций поверхностных интегралов,

5 Соотношения В а =  0 можно также получить, применяя к уравнениям гравита
ции операцию дивергенции в смысле абсолютного дифференциального исчисле
ния и используя законы сохранения для материи.

8 Мы благодарны Полю Бэрней, предложившему для упрощения этого доказа
тельства использовать вариационный принцип.

(V)

где

С^а)

б (У — 8) = — у  З  V— ggv.Mv.vi
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находим

2  [ ~ ^ [ У = і и а- ^ - )  +  У = І и г „ в̂ - ^  +
•> ' іху<х(3тр и а ' Р а Р

+ 4 к - бГ, «С/Т.1 [XV

Если воспользоваться определениями (14) и (16) «Проекта», то усло
вие (V) примет вид

 ̂2  (в) +  И +  т ^ ) ]  б г ^ у - £ й х  =  0.

Поскольку должны быть независимыми друг от друга, отсюда еле 
дуют уравнения (21) «Проекта», т. е. наши уравнения гравитации в кова- 
риантной форме.

§ 4. Доказательство леммы.
Соответственные системы координат

Теперь наша задача заключается в исследовании ковариантных 
свойств соотношения (V). Для этой цели сначала найдем трансформацион
ные свойства интеграла

Пусть существует произвольное четырехмерное многообразие М , отне
сенное к системе К  с координатами ж„. Можно отнести это многообразие М  
ко второй системе К' с координатами ху по формулам преобразования

<**» =  2  г ) -  < 4 = 2
[X ОЖ[Х IX

Пусть I  ж Г  представляют собой значения введенного выше интеграла 
соответственно в координатных системах К  и К \  Тогда

Преобразуя Г  к системе# и учитывая, что произведение У — 
есть скаляр, получаем

" - У - 11. А[хутпійрт
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Следовательно,

I  —  \  ^   ̂ 2  Г  Т і *  0Х {Рт̂ Рпр§тп) ( ^ т ^ у р Т ^ )
а̂ тпі/срт І- і к

ЙТ.

Для дальнейших вычислений предположим, что системы К  и К ‘ лишь 
бесконечно мало отличаются друг от друга, т. е. преобразование является 
инфинитезимальным. Тогда можно положить

=  х'ч —  Да ;̂
следовательно,

_  3(Д*У) _ х д(Ах^)

И

I  , а (Ажу)
V  +  дх^

причем Ахч следует рассматривать, как бесконечно малые величины, 
квадратами и произведениями которых можно пренебречь. Тогда получим

Эж.V

дхп
=  бу[Х-

дх[

дГт д2(Лхт)
ікьтп дх,, дхдх.  

тпікт К
СІТ.

Отсюда, интегрируя по частям, получаем

ттк'с К г /

+  4 \ з  -%г ^т )  <*т -
1 тткт: 1 к

4 $ 3  (3)
-тт’ Л*т Т г 4 Ятпг/ст

Заметим, что здесь первые два интеграла можно сразу записать в виде 
поверхностных интегралов, которые мы сокращенно обозначим через Ох 
и Оя. Нетрудно видеть, что множитель при Ахт в третьем интеграле есть 
величина Вт, введенная выше при рассмотрении соотношения (V). Та
ким образом, равенство (3) перепишется в виде

I' —  /  =  Ох -}- 0 % —  ВтАхт • . (За)
 ̂ т

В § 2 мы изложили причины, по которым следует отдать предпочтение 
координатным системам, удовлетворяющим условию Вт — 0- Такие
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координатные системы мы назовем «соответственными» данному много
образию. Как вытекает из равенства (За), соответственная система коор
динат выбирается так, что при заданных на границе значениях коор
динат и их первых производных (в произвольной системе координат) интег
рал I  имеет экстремум.

Преобразование, связывающее соответственные координатные систе
мы, мы назовем разрешенным. Если преобразование К  -^^'разреш енное, 
то из равенства (За) следует

/ ' _ - /  =  0 2 +  0 2.

§ 5. Доказательство ковариантности уравнений 
гравитации

Рассмотрим теперь наряду с исследованным в § 4 многообразием М  
второе бесконечно близкое к нему многообразие М , причем величины 
и их первые производные на границе рассматриваемой области Ь для мно
гообразий М  и М  совпадают. Введем в М  координатные системы К  ж К ' 
следующим образом:

а) обе координатные системы должны быть соответственными мно
гообразию М\

б) на границе области £  должны совпадать координаты х у и х», х̂  и х^‘,
в) это совпадение координатных систем с точностью до бесконечно 

малых величин первого порядка должно сохраняться не только на самой 
границе области, но и в ближайшей окрестности границы; это условие

д(Ах^) д(А ^) 
означает, что производные — -̂----- и — -̂------ совпадают.

О Х а

Непротиворечивость условий «б» и «в» можно показать следующим 
образом. Поскольку многообразие М  отнесено к соответственной ему си
стеме координат, то, согласно § 4, эта координатная система К  выбрана 
так, что интеграл I  имеет экстремум при заданных на границе значениях 
координат и их первых производных. Тогда и в измененном многообразии 
М  можно ввести соответственную ему координатную систему К , которая 
вне Ь совпадает с системой К , т. е. отклоняется от К  только внутри Ь\ 
но так как для измененного многообразия М  при заданных граничных зна
чениях должен существовать экстремум интеграла / ,  то отсюда для много
образия М  следует справедливость соотношений Вт =  0.

Если мы предположим, что координатные системы К  ж К ' являются 
соответственными многообразию М , то, согласно (36), выполняются ра
венства

Г  —  /  =  Ох +  0 2)
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Т  —  1 =  0 1 +  0 %,

или равенство, получающееся в результате вычитания первого из этих 
равенств из второго,

( / '  _  Г ) - ( / - / ) =  {Ог -  Ог) +  ф г -  Ог).

Из условий «б» и «в», а также из соотношений между М  и М  с учетом (3) 
следует, что Ох — Ох и 6>2 — 0 % обращаются в нуль.

Многообразие М  можно назвать многообразием, возникающим из М  
путем варьирования. В соответствии с этим введем обозначения

I  —  /  =  6а/ ,

=  бв/ ' ;
тогда получим

б« / ' =  ба/ .  (4)

Здесь индекс а означает, что одновременно с многообразием варьи
руется координатная система, причем так, что варьируемая координат
ная система всегда будет соответственной варьируемому многообразию, 
но вместе с тем координатная система на границе не варьируется («соот
ветственная вариация»).

Мы хотим доказать, что равенство
б Г  =  б /

выполняется для произвольной вариации многообразия, а не только для 
соответственной вариации, как утверждает уравнение (4). Оказывается, 
что произвольную вариацию gv.v можно получить из соответственной, если 
в дополнение проварьировать и координатную систему. При этом для ва
риации gli,v, обусловленной одной только вариацией координатной систе
мы, вариация I , которую мы обозначим бк1 , обращается в нуль, поскольку 
мы предполагаем, что вариации Ьху, и их первые производные на границе 
области равны нулю и что варьируемая координатная система является 
соответственной. Тогда из равенства (За) непосредственно следует

б&/ =  Ох +  0 2 —  4 ^ 2  ВтЬхт-<1% =  0.
«5 т

Поэтому наряду с равенством (4) можно написать следующее:
б * /' =  б к1 =  0. (5)

В связи с тем, что произвольная вариация получается в результате 
суперпозиции соответственной вариации и чисто координатной вариации,
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из указанных двух равенств следует, что для произвольной вариации вы
полняется равенство:

Теперь можно очень просто доказать ковариантность соотношения (V); 
так как образуют контравариантный, а Т^  — ковариантный тензор,

Из (6) и (7) следует, что соотношение (V) ковариантно по отношению ко 
всем разрешенным преобразованиям координатной системы, поскольку 
вариации выбираются так, что бу̂ л» и их первые производные на границе 
области равны нулю. Теорема о вариациях, ковариантность которой та
ким образом доказана, является несколько менее общей, чем теорема, 
примененная в § 3 для вывода уравнений гравитации. Однако вниматель
ное рассмотрение § 3 показывает, что это ограничивающее краевое усло
вие не влияет на упомянутый вывод уравнений гравитации.

Тем самым доказано, что уравнения гравитации (II) ковариантны 
относительно всех разрешенных преобразований координатной системы, 
т. е. относительно всех преобразований координатных систем, для ко
торых выполняются условия:

В § 2 мы утверждали, что величины Ва не образуют общековариантного 
вектора. Доказательство этого утверждения мы приводим только теперь, 
поскольку благодаря использованию полученных выше результатов оно 
оказывается особенно простым. Если бы величина Ва была ковариантной, 
то все названные выше соответственными координатные системы были бы 
произвольными. Ни один этап доказательства вследствие этого обстоятель
ства не утратил бы силы. В этом случае величины

б Г  =  б /. (6)

то 2  ^ б у ^  есть скаляр, а последнее утверждение справедливо и для 
У —- g^dт. Следовательно,

(IV)

У - ё

составили бы смешанный тензор; следовательно, сумма
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была бы скаляром относительно произвольных преобразований. Но, как 
следует из теории дифференциальных уравнений, эта величина не совпа
дает с единственным дифференциальным инвариантом второго порядка7

2  Tim {iK  km).
г т к

Хотя соответственные системы координат и разрешенные преобразо
вания и не становятся вполне наглядными в результате этой работы в си
лу такой далеко идущей ковариантности уравнений гравитации, новая 
теория гравитации приобретает большую убедительность. Поскольку 
условия i?a =  0, ограничивающие выбор координатных систем, непосред
ственно следуют из уравнений гравитации, наше рассмотрение доказывает, 
что эти уравнения обладают наибольшей возможной ковариантностью.

В этой работе делаются дальнейшие попытки расширить класс допустимых пре
образований. Теория все больше теряет наглядность и простоту, которые она вновь 
обретет лишь в работах 32— 35, в которых устанавливаются уравнения гравита
ционного поля.

7 См. § 4 части II «Проекта».
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ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ•

1. СПЕЦИАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

Вряд ли можно выработать самостоятельное суждение о правильности 
теории относительности, не познакомившись хотя бы вкратце с опытами 
и идеями, предшествовавшими этой теории. Поэтому с них и надо здесь 
начать.

Явления интерференции и дифракции заставляли физиков рассматри
вать свет как волновой процесс. Почти до конца прошлого века считали, 
что свет представляет собой механические колебания гипотетической 
среды — эфира. Так как свет распространяется и в пустоте, то волновой 
процесс, образующий свет, не мог быть колебаниями весомой материи. 
Когда к концу прошлого века победила электромагнитная теория света, 
это представление о свете хотя и изменилось, но несущественно: свет 
теперь стал рассматриваться не как движение эфира, а как электромаг
нитный процесс в эфире. Все еще сохранялось убеждение, что наряду 
с весомой материей существует другая — эфир, который должен быть но
сителем света.

Это представление приводило к вопросу о том, какими механическими 
свойствами по отношению к веществу обладает этот эфир. В частности, 
возникает вопрос: участвует ли эфир в движении весомой материи? Этот 
вопрос побудил гениального физика Физо провести опыт фундаментально
го значения, который мы сейчас схематически рассмотрим.

Пусть луч света Ь падает на полупрозрачное зеркало £1 и разделяется 
этим зеркалом на два (рис. 1). Первый луч, пройдя отрезки а и Ъ и отра-

* Die Relativitätstheorie.  В кн. «Die Physik». Unter Redaktion von E. Lechner. 
T. 3, Abt. 3, Bd. 1. Leipzig, Teubner, 1915, 703— 713. (Перевод со 2-го издания 
1925 года, стр. 783— 797, в котором автором переработана ч. I и добавлена ч. II.— 
Прим. ред.)
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зившись от зеркала §2, попадает на полупрозрачное зеркало £ 2, отра
жается от него и идет в направлении Е. Второй луч, отражаясь от зеркал 
51! и 51, идет по отрезкам с и й , проходит через £2 в направлении Е. В точ
ке Е оба луча интерферируют; возникают интерференционные полосы, 
расстояние между которыми зависит от юстировки аппарата. Положение 
этих интерференционных полос зависит от разности времен прохождения 
каждым лучом своего пути. Если относительная разность времен изменит
ся даже на 10-8, т. е. на одну стомиллионную часть времени прохождения

\ 8«

Рис. 1.

всего пути, то это уже приведет к заметному сдвигу интерференционных 
полос.

На отрезках а и с1 Физо поместил по трубе, наполненной водой, и каж
дый из лучей распространялся вдоль своей трубы. Концы каждой трубы 
были соединены так, что вода могла протекать вдоль осей труб. Цель опы
та заключается в том, чтобы определить, какое влияние оказывает дви
жение воды на положение интерференционных полос. Зная это влияние, 
можно вычислить, насколько изменяется скорость света в движущейся 
воде по сравнению с покоящейся водой.

В предположении, что световой эфир участвует в движении вещества, 
а следовательно, и в движении воды, для случая, когда вода на участке а 
течет со скоростью V в направлении распространения света, должна по
лучаться следующая картина. Скорость света относительно воды всегда 
оставалась равной К0, независимо от того, течет вода или нет. Но скорость 
света V относительно трубы должна увеличиться на скорость течения 
воды V. Итак, следовало бы ожидать, что

К - И 0 =  г;.

Так как V — К0 можно определить по смещению интерференционных 
полос, а скорость воды V измерялась непосредственно, то опыт Физо позво
лял проверить эту формулу. Но опыт не подтвердил ее. Оказалось, что 
разность V  — К0 меньше V. Опыты с разными жидкостями показали, что 
эта разность зависит не только от V, но и от показателя преломления
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жидкости п1 в соответствии с формулой
V — VQ =  v { i  —  1/п2).

Из этого результата следует, что предположение, согласно которому 
световой эфир просто участвует в движении вещества, не подтверждается. 
Из только что приведенной формулы получается интересное следствие, что 
жидкость, не преломляющая свет (п =  1), не будет влиять на распростра
нение света в ней даже тогда, когда она движется.

Другая простая гипотеза заключается в том, что световой эфир вообще 
не участвует в движении вещества (гипотеза «неподвижного» эфира). 
На этой гипотезе Г. А. Лоренц построил теорию электромагнитных и 
оптических явлений, которая не только объяснила совершенно естествен
ным образом указанный результат опыта Физо, но и согласовывалась 
с результатами всех других опытов по электромагнетизму и оптике дви
жущихся сред. Согласно этой теории, электромагнитные законы эфира не 
зависят от движения вещества. Вещество взаимодействует с эфиром 
только потому, что оно является носителем электрических зарядов, дви
жения которых порождают электромагнитные процессы в эфире и влияют 
на них.

В том, что в теории Лоренца (теории неподвижного светового эфира) 
содержится значительная доля истины, никто из физиков не сомневался. 
Но о д н а  сторона этой теории не могла не вызвать недоверия среди 
физиков. Поясним это ниже.

Давний опыт, не имеющий пока исключений, показывает, что физиче
ские явления зависят только от движений тел о т н о с и т е л ь н о  
друг друга, т. е. что с физической точки зрения а б с о л ю т н о г о  дви
жения не существует. Уточним это высказывание о характере физиче
ского опыта. Там, где в физике играют роль пространственные соотноше
ния, они всегда означают указание положения какого-нибудь предмета 
или признака по отношению к некоторому твердому телу. Мы описываем 
положение предмета по отношению- к стеклянной трубке, к деревянной 
подставке, к стенам комнаты, к поверхности Земли и т. д. В теории место 
этого твердого тела занимает система координат. Она мыслится как вооб
ражаемая жесткая система, которую надо заменять реальным твердым 
телом во всех случаях, когда необходимо проверить правильность теоре
тического результата, содержащего высказывания о пространстве. Таким 
образом, система координат означает для физика некоторое реальное 
твердое тело, к которому следует относить явления, подлежащие изу
чению .

. (Скорость света в пустоте)
1 пак известно, п — -тт. г1- .' (Скорость света в среде)
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Возьмем теперь какой-нибудь простой закон природы, содержащий 
высказывания о пространстве, например известный закон инерции Гали
лея: материальная точка, на которую внешние силы не действуют, дви
жется равномерно и прямолинейно. Ясно, что этот закон не должен вы
полняться, если рассматривать движение в произвольно движущейся 
(например во вращающейся как угодно) системе координат. Поэтому 
основной закон Галилея следует формулировать так: можно выбрать 
систему координат К , движущуюся таким образом, что по отношению 
к ней всякая материальная точка, на которую не действуют никакие силы, 
движется прямолинейно и равномерно. Этот закон, конечно, выполняется 
и для всех других систем координат, покоящихся относительно # .

Если бы фундаментальный закон Галилея не выполнялся ни для одной 
системы координат, движущейся относительно # ,  то движение системы #  
оказалось бы выделенным из всех других движений. Это движение мы 
могли бы тогда считать абсолютным покоем. Однако простое рассуждение 
показывает, что основной закон Галилея выполняется для каждой мате
риальной точки, на которую не действует сила не только в системе # ,  
но и во всякой системе координат#', движущейся равномерно и прямоли
нейно относительно # .  Законы механики выполняются относительно 
таких систем # '  совершенно так же, как и относительно системы #. Суще
ствует множество равномерно движущихся относительно друг друга си
стем координат, строго равноправных с точки зрения законов механики. 
Это равноправие равномерно движущихся относительно друг друга 
систем координат К  и # ' ,  однако, не ограничивается механикой. Как 
показывает опыт, оно является всеобщим. П о с т у л а т  о р а в н о п р а 
в и и  в с е х  т а к и х  с и с т е м # ,  # ' ,  в к о т о р ы х  не с у щ е с т в у е т  
с о с т о я н и й  дв и ж е н и я ,  п р е д п о ч т и т е л ь н ы х  по  с р а в н е н и ю  
с д р у г и м и ,  мы б у д е м  н а з ы в а т ь  « с п е ц и а л ь н ы м  п р и н 
ц и п о м  о т н о с и т е л ь н о с т и » .

Теория Лоренца вызывает недоверие именно потому, что она, по-ви
димому, противоречит принципу относительности. Это показывает сле
дующее рассуждение. Согласно теории Лоренца, движение вещества не 
сопровождается движением светового эфира. Напротив, все части эфира 
находятся в относительном покое. Если мы выберем систему координат#, 
покоящуюся относительно эфира, то эта система координат окажется 
выделенной из всех других систем координат # ' ,  движущихся относитель
но # .  Таким образом, теория не удовлетворяет принципу относительности. 
Это рассмотрение можно провести и не обращаясь к понятию светового 
эфира. По теории Лоренца существует такая система координат # ,  отно
сительно которой всякий луч света распространяется в пустоте с опре
деленной постоянной скоростью с. Если мы будем относить этот световой 
луч к движущейся относительно #  — например, в направлении распро
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странения света — системе координат К ' , то, очевидно, мы обязаны пред
полагать, что рассматриваемый луч света относительно К '  распростра
няется с какой-то другой скоростью. Таким образом — в противоречии 
с принципом относительности — пришлось бы заключить, что система 
координат К  является предпочтительной по сравнению со всеми движу
щимися относительно нее системами координат К ' .

Фундаментальное утверждение теории Лоренца о том, что всякий луч 
света в пустоте (по крайней мере относительно одной определенной си
стемы координат К )  всегда распространяется с определенной постоянной 
скоростью с, мы будем называть п р и н ц и п о м  п о с т о я н с т в а  
с к о р о с т и  с в е т а .  Указанная выше трудность в теории Лоренца 
состоит в том, что принцип постоянства скорости света кажется несовме
стимым с принципом относительности.

Успехи теории Лоренца были настолько большими, что физики, не за
думываясь, отказались бы от принципа относительности, если бы не был 
получен один важный экспериментальный результат, о котором мы теперь 
должны сказать, а именно, результат опыта Майкельсона.

Считая, в соответствии с теорией Лоренца, что существует привилеги
рованная система координат К , в которой скорость света в пустоте равна с, 
уже нельзя предполагать, что Земля относительно этой системы координат 
покоится. В самом деле, тогда уже нельзя предполагать, что неподвижный 
эфир участвует в движении Земли вокруг Солнца. Следовательно, по мень
шей мере часть года мы должны были бы иметь по отношению к системе К  
скорость порядка 30 км!сек. Отсюда возникает задача обнаружить это дви
жение наших лабораторий и приборов относительно К , т. е. относительно 
эфира. Чтобы обнаружить это относительное движение, было проделано 
много опытов. При этом принималось во внимание, что ориентация чув
ствительных оптических приборов относительно направления искомого 
относительного движения должна оказывать влияние на оптические про
цессы. Однако на опыте обнаружить какое-то выделенное направление 
никак не удавалось.

Все же большая часть этих отрицательных результатов не говорила 
ничего против теории Лоренца. Г. А. Лоренц в высшей степени остро
умном теоретическом исследовании показал, что относительное движение 
в первом приближении не влияет на ход лучей при любых оптических 
экспериментах. Оставался только один оптический эксперимент, в котором 
метод был настолько чувствительным, что отрицательный исход опыта оста
вался непонятным даже с точки зрения теоретического анализа Г. А. Ло
ренца. Это был уже упомянутый опыт Майкельсона, схема которого вы
глядела следующим образом.

Луч света Ь от источника света £  сначала попадает на полупрозрачное 
зеркало £ , где он разделяется на два (см. рис. 2). Первый из них идет
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к зеркалу я , отражается от него, снова возвращается к полупрозрачному 
зеркалу Ё и там (частично) отражается и идет в направлении Е; второй луч 
идет к зеркалу 52, отражается там и после прохождения через £  также 
проходит в направлении Е. В Е оба указанных луча интерферируют. Все. 
описанное устройство было смонтировано на каменной плите, которая, 
плавала в ртути, так что установка как целое могла быть ориентирована 
по-разному относительно направления гипотетического движения Земли 
в световом эфире. Согласно теории, изменение ориентации каменной плитц

о
X- ■ч

Е

Рис. 2.

должно оказывать достаточно большое влияние на положение интерфе-1 
ренциальных полос в Е , чтобы его можно было обнаружить. Однако, 
эксперимент давал отрицательный результат.

Чтобы привести отрицательный результат этого эксперимента в согла^ 
сие с теорией, Г. А. Лоренц и Фицджеральд выдвинули гипотезу о том, 
что каменная плита со всеми смонтированными на ней приборами испък 
тывает в направлении движения Земли небольшое сокращение, как раз 
такое, что ожидаемый эффект компенсируется противоположным эффектом 
вследствие сокращения.

Способ действия, когда добиваются согласия теории с отрицатель
ным результатом эксперимента с помощью выдвинутой специально для 
этого гипотезы, выглядит крайне неестественным. Напрашивается утвер
ждение, что этому относительному движению Земли в системе К  не отве
чает никакая реальность, т. е. что подобное относительное движение 
п р и н ц и п и а л ь н о  нельзя обнаружить. Иными словами, мы при
ходим к убеждению, что принцип относительности выполняется всегда и 
строго. С другой стороны, как уже отмечалось, фундамент теории Ло
ренца, а тем самым и принцип постоянства скорости света представляется 
несовместимым с принципом относительности. Однако каждый, кто по
пытался бы заменить теорию Лоренца какой-либо другой теорией, удо
влетворяющей экспериментальным фактам, должен был бы признать, что
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это занятие при современном состоянии наших знаний является абсолютно 
бесперспективным.

При таком положении вещей следует еще раз задать вопрос, действи
тельно ли теория Лоренца, или принцип постоянства скорости света, 
несовместима с принципом относительности. Точное исследование пока
зывает, что оба принципа совместимы и что теория Лоренца не противоре
чит принципу относительности. Однако наши представления о времени и 
пространстве должны подвергнуться фундаментальным изменениям. Легко 
видеть далее, что мы должны отказаться от светового эфира. Действительно, 
если каждый луч света в пустоте распространяется со скоростью с относи
тельно системы К , то световой эфир должен всюду покоиться относитель
но К. Но если законы распространения света в системе К' (движущейся отно
сительно К) такие же, как и в системе К , то мы с тем же правом должны 
предположить, что эфир покоится и в системе К ' . Так как предположение 
о том, что эфир покоится одновременно в двух системах, является абсурд
ным и так как не менее абсурдно было бы отдавать предпочтение одной 
из двух (или из бесконечно большого числа) физически равноценных 
систем, то следует отказаться от введения понятия эфира, который пре
вратился лишь в бесполезный довесок к теории, как только было отверг
нуто механистическое истолкование света.

Мы уже говорили, что система координат, как ее понимают в теорети
ческой физике, представляет собой не что иное как жесткое измеритель
ное устройство, на котором с помощью твердых линеек наносятся значе
ния пространственных координат. Мы должны теперь еще задать вопрос, 
какой физический смысл имеют значения времени, которые в физике 
обычно всегда указываются вместе со значениями координат. Рассмотрим 
этот вопрос.

Обычно мы измеряем время с помощью часов. При этом часами мы 
называем систему, которая автоматически повторяет один и тот же про
цесс. Число уже повторившихся процессов такого рода, причем за первый 
можно принять любой процесс, и есть время, измеренное часами. Пока
зания часов, одновременные с некоторым событием, мы называем време
нем события, измеренным этими часами.

Пусть теперь в начале нашей системы координат (х =  у =  % — 0) 
помещены часы £70 и пусть совсем рядом с началом координат происходит 
какое-нибудь событие. Тогда в соответствии с опытом мы можем опре
делить показание часов, одновременное событию, иначе говоря, опреде
лить время события (отнесенное к нашим часам). Однако, если место со
бытия будет удалено от места, где расположены часы, то мы не сможем 
непосредственно определить показания часов, одновременные с событием. 
В самом деле, наблюдатель, стоящий около часов, может воспринимать 
событие не непосредственно, а только с помощью какого-нибудь проме
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жуточного процесса (сигнала), связанного с событием и дошедшего до 
наблюдателя (например с помощью лучей света). Наблюдатель определит 
только время прибытия сигнала, а не время события. Последнее он смо
жет определить, только зная промежуток времени, проведенный сигналом 
в пути. Однако определить этот промежуток времени с помощью часов Л0, 
установленных в начале координат, принципиально невозможно. С по
мощью часов можно непосредственно определять время только таких 
событий, которые происходят в непосредственной близости от часов.

Если бы на месте, где произошло событие, также находились часы 
V 1 — мы будем предполагать, что эти часы точно такой же конструкции, 
как и часы С/0,— и если бы там стоял наблюдатель, определяющий время 
события по указанным часам, то это тоже еще не помогло бы нам, ибо 
мы еще не могли бы сопоставить показаниям часов Лх одновременные им 
показания часов Л9. Отсюда очевидно, что для определения времени 
необходимо еще ф и з и ч е с к о е  о п р е д е л е н и е  о д н о в р е м е н 
н о с т и .  Как только оно будет дано, искомое физическое определение 
времени будет полным.

Другими словами, требуется еще правило, по которому часы Лх можно 
синхронизировать с часами Л0. Мы будем делать это следующим образом. 
Пусть мы имеем какое-нибудь средство, чтобы посылать сигналы из на
чала координат О системы К  в точку Е и обратно из Е в О так, что сигналы 
О — Е и Е — О физически совершенно равноценны. Тогда мы можем и 
будем требовать, чтобы часы Л0 и Лх были поставлены так, чтобы на про
хождение обоими сигналами своих путей требовалось одно и то же время, 
измеренное этими часами. Пусть 10 — время отправления сигнала О — Е 
(по часам Л0), П — время прибытия сигнала О — Е (по часам Лх), V — 
время отправления сигнала Е — О (по часам Лх), £ — время прибытия 
сигнала Е — О (по часам С/0). Тогда часы Лх должны быть поставлены 
так, чтобы выполнялось условие

П =  t0 —  П-
Теперь мы можем расположить в произвольных точках системы коор

динат К  такие часы и поставить их по часам Л0 в соответствии с указан
ным правилом. Тогда можно определять время событий во всех этих точ
ках.

При указанном определении одновременности событий необходимо 
обратить особое внимание на следующее. Мы использовали для опреде
ления времени с и с т е м у  ч а с о в ,  п о к о я щ и х с я  о т н о с и 
т е л ь н о  с и с т е м ы  X . Иначе говоря, это определение имеет смысл 
только по отношению к системе координат К  в определенном состоянии 
движения. Если кроме системы координат К  вводится другая система 
координат К ' , движущаяся равномерно и прямолинейно относительно К ,
27 а . Эйнштейн, том I 417
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то можно совершенно аналогично определить время относительно К '. 
Однако заранее не очевидно, что можно согласовать показания этих двух 
систем часов. Априори ниоткуда не следует, что два события, одновремен
ные относительно К , должны быть одновременными относительно систе
мы К '.  В этом и заключается «относительность времени».

Оказывается, что принцип постоянства ско- 
х х > рости света и принцип относительности проти-

воречат один другому только до тех пор, пока 
сохраняется постулат абсолютного времени, 
т. е. абсолютный смысл одновременности. Ес
ли же допускается относительность врзмени,

г и____________ то оба принципа оказываются совместимы-
0' у' ми; в этом случае, исходя из этих двух

11------------------------------  принципов, получается теория, называемая
 ̂ /  «теорией относительности».

Рис 3 Основная задача, связанная с этой систе
мой понятий, заключается в следующем. Даны 
две системы координат К  и К '. Система К ' 
движется равномерно и прямолинейно относи

тельно К  со скоростью V. Даны место и время произвольного события 
(т. е. координаты х, у, г и время I) в системе К . Требуется найти место
и время (х ', у ’ , г ', £') в системе К '.  При этом положения координат
ных осей этих двух систем для простоты выбраны так, как показано 
на рис. 3. Старая кинематика решала эту задачу следующими форму
лами:

х' — X —  vt,
У' =  У,
^  =  
г' =  г.

Последняя из этих формул выражает постулат о том, что значения 
времени имеют смысл, независимый от состояния движения (постулат 
«абсолютного времени»). Однако в этих уравнениях содержится еще одна 
неявная предпосылка, с которой мы теперь познакомимся. На фиг. 3 изо
бражено положение и состояние движения двух систем К  и К ' с точки 
зрения системы К . Возьмем теперь точку Р ' на оси х ' , расстояние которой 
от О' равно Г . Это значит, что наблюдатель, движущийся вместе с систе
мой К \  должен приложить свою измерительную линейку вдоль оси х ' 
V раз, чтобы попасть из О' в Р '.  Наблюдатели же, находящиеся в покое 
относительно системы К , чтобы определить расстояние 0 'Р \  должны 
поступать иначе. Они должны определить те пространственные точки 
в системе К , в которых находятся точки О ' и Р ' в одно и то же время
418



33 Теория относительности

(системы К ). Затем, прикладывая измерительную линейку вдоль оси х  
системы К , они получат искомое расстояние между этими точками. Оче
видно, оба процесса абсолютно разные, так что и их численные результа
т ы / и  I' априори могут быть разными. Другими словами, априори нельзя 
отвергать возможность, что и понятие пространственного расстояния имеет 
только относительный смысл. Таким образом, наряду с «относительностью 
времени» мы должны допустить также «относительность длин».

Тем самым рушится основа написанных выше уравнений преобразо
вания пространственных координат и времени. Вместо этих уравнений 
в теории относительности появляются преобразования, удовлетворяющие 
одновременно принципу относительности и принципу постоянства ско
рости света. Новые уравнения преобразования находят, математически 
формулируя требование, чтобы каждый луч света распространялся в обеих 
системах К и К ' с одинаковой скоростью с. Так получаются уравнения 
преобразования

, х  —  ьЬ
£  ===: ,  -------

\ Г  1 _ ( г , 2 / с 2) ’

у ' =  У-
г’ =  г,

Г =  * ~  (у/с2)ж
У \  —  (г>а/с2) '

Последнее из этих уравнений показывает, что в общем случае из равен
ства значений времени (одновременности) двух событий в системе К  н е  
с л е д у е т  равенство значений времени (одновременность) тех же собы
тий в системе К '. Одновременность, таким образом, теряет абсолютный 
смысл.

Далее, возникает вопрос: чему равна в системе К  длина I стержня, 
покоящегося в системе К ' , ориентированного параллельно оси х' и обла
дающего длиной I' в системе К '? Первое из указанных уравнений преобра
зования дает ответ2:

1 =  1' У  \ —  (г>2/с 2).

2 Для обоих концов линейки, именно для их координат х, выполняются уравнения 
х\ — уі / »2 —х1 1 _  (г ;2 /с 2) • 2 1 —  (г>а/с2) »

откуда после вычитания следует 
»2 — Яі 

■ (»а/с2)
27*

*2 ~  хі =  Г - или 1 =  1' V 1 — (г?2/с2) .
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Это означает следующее. Если стержень в поксз обладает длиной V , 
то при движении со скоростью V вдоль своей оси он будет обладать с точки 
зрения несопутствующего наблюдателя меньшей длиной I =  1'У  1 —  (г>2/с2), 
тогда как для сопутствующего наблюдателя длина стержня, как и прежде, 
равна Г . Длина тем меньше, чем больше скорость V движущегося стержня. 
Если V приближается к скорости света, то длина стержня стремится к ну
лю. Для значений V,  превышающих скорость света, наш результат теряет 
смысл; движение с такими скоростями согласно теории относительности 
невозможно. Легко видеть, что упомянутая выше гипотеза Г. А. Лоренца 
и Фицджеральда, выдвинутая для объяснения опыта Майкельсона, полу
чается как следствие теории относительности. С другой стороны, соглас
но этой теории, тело, покоящееся относительно К, с точки зрения К' 
испытывает точно такое же сокращение, как и тело, покоящееся в К ', 
при наблюдении его из системы К.

Еще одно важное следствие из уравнений преобразования получается 
следующим образом. Пусть в начале координат системы К ' находятся 
часы с секундной стрелкой. Для них всегда х ' =  О, и они отсчитывают 
свои секунды в моменты времени V =  0, 1, 2, 3 и т. д. Первое и четвертое 
уравнения преобразования дают для времен £ этих секундных отсчетов 
значения

I _  0 1 2
~  V I — (V*/с2) ’ / 1 —  (г>2/С2) ’ / 1 —  (у2/с2)

и т. д. Таким образом, в системе К  время между отсчетами часов равно 
—  (г2/с2), т. е. больше секунды. Часы, движущиеся со скоростью V, 

идут — с точки зрения несопутствующей системы координат — медлен
нее, чем шли бы те же часы, если бы они покоились.

Обобщая, можно сделать вывод: всякий процесс в некоторой физиче
ской системе замедляется, если эта система приводится в поступательное 
движение. Однако это замедление происходит только с точки зрения не
сопутствующей системы координат.

Представляет ли теория относительности какую-либо ценность для 
дальнейшего развития физики, помимо того, что решает изложенную 
выше дилемму? На этот вопрос следует ответить утвердительно по следую
щей причине. Согласно теории относительности, системы К  ж К ' являются 
равноправными, и координаты и значения времени в обеих системах 
взаимно связаны приведенными выше уравнениями преобразования. 
Если какая-нибудь общая физическая теория формулируется в системе К , 
то с помощью уравнений преобразования вместо величин х, у, г, Ь в урав
нения можно ввести величины х ' , у ',  г', V . Тогда получится система 
уравнений, отнесенная к системе К '. В соответствии с принципом отно
сительности эта система уравнений должна точно совпадать с системой
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уравнений, отнесенной к системе К , с той лишь разницей, что вместо 
величин х , у, г, г войдут х ' , у ', г', V . Таким образом, теория относительно
сти дает общий критерий допустимости любой физической теории.

Перечислим кратко отдельные результаты, полученные до настоящего 
времени благодаря теории относительности. Она дает простую теорию 
принципа Допплера, аберрации, опыта Физо. Она говорит о справедливо
сти уравнений поля Максвелла — Лоренца и для электродинамики дви
жущихся тел. Законы отклонения быстрых катодных лучей и одинаковых 
с ними по природе (3-лучей радиоактивных веществ, вообще законы дви
жения быстро движущихся материальных частиц выводятся с помощью 
теории относительности без привлечения особых дополнительных гипотез.

Однако важнейший результат, достигнутый пока теорией относитель
ности,— это вывод соотношения между инертной массой физической систе
мы и содержанием энергии в ней. Пусть тело обладает в некотором опре
деленном состоянии инертной массой М . Если этому телу сообщается 
каким-то образом энергия Е , то, согласно теории относительности, его 
инертная масса возрастает вследствие этого до значения М  +  .Б/с2, 
где с — скорость света в пустоте. Поэтому закон сохранения массы, счи
тавшийся до сих пор справедливым, видоизменяется и объединяется 
в один закон с законом сохранения энергии. Этот результат говорит о том, 
что инертную массу М  тела следует понимать как содержание энергии 
М с2. Прямого экспериментального подтверждения этого важного резуль
тата у нас пока нет, однако мы знаем частные случаи, для которых спра
ведливость «закона инерции энергии» можно доказать, не прибегая к тео
рии относительности.

Развитие теории относительности было сильно ускорено благодаря 
математической формулировке ее основ, данной Г. Минковским. При 
этом Минковский исходил из того, что «временная координата» будет 
входить в основные уравнения теории относительности точно таким же 
образом, как и пространственные координаты, если вместо £ ввести про
порциональную этой величине мнимую переменную У —1 и . Благодаря 
этому уравнения теории относительности становятся уравнениями в че
тырехмерном пространстве; при этом формальные свойства этого четырех
мерного мира отличаются от формальных свойств пространства эвклидо
вой геометрии только числом измерений.

II. Общая теория относительности
Специальная теория относительности основана на идее, что опреде

ленные системы координат (инерциальные системы) являются равноправ
ными для формулировки законов природы; к таким системам координат
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принадлежат те, в которых выполняется закон инерции и закон постоян
ства скорости света в пустоте. Но являются ли эти системы координат на 
самом деле выделенными в природе, или же эта привилегированность воз
никает вследствие несовершенного понимания законов природы? Конеч
но, закон Галилея на первый взгляд выделяет инерциальные системы из 
всех других движущихся систем координат. Но закон инерции обладает 
недостатком, который обесценивает этот аргумент.

Теперь представим себе часть пространства, свободную от действия сил 
в смысле классической механики, иными словами, достаточно удаленную 
от тяготеющих масс. Тогда в соответствии с механикой существует инер- 
циальная система К , относительно которой масса М , предоставленная 
самой себе в рассматриваемой части пространства, движется прямолиней
но и равномерно. Если теперь ввести систему координат К ' , равномерно 
ускоренную относительно системы К , то по отношению к системе К ' 
масса М , предоставленная самой себе, будет двигаться не по прямой, а по 
параболе, подобно тому, как движется масса вблизи поверхности Земли 
под действием силы тяжести.

Можно ли отсюда заключить, что система К ’ (абсолютно) ускорена? 
Это заключение было бы неправомерным. Систему К ' можно с таким же 
правом считать «покоящейся», предполагая лишь, что в системе К* 
существует однородное гравитационное поле, являющееся причиной уско
ренного движения тел относительно К '.

Против такого утверждения можно было бы возразить, что не ука
заны массы, порождающие это гравитационное поле. Однако их можно 
считать бесконечно удаленными, не вступая в противоречие с основами 
механики Ньютона. Кроме того, мы не знаем, с какой точностью соот
ветствует действительности закон тяготения Ньютона.

Одно обстоятельство говорит в пользу нашего утверждения. 
Относительно системы К * все массы, независимо от их конкретных 
физических и химических свойств, падают с одинаковым ускорением. 
Опыт показывает, что это справедливо и для гравитационного поля, при
чем с необычайной точностью. Примечательный факт, что мы знаем гра
витационное поле как состояние пространства, в котором поведение тел 
такое же, как и в системе К \  делает совершенно естественной гипотезу 
о том, что в системе К ' существует гравитационное поле, по существу 
тождественное полям тяготения, порождаемым массами в соответствии 
с законом Ньютона.

При этом способе рассмотрения не существует никакого реального 
разделения на инерцию и гравитацию, поскольку ответ на вопрос о том, 
находится ли тело в определенный момент исключительно под действием 
инерции или под комбинированным воздействием инерции и гравитации,, 
зависит от системы координат, т. е. от способа рассмотрения.
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Итак, общеизвестные физические факты приводят нас к общему прин
ципу относительности, т. е. к утверждению, что законы природы следует 
формулировать так, чтобы они выполнялись относительно произвольно 
движущихся систем координат.

Из сказанного выше непосредственно видно, что общий принцип отно
сительности приводит к теории гравитационного поля. Именно, исходя 
из инерциальной системы К , в которой гравитационное поле отсутствует, 
и вводя двищущуюся произвольным образом относительно К  систему 
координат К ' , так что в системе К ' существует точно известное гравита
ционное поле, мы можем определять общие свойства гравитационных по
лей по общим свойствам тех гравитационных полей, которые получаются 
при переходе к системе К '.

В то же время неверно обратное утверждение, что всякое гравитацион
ное поле соответствующим выбором системы координат можно исключить, 
т. е. получить пространство, свободное от тяготения. Например, гравита
ционное поле Земли нельзя исключить никаким выбором системы коор
динат. Для к о н е ч н о й  области это возможно только в случае грави
тационных полей весьма специфического вида. Но для бесконечно малой 
области координаты всегда можно выбрать таким образом, что гравита
ционное поле будет отсутствовать в ней. Тогда можно считать, что в такой 
бесконечно малой области выполняется специальная теория относитель
ности. Тем самым общая теория относительности связывается со специаль
ной теорией относительности, и результаты последней переносятся на 
первую.

Простое рассуждение показывает, что путь луча света, распростра
няющегося в инерциальной системе К  прямолинейно и равномерно, в си
стеме координат К \  совершающей ускоренное поступательное движение, 
будет криволинейным. Отсюда мы заключаем, что лучи света искривляют
ся гравитационным полем; в соответствии с принципом Гюйгенса это озна
чает, что скорость света в гравитационных полях является функцией 
точки. Это следствие впервые было подтверждено во время солнечного 
затмения 1919 года.

Легко видеть далее, что, согласно общей теории относительности, 
гравитационное поле должно обладать значительно более сложной струк
турой, чем в теории Ньютона. Например, если система К " равномерно 
вращается относительно инерциальной системы К , то движение материаль
ных точек относительно К ' происходит таким образом, что ускорение за
висит не только от их положения (центробежная сила), но и от скорости 
(сила Кориолиса).

Далее, исходя из лоренцовского сокращения, которое выше было по
лучено как следствие специальной теории относительности, можно сде
лать вывод о том, что расположение практически жестких тел в системе К
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описывается геометрией Эвклида неточно и что скорость хода одинаково 
устроенных часов является функцией точки. Другими словами, в общей 
теории относительности не существует геометрии и кинематики, незави
сящих от физических процессов, так как свойства масштабов и часов 
определяются гравитационным полем.

С этим обстоятельством связано существенно более глубокое изменение, 
которое вносит в учение о пространстве и времени общая теория отно
сительности, чем то, которое внесла специальная теория относительности. 
В последней, например, пространственные и временные координаты имеют 
непосредственный физический смысл: между двумя точками (хх, у\, %х) 
и {хг, г/2, г%) данной системы координат можно уложить твердый масштаб, 
измеряющий длину

У ( Х 2  Х х)2 +  (у2   Ух)2 +  ( 2 2  гх)2,

а разность времен £2 — £1 двух событий, происходящих в одной точке 
этой системы координат, непосредственно измеряется (одинаково устроен
ными для всех точек) часами, помещенными в этой точке (или в ее непо
средственной окрестности). В общей теории относительности координатам 
уже нельзя приписывать такой непосредственный физический смысл. 
Хотя совокупность процессов, т. е. точечных событий, М О Ж Н О  и здесь 
расположить в четырехмерном континууме (пространстве-времени), но 
свойства масштабов и часов (геометрия или вообще метрика) в этом кон
тинууме определяются гравитационным полем; последнее, таким образом, 
представляет собой физическое состояние пространства, одновременно 
определяющее тяготение, инерцию и метрику. В этом заключается углуб
ление и объединение основ физики, достигнутое благодаря общей теории 
относительности.

В разительном контрасте с глубоким изменением, внесенным общей 
теорией относительности в основы физики, находится ничтожное разли
чие между количественными предсказаниями новой и старой теорий. 
Кроме уже упомянутого искривления лучей света в гравитационном поле 
Солнца, обнаруживаемого только при полном солнечном затмении, сле
дует назвать еще медленное вращение эллиптической орбиты планеты 
Меркурий (40 секунд за 100 лет), которое нашло объяснение в общей 
теории относительности, но не могло быть объяснено в теории тяготения 
Ньютона. Наконец, общая теория относительности предсказывает не
значительный сдвиг спектральных линий света, испускаемого атомами на 
поверхности Солнца или неподвижных звезд, по сравнению со спектраль
ными линиями света, испускаемого на поверхности Земли. Наблюдениями 
установлено, что существование этого эффекта является весьма вероят
ным, но пока еще не вполне достоверным.



К ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ•

34

В последние годы я старался построить общую теорию относительности 
исходя из относительности также и неравномерных движений. Я думал, 
что на самом деле нашел единственный закон гравитации, который соот
ветствует понятному по смыслу общему постулату относительности, и 
пытался доказать необходимость именно этого решения в работе, появив
шейся в прошлом году в этом журнале] .

Однако заново проведенный анализ показал, что, следуя по предло
женному пути, совершенно невозможно ничего доказать; то, что это 
казалось все же сделанным, было основано на заблуждении. Постулат 
относительности в той мере, в какой я требовал, выполняется всегда, 
когда в основу кладется принцип Гамильтона; однако фактически он не 
дает возможности определить гамильтонову функцию Н  гравитационного 
поля. На самом деле ограничивающее выбор Н  соотношение (77) цит. соч. 
выражает не что иное, как то, что Н  должна быть инвариантна относитель
но линейных преобразований, а это требование не имеет ничего общего 
с относительностью ускорения. Кроме того, указанный соотношением (77) 
выбор нисколько не подтвержден уравнением (78) цит. соч.

По этим причинам я полностью потерял доверие к полученным мной 
уравнениям поля и стал искать путь, который бы ограничивал возмож
ности естественным образом. Так я вернулся к требованию более общей 
ковариантности уравнений поля, от которой я отказался с тяжелым серд
цем, когда работал вместе с моим другом Гроссманом. Мы подошли тогда 
фактически очень близко к излагаемому ниже решению задачи.

* Zur allgemeinen Relativitätstheorie.  Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1915, 
44, 2, 778— 786.

1 «Формальные основы общей теории относительности». Sitzungsber. preuss. 
Acad. Wiss., 1914, 2, 1030, (Статья 29). В дальнейшем при ссылках на уравне- 
ния из этой работы последние будем отличать от уравнений настоящей работы 
добавкой «цит. соч.» («цитированного сочинения»).

4 2 5
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Подобно тому, как частная теория относительности основана на по
стулате, что ее соотношения должны быть ковариантны относительно 
линейных ортогональных преобразований, излагаемая здесь теория осно
вана на постулате к о в а р и а н т н о с т и  в с е х  с и с т е м  у р а в 
н е н и й  о т н о с и т е л ь н о  п р е о б р а з о в а н и й  с о п р е д е 
л и т е л е м  1.

Прелесть этой теории едва ли может скрыться от того, кто действитель
но понимает ее; она означает истинный триумф метода абсолютного диф
ференциального исчисления, развитого Гауссом, Риманом, Кристоффе- 
лем, Риччи и Леви-Чивитой.

§ X.  Законы образования ковариантов
Поскольку в наших работах последних лет дано подробное изложение 

методов абсолютного дифференциального исчисления, мы будем краткими 
при изложении используемых здесь законов образования ковариантов; 
нам нужно лишь исследовать, что меняется в теории ковариантов благо
даря тому, что допускаются преобразования только с определителем 1. 

Справедливое при любых преобразованиях соотношение
д (хл, . . ., х. )

<!%' =  - - ^  (1% д (хг, . . я4)

в соответствии с исходным предположением нашей теории

д ( х 1г . . х\)
д (хг , . . хл) =  1 (1)

переходит в соотношение

сіх' =  <1%\ (2)

таким образом, элемент четырехмерного объема является инвариан
том. Далее, поскольку соотношение (17) цит. соч. является ковариантным 
относительно любых преобразований, то для интересующей нас группы и

У=?  =  (3)
Следовательно, определитель, составленный из также является 

инвариантом. В силу скалярного характера У  — §  основные формулы 
образования ковариантов допускают по сравнению со случаем общей ко
вариантности упрощение, коротко говоря, основанное на том, что в ос
новных формулах уже не появляются множители У — g и 1/У  — g
426
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и отпадает различие между тензорами и Е-тензорами. В частности, полу
чается следующее:

1. На месте тензоров
^Штп — — §^Шт

И

*~лк1т 1 <г^ — г ОЦ{1т
У — ё

[см. формулы (19) и (21а) цит. соч.] стоят более просто построенные тен
зоры

(*Ис1т =  С гк1т -  бгА-1т • (4)
2. Основные формулы (29) и (30) цит. соч. для расширения тензоров 

нельзя заменить более простыми на основе наших исходных предположе
ний, равно как и определяющую дивергенцию формулу, которая полу
чается объединением формул (30) и (31) цит. соч. Ее можно записать в виде:

л “' - “ ' =  З а- ^ ^ -  +  +  ••• +
в в 8 Т

+  { £ }  +  3  { 7 }  (5)

Однако теперь, согласно (24) и (24а) цит. соч.,

в« - - »  <Х8 ' Т 8 Д/  а Т
Таким образом, эта величина в силу (3) имеет векторный характер. 

Следовательно, последний член в правой части равенства (5) сам является 
контравариантным тензором ранга I. Поэтому мы вправе принять вместо (5) 
более простое определение дивергенции

=  2  ^ 2 ^  +  2  | V  + . . . + { ” }  1'*] , (5а)

что мы и будем делать в дальнейшем. Так, например, определение (37) 
цит. соч.

ф =  ^ = 3 ^ -  ( У ~ е А *)

нужно было бы заменить более простым определением
_ ^  ал»1 /п\
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формулу (40) цит. соч для дивергенции контравариантного 6-вектора 
также можно заменить более простой

^  =  2 ^ -  (8)
V V

По нашему определению, вместо формулы (41) цит. соч. имеем
I V , ^

(9)

Сравнение с формулой (416) цит. соч. показывает, что при нашем опреде
лении закон для дивергенции такой же, как и закон для дивергенции 
С-тензора согласно абсолютному дифференциальному исчислению. Тот 
факт, что это замечание справедливо для дивергенций произвольных тен
зоров, можно легко доказать с помощью соотношений (5) и (5а).

5. Наше ограничение преобразованиями с определителем 1 приводит 
к наиболее сильному упрощению для тех ковариантов, которые могут 
быть образованы только из g^  и их производных. Математика учит, что 
все эти коварианты могут быть получены из тензора Римана — Кристоф- 
феля 4-го ранга, который (в своей ковариантной форме) имеет вид

(тк 1т\ =  — ( д2§гтп I ^2§Ы___ ^2§И____ д28тк \ <
' ’ / 2 \dxfrdxi ' дхгдхт дх-^дхт д х \дх 1/

+ з * , ° С Т “ Н р 1 Н Г 1 ) -  (1 0 >1а ^

Проблема гравитации заставляет нас особенно интересоваться тензо
рами 2-го ранга, которые могут быть образованы из этого тензора 4-го
ранга и gii_v путем внутреннего умножения. В силу свойств симметрии
тензора Римана, вытекающих из равенства (10),

(гк, 1 т )  —  ( 1 т ,  (к),

(г/с, 1 т )  —  —  (Ы,  1 т ) ,  ( И )

такая операция образования тензора 2-го ранга может быть выполнена 
только о д н и м  способом; получается тензор

£ г т  = 2 ^ Ч г'М ^ ) -  (12)
Ы

Однако для наших целей полезнее вывести этот тензор из второй фор
мы тензора (10), указанной Кристоффелем, а именно2,

2 Простое доказательство тензорного характера этого выражения можно найти 
на стр. 1053 цит. соч. (статья 29, стр. 350, 351 . — Ред.).
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9 г;п  д Нт\

и к  =  2  ** №, і т )  = -М -  4АІ + 2 [{“} {т} -  {7} {*}]■ <13>
Тензор Gim получается отсюда путем умножения на тензор 8  ̂ =  '^gkagal

а
(внутреннее умножение):

^гтп =  =  Я іт  4 “  $ іт і  (^ 3 )

im

R im -  Ц ^ + 2 { р } { Рг } ’ (13a)
р

(13б)
Если ограничиться преобразованиями с определителем 1, то не только 

(Gim) является тензором, но и (Rim) и (Sim) также имеют тензорный ха
рактер. В самом деле, это следует из того обстоятельства, что У  — g

является скаляром и в силу равенств (6) |^| — ковариантным 4-вектором.
Однако (Sim) согласно формуле (29) цит. соч. есть не что иное, как расши
рение этого 4-вектора, т. е. также тензор. Из тензорного характера (Gim) 
и (Sim) [см. (13)] следует также тензорный характер (Яш)- Этот послед
ний тензор имеет наибольшее значение для теории гравитации.

§ 2 . З ам ечан и я к ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы м  законам  
«м а те р и а л ь н ы х  процессов»

1. Теорема энергии-импульса для материи (включая электромагнит
ные процессы в вакууме).

Вместо уравнения (42а) цит. соч., согласно общим методам предыду
щего параграфа, мы будем иметь уравнение:

2 ^  =  5 2 ^ ' «  +  * . ;  ( 1 4 >
V

при этом Га — обычный тензор, К а — обычный ковариантный 4-вектор 
(а не Е-тензор или Е-вектор). По поводу этого уравнения необходимо 
сделать следующее важное замечание. Это уравнение сохранения

420



К общей теории относительности 1915 г.

побуждало меня рассматривать величины

как естественное выражение для компонент гравитационного поля, хотя, 
принимая во внимание формулы абсолютного дифференциального исчис
ления, вместо этих величин лучше было бы ввести символы Кристоффеля

Это было роковым предубеждением. Предпочтение символам Кристоф
феля оправдано в особенности благодаря симметрии относительно их 
обоих значков ковариантного характера (здесь V и а) и благодаря тому, 
что они же входят в фундаментальное уравнение геодезической линии 
(236) цит. соч., которое с физической точки зрения представляет собой 
уравнение движения материальной точки в гравитационном поле. Виц 
уравнения (14) также не противоречит этому, так как первый член его» 
правой части можно привести к виду

Поэтому в дальнейшем мы будем считать компонентами гравитацион- 
ного поля величины

Если обозначить через Т1 тензор энергии всей «материальной» системы, 
то Кч обращается в нуль; закон сохранения (14) в этом случае принимает 
вид:

Заметим, что уравнения движения материальной точки (236) цит. соч. 
принимают вид:

2. В рассуждениях §§ 10 и 11 цитированной работы ничего не меняется, 
и лишь величины, называвшиеся там Е-скалярами и Е-тензорами, имеют 
теперь характер обычных скаляров или тензоров.

(14а>

(15>
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§ 3. Уравнения гравитационного ноля
Только что сказанное наводит на мысль придать уравнениям гравита

ционного поля вид
—  (16)

поскольку мы уже знаем, что эти уравнения ковариантны относительно 
произвольных преобразований с определителем 1. Действительно, эти 
уравнения удовлетворяют всем требованиям, которые мы должны к ним 
предъявлять. В более подробной записи они в соответствии с формула
ми (13а) и (15) имеют вид

9Га
2  ~дх  ̂ =  — (16а)

а  а  а(3

Покажем теперь, что эти уравнения поля можно привести к гамиль
тоновой форме:

б (й —  *  2  ё ^ т =  О,

(17)
£ =  2

о т а |3

причем ^  следует варьировать, а тензор рассматривать как по
стоянный. Именно соотношение (17) равносильно уравнениям

|,8>

причем £  следует считать функцией С  и =  g^v.

С другой стороны, путем длинных, хотя и несложных, выкладок 
получаем соотношения

^  =  - З Г ^ Г ? „ ,  (19)

—  =  Г“ (19а)
з С  *

Вместе с  уравнениями (18) эти соотношения дают в результате уравнения 
поля (16а).
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Теперь легко также показать, что выполняется закон сохранения 
энергии и импульса. Умножая уравнения (18) на ^  и суммируя по 
з н а ч к а м  [і, и V ,  после несложных преобразований получаем

а(ху а \ °а ■ а (XV

С А д х ,  2 д х „  ^
Л Л (XV 0

С другой стороны, согласно уравнению (14), полный тензор энергии- 
материи равен

д4 - т ,

Из последних уравнений следует
д_ 

д хX
причем

2 г 4 - ( ^  +  ^ )  =  0, (20)

(20а)

означает «тензор энергии» гравитационного поля, который, впрочем, 
является тензором лишь по отношению к линейным преобразованиям. 
Из соотношений (20а) и (19а) после простого преобразования получаем

=  4 б» 2  г г  -  2  (206)
о̂с(3 (худ

Наконец, представляет еще интерес вывести два скалярных уравне
ния, которые получаются из уравнений поля. Умножая уравнение (16а) 
на gv■'J и суммируя по ц  и V ,  после простых преобразований получаем

2 ^ ~  2  ^ ^  +  2 4 ( ^ ^ | р )  =  - х 2 г ; .  <21,
а,8 <* Э а/3ат <хр 4 Р '  а

С другой стороны, умножая (16а) на gv* и  суммируя по V , находим

2 4 г  («’’Т . )  -  2  ^
а* а

или, принимая во внимание (206),

2 й- ї - ( § ЛГУ - 4 ві 2  =  +д х 4 [хусс/:

4:32
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Отсюда с учетом соотношений (20) после простого преобразования сле
дует уравнение

0 . (22)
_д
дх, з г^ - 2 * « г ь г г .

<х(3 а  р а т а /3

Однако мы требуем несколько большего:

-  дх„дха
а /3 а  Р а т а /3

(22а)

так что уравнение (21) принимает вид

( 2 1 а )
0ха V Э ' о

Из уравнения (21а) следует, что невозможно выбрать систему коорди
нат так, чтобы величина У  — g всюду стала равной 1, поскольку тогда 
след тензора энергии не может быть обращен в нуль.

Уравнение (22а) является соотношением, которому подчиняются толь
ко g^v и которое уже не должно оставаться справедливым в новой системе 
координат, получающейся из первоначальной системы координат путем 
применения неразрешенного преобразования. Следовательно, это урав
нение указывает, как должна быть подобрана система координат для 
рассматриваемого многообразия.

§ 4. Некоторые замечания 
о физических следствиях теории

Уравнение (22а) в первом приближении дает

а/3 дхадх(і
=  0 .

Это еще не определяет координатную систему: для ее определения необ
ходимо еще задать 4 уравнения. Поэтому мы можем в первом приближе
нии положить произвольно

2 ^  =  0. (226)
/з ахр

Далее, для упрощения изложения введем мнимое время в качестве 
четвертой переменной. Тогда уравнения поля (16а) в первом приближении
28 а. Эйнштейн, том I 433
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принимают вид

Отсюда нетрудно видеть, что они содержат в качестве приближения закон 
тяготения Ньютона.

Относительность движения в новой теории обеспечена тем, что среди 
разрешенных преобразований имеются как такие преобразования, кото
рые соответствуют вращению новой системы относительно старой с про
извольно меняющейся угловой скоростью, так и такие, при которых на
чало координат новой системы совершает в старой системе произвольно 
заданное движение.

Действительно, преобразования
х' =  X COS т -|-у sin т, 
у* =  —  х  sin Т +  у COS т, 

z f =  Z, 

t' =  t
и

х' =  X —  т1?

у' =  у — ъ,
Z  =  Z  ■ Т о ,

t' =  t,

г д е  т и л и  T i, Т 2 , т3 — п р о и з в о л ь н ы е  ф у н к ц и и  я в л я ю т с я  п р е о б р а з о в а н и я м и  
с  о п р е д е л и т е л е м  1 .

Поступила 11 ноября 1915 г.

В этой работе восстанавливается принцип ковариантности уравнений. Однако 
ковариантность ограничивается пока еще условием унимодулярности преобразова
ния. Это последнее ограничение будет отброшено в статье 38.
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(ДОПОЛНЕНИЕ) •

В недавно появившемся исследовании1 я показал, как можно построить 
теорию гравитационного поля на основе римановской ковариантной 
теории многомерных многообразий. Здесь будет показано, что путем 
введения довольно смелой дополнительной гипотезы о структуре мате
рии может быть достигнуто еще более стройное логическое построение 
теории.

Гипотеза, которая еще должна быть оправдана, касается следующего:
из тензора энергии «материи» Т£ может быть составлен скаляр 2

ij-
Хорошо известно, что для электромагнитного поля этот скаляр обращает
ся в нуль. Наоборот, для с о б с т в е н н о  материи он, по-видимому, 
отличен от нуля. Если мы рассмотрим в качестве частного случая, на
пример, непрерывную жидкость, то обычно (пренебрегая давлением) по
лагают

/ дх„ дх„

так что

3 7 T = 2 g |l. r llv =  P(>K ; ^ i .
v-

Следовательно, в этом случае след тензора энергии не обращается в нуль.
Теперь вспомним, что, согласно нашим знаниям, «материю» не следует 

понимать как нечто изначально заданное, физически элементарное. Есть

* Zur allgemeinen Relativitätstheorie. {Nachtrag). Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 
1915, 46, 2, 799— 801.

1 Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1915, 44, 2, 788. (Статья 34.— Ред.).



К общей теории относительности. (Дополнение) 1915 г.

еще немало людей, которые надеются, что можно будет свести материю 
к чисто электромагнитным процессам, однако эти процессы, во всяком слу
чае, происходили бы в соответствии с усовершенствованной по сравнению 
с электродинамикой Максвелла теорией. Допустим на мгновение, что в усо
вершенствованной таким образом электродинамике скаляр тензора энер
гии также обращался бы в нуль! Доказывал ли бы тогда только что по
лученный результат, что е  такой теории нельзя получить материю? Я ду
маю, на этот вопрос можцо ответить отрицательно, ибо тогда было бы 
весьма возможно, что существенной составной частью «материи», к ко
торой относится только что указанное выражение, являются гравитацион
ные поля. В таком случае хотя и могло казаться, что величина Для

всей системы положительна, в действительности положительна лишь
величина З г е  +  С), а 3 ? ?  всюду обращается в нуль. В д а л ь н е й -

И* и*
ш е м  м ы  п р е д п о л о ж и м ,  ч т о  у с л о в и е  =  0 действи
тельно выполняется всегда. и.

Тот, кто не отклоняет заранее гипотезу, что молекулярные гравита
ционные поля являются существенной составной частью материи, обна
ружит здесь сильную поддержку своему убеждению2.

Вывод уравнений ноля
Наша гипотеза позволяет сделать последний шаг, который кажется 

желательным с точки зрения идеи общей относительности. Именно она 
дает возможность придать общековариантную форму также уравнениям 
гравитационного поля. В предыдущем сообщении я показал [см. уравне
ние (13)], что

Gim - 2  № ’ т̂} =  Rim "Ь Sim (13)
I

является тензором, ковариантным относительно любых преобразований. 
При этом мы положили

d {im\

^  = - 3 4 ^  + 3{"}{РГЬ («а)

При подписании в печать предыдущего сообщения до моего сознания еще не 
дошла принципиальная допустимость гипотезы =

и-
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(13в)

Тензор Сгт — единственный тензор, который имеется в нашем распоря
жении для составления общековариантных уравнений гравитационного 
поля.

Если мы теперь примем, что уравнения гравитационного поля должны 
иметь вид

то тем самым мы получим общековариантные уравнения поля. Вместе 
с общековариантными законами для «материального» процесса, которые нам 
дало абсолютное дифференциальное исчисление, они выражают причин
ные связи в природе таким образом, что даже при их формулировке не 
были выбраны никакие особые системы координат, которые не были бы 
логически связаны с описываемыми закономерностями.

Исходя из этой системы уравнений, можно с помощью дополнительного 
выбора координат легко возвратиться к системе уравнений, которые 
я получил в моем последнем сообщении. Ясно, что можно ввести новую 
систему координат, в которой всюду

Тогда Sim обращается в нуль, так что снова получается система уравне
ний поля предыдущего сообщения:

При этом формулы абсолютного дифференциального исчисления выро
ждаются в том же смысле, как и в предыдущем сообщении. В частности, 
и теперь наш выбор координат допускает только преобразования с опре
делителем 1.

Различие между содержанием уравнений поля, полученных из обще
ковариантных уравнений, и содержанием уравнений поля предыдущего 
сообщения состоит лишь в том, что значение У  — ^ в предыдущем сооб
щении не могло быть произвольным. Это значение определялось уравне
нием

из которого ВИДНО, ЧТО У  — g может быть постоянным только в  том слу
чае, если след тензора энергии обращается в  нуль.

(16в)

V — g =  і .

(16)

(21а)
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При новом выводе V -  g равен 1 в силу произвольного выбора коор
динат. Поэтому теперь вместо уравнения (21а) из уравнений поля следует 
обращение в нуль тензора энергии «материи». Следовательно, исходные 
для теории о б щ е к о в а р и а н т н ы е  у р а в н е н и я  п о л я  (16в) н е  в е 
д у т  к п р о т и в о р е ч и ю  л и ш ь  в т о м  с л у ч а е ,  е с л и  с п р а 
в е д л и в а  г и п о т е з а ,  и з л о ж е н н а я  в н а ч а л е .  Тем самым мы по
лучаем право подчинить прежние уравнения поля ограничивающему 
условию

(2 1 6)

Поступила 18 ноября 1915 г.

В последних двух работах Эйнштейн делает последнюю (накануне правиль
ного решения) попытку построить увавнения гравитационного поля & = —
вводя дополнительное условие Т ° =  0. Это условие нужно для того, чтобы из 
уравнения (21) получить закон сохранения энергии-импульса (для чего понадо
бится ввести еще дополнительное требование (22а)).

В работе 37 будет сделан простой (но гениальный!) шаг, решивший судьбу
1

теории — замена тензора на Т ^  или, что то же, тензора на

С — ~2 ковариаитная дивергенция которого равна нулю тождественно.



ОБЪЯСНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ПЕРИГЕЛИЯ 
МЕРКУРИЯ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

36

В недавно появившейся в этом журнале работе1 я установил уравне
ния гравитационного поля, ковариантные относительно произвольных 
преобразований с определителем, равным единице. В дополнении2 к этой 
работе нами было показано, что этим уравнениям поля соответствуют 
общековариантные уравнения, если скаляр3 тензора энергии «материи» 
обращается в нуль, и установлено, что никакие принципиальные соображе
ния не противоречат введению этой гипотезы, благодаря которой простран
ство и время лишаются последнего следа объективной реальности4.

В настоящей работе я нахожу важное подтверждение этой наиболее 
радикальной теории относительности; именно, оказывается, что она ка
чественно и количественно объясняет открытое Леверрье вековое враще
ние орбиты Меркурия, составляющее около 45" в столетие; при этом нет
необходимости делать какие-либо особые предположения5.

Далее, оказывается, что следствием теории является более сильное 
(в два раза большее) искривление светового луча гравитационным полем 
по сравнению с нашими прежними исследованиями.

* Erklärung der Perihelbewegung der Merkur aus der allgemeinen Relativitätstheorie.  
Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1915, 47, 2, 831— 839.

1 Статья 34.— Прим. ред.
2 Статья 35.— Прим. ред.
3 Т. е. «след» этого тензора.— Прим. ред.
4 В работе, которая вскоре будет опубликована, показано, что и эта гипотеза 

является излишней. Существенно лишь то, что возможен такой выбор системы
отсчета, при котором определитель I g v | принимает значение — 1. Следующее 
ниже исследование не зависит и от этого. (См. статью 38.— Прим. ред.).

6 О невозможности удовлетворительно объясйить аномалии движения Меркурия, 
на основе теории Ньютона недавно писал Фрейндлих ( F r e u n d l i c h  E., 
Astron. Nachr., 1915, 201, Juni.).
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Объяснение движения перигелия Меркурия 1915 г.

§ 1. Гравитационное поле
Из моих двух последних работ вытекает, что в системе отсчета, выбран

ной соответствующим образом, гравитационное поле в вакууме должно 
удовлетворять уравнениям 

0Г*
2 я Е + 2 г Ь 1ъ  =  0 -

а |3
где определяется формулой

г — П ( д1 ш + дх.
 д̂ У-Л

дх& ) '

(1)

(2)

Кроме того, если мы сделаем обоснованное в последней работе предполо
жение, что скаляр тензора энергии «материи» всегда равен нулю, то 
добавится условие: . , *

I I — (^)
Пусть в начале координатной системы находится материальная точка 

(Солнце). Гравитационное поле, создаваемое этой материальной точкой, 
можно вычислить из уравнений путем последовательных приближений.

Однако можно полагать, что при заданной массе Солнца еще не 
полностью определяются уравнениями (1) и (3). Это следует из того, что 
эти уравнения ковариантны относительно любых преобразований с опре
делителем 1. Тем не менее, мы, по-видимому, вправе предположить, что 
такими преобразованиями все эти решения можно перевести друг в друга 
и что, следовательно, (при заданных граничных условиях) они отличаются 
друг от друга лишь формально, а не физически. Следуя этому убеждению, 
я ограничусь сначала тем, что получу здесь о д н о из решений, не ка
саясь вопроса, является ли оно е д и н с т в е н н о  возможным.

Поступим теперь следующим образом. Пусть в «нулевом приближе
нии» величины ^  заданы следующей схемой, соответствующей первона
чальной теории относительности:

(4)

или короче

— 1 0 0 0 '
0 -1 0 0
0 0 — 1 0
0 0 0 1 ,

£ра = Р̂С> )
£р4 = 2? Т> II о

= 1. 1
(4а)
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При этом индексы р и б принимают значения 1, 2, 3; бра равно единице 
или нулю, если р =  б или р ф  б, соответственно.

В дальнейшем мы будем предполагать, что значения отличаются 
от приведенных в (4а) значений лишь на величины, малые по сравнению 
с единицей. Эти отклонения мы будем рассматривать как малые величины 
«первого порядка», а функции п-й степени от этих отклонений — как ве
личины «гс-го порядка». Уравнения (1) и (3) дают возможность последо
вательно, начиная с (4а), вычислять гравитационное поле с точностью 
до величин п-то порядка. В этом смысле мы будем говорить об «п-ом при
ближении»; уравнения (4а) представляют собой «нулевое приближение».

Решение, изложенное ниже, имеет следующие свойства, определяю
щие систему координат.

1. Все компоненты не зависят от ж4.
2. Решение (пространственно) симметрично относительно начала коор

динат в том смысле, что если совершить линейное ортогональное (про
странственное) преобразование координат, то опять получится то же самое 
решение.

3. Значения £р4 =  £4р =  О являются точными (для р =  1, 2, 3).
4. В бесконечности компоненты ^  принимают значения, указан

ные в (4а).
Первое приближение

Нетрудно убедиться в том, что с точностью до величин первого поряд
ка уравнениям (1) и (3) и только что указанным четырем условиям удовле
творяют следующие выражения:

х I {  д2г б (Л х х
+   ^  =  <4б>

л а£44 =  1 —  —  •

Здесь£4ри ^устанавливаются условием«3», г — значение +  V  х* 4- х* +  
а — постоянная, определяемая массой Солнца.

Тот факт, что уравнение (3) выполняется в первом приближении, 
очевиден. Чтобы простейшим путем удостовериться в справедливости 
первого приближения уравнений поля (1), нужно лишь принять во вни
мание, что левую часть уравнений (1) после пренебрежения величинами 
второго и более высокого порядков можно заменить на

X 1 __ VI д Гру "I 
дха дха [_ а ]  ’

а а

причем а пробегает лишь значения от 1 до 3.
4 4 1
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Как видно из равенства (46), следствием нашей теории является то, 
что в случае покоящейся массы компоненты до £33 отличны от нуля уже 
в первом порядке. Позднее мы увидим, что благодаря этому не возникает 
противоречия с законом Ньютона (в первом приближении).

Вероятно, по этой же причине получается несколько иное влияние 
гравитационного поля на луч света, чем в наших прежних работах; 
дело в том, что скорость света определяется уравнением

Применив принцип Гюйгенса, простым вычислением находим из (5) 
и (46), что световой луч, проходящий мимо Солнца на расстоянии А,

2аиспытывает угловое отклонение на величину д̂  , тогда как прежние 
вычисления, которые не были основаны на предположении 2  =  О,

ца, должен испытывать отклонение на угол 1,7" (вместо 0,85"). Напротив, 
результат для сдвига спектральных линий в гравитационном поле, под
твержденный Фрейндлихом по порядку величины на неподвижных звез
дах, остается неизменным, поскольку он зависит только от #44.

После того как мы в первом приближении получили g^v, можно также 
вычислить в первом приближении компоненты гравитационного поля. 
Из формул (2) и (46) имеем

причем а пробегает значения 1г 2 и 3. Те компоненты, в которых индекс 4 
появляется один или три раза, обращаются в нуль.

Как мы увидим позднее, чтобы найти орбиты планет с соответству
ющей точностью, нам необх одимо определить более точно, до величин 
второго порядка, лишь три компоненты Г44. Для этого нам достаточно 
последнего уравнения поля вместе с общими условиями, наложенными 
на наше решение. Последне е уравнение поля

—  0. (5)

ОСдавали значение д - . Световой луч, проходящий вблизи поверхности Солн-

(6а)

где р, б, т пробегают значения 1, 2, 3;

Г° — Г'1 44 —  L ‘
i4
40 (66)

Второе приближение

4 4 2
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с учетом равенств (46) и после пренебрежения величинами третьего 
высшего порядков переходит в

Отсюда с учетом равенств (66) и свойств симметрии нашего решения 
следует

Уравнения движения материальной точки в поле тяжести, выте
кающие из общей теории относительности, имеют вид

Из этих уравнений прежде всего следует, что в качестве первого при
ближения они содержат уравнения движения Ньютона. Именно, если 
движение точки происходит со скоростью, малой по сравнению со ско
ростью света, то йхъ с1х2 и с1х3 малы по сравнению с с1х±. Следовательно, 
уравнения движения в первом приближении мы получим, сохранив в пра
вой части только член, в котором сг =  т =  4. Учитывая равенства (66), 
получаем

Эти уравнения показывают, что в первом приближении можно счи
тать 8 =  я4. Тогда первые три уравнения будут в точности ньютоновски
ми. Если ввести в плоскости орбиты полярные координаты г , ф, то со
хранение энергии и момента количества движения дает известные урав
нения

о

(6в)

2. Движение планет

(7)
ОТ

44
IV (7а)

(8)

где А и В — постоянные законов сохранения энергии и момента
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кодичества движения; здесь, кроме того, использованы сокращенные 
обозначения

Теперь нужно решить уравнения (7) с точностью до величин более 
высокого порядка. Последнее из уравнений (7) вместе с (66) дает

Обратимся теперь к первым трем уравнениям (7). В правой части 
этих уравнений получим:

а) для комбинации индексов а =  т =  4

или, принимая во внимание (6в) и (9), с точностью до величин второго 
порядка,

в) для комбинаций индексов сг ф  4, т =£= 4 (которые только и следует
< 1х „ с 1 х „

принимать во внимание) с учетом того, что произведения-^- • ~  на ос
новании (8) следует рассматривать как величины первого порядка 6» 
также с точностью величин второго порядка:

6 В соответствии с этим обстоятельством мы могли бы удовлетвориться первым 
приближением для компонент поля Г^т в уравнении (6а).

(8а)
С?Г2 +  Г2с?ф2 

№

( і 2Х і  __  о  V I  -р4 ^ х о  <1х і    d g i i  с і х 4

сіз2 ^  04 Ня с1э <1эсів сЬо
или с точностью до величин п е р в о г о  п о р я д к а :

(9)

Суммирование приводит к результату
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36 Объяснение движения перигелия Меркурия

Учитывая это, получаем с точностью до величин второго порядка урав
нения движения, которые вместе с (9) определяют движение материаль
ной точки. Между прочим, надо заметить, что в случае кругового дви
жения уравнения (76) и (9) не дают отклонений от третьего закона Кеп
лера.

Из (76) следует точная применимость уравнения

в, (1 0 )

где В — постоянная. Следовательно, теорема площадей остается точной 
при учете величин второго порядка, если для измерения времени при
менять «собственное время» планет. Чтобы определить теперь из (76) 
вековое вращение эллиптической орбиты, лучше всего заменить члены 
первого порядка в скобках с помощью равенства (10) и первого из урав
нений (8), благодаря чему члены второго порядка в правой части не из
менятся. После этого скобка принимает вид

1 - 2 4  +  ^ -

Наконец, если вместо времени мы выберем переменную 5 У 1 — 2А и 
назовем ее снова 8, то при несколько измененном значении постоянной 
В получим

«*4, _  дф
(1э2 дх ’

(7в)

*  = - ! ( *  +  £ )•
При определении формы орбиты будем поступать теперь в точности также, 
как в случае теории Ньютона. Сначала из уравнений (8) и (8а) получим

= 2 4 - 2 Ф .

Исключив из этого уравнения йэ с помощью (10) и обозначив через х 
1величину — , получим:

=  #  +  +  (11)
Это уравнение отличается от соответствующего уравнения теории Ньюто
на только последним членом в правой части.

В соответствии с этим угол, который описывает радиус-вектор, про
веденный между перигелием и афелием, выражается через эллиптический
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Объяснение движения перигелия Меркурия 1915 г.

интеграл а
С dx

2А ос
~Вг +  ~в% х — X<1 +  axz

где а г и а 2 —  те корни уравнения

+  ж ж ~  +  аж3 =  °»

которые близки к корням уравнения, получающегося после отбрасы
вания последнего члена.

С достаточной для нас точностью это можно заменить на

< p = [ l + a ( < X i + a a)] J

а2
dx

Y  —  —  ctx)(a? —  а2)(1 —  ах) '0.1
или после разложения (1 — а х)—%Ь

“ * ' 1 -f- ~2 х J dx

Ol
ф — [1 +  а (а1 +  аг)] \ лГ - - .Л У  —  (х — <Х\) (х —  0С2)

Интегрирование дает 

ф — я 31 - f -  - 7 -  а  (o c j а 2)

или, если заметить, что а г и а 2 означают обратные значения максималь
ного или минимального расстояния от Солнца,

ф =  я 1 2 а(1 — е2) . * (12)'
Следовательно, при целом обороте перигелий перемещается на угол

8 =  Зя --гг- —«г , (13)а (1 —  е2) ’ 4 ’

если через а обозначить большую полуось, а через е — эксцентриситет 
орбиты.

Если мы введем период оборота Т (в сек), то получим, обозначив че
рез с скорость света (в см!сек),

е =  2я3 ^ _  е2) . (14)

Вычисление дает для планеты Меркурий поворот перигелия на 43* 
в столетие, тогда как астрономы указывают 45" +  5" в качестве необъяс
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36 Объяснение движения перигелия Меркурия

нимой разницы между наблюдениями и теорией Ньютона. Это означает 
полное согласие с наблюдениями.

Для Земли и Марса астрономы указывают соответственно на поворот 
И " и 9" в столетие, тогда как наша формула дает только 4" и 1". Однако 
вследствие малого эксцентриситета орбит этих планет наблюдательные 
данные, по-видимому, недостаточно точны. Мерой надежности определения 
постоянной движения перигелия является ее произведение на эксцентри
ситет Если рассмотреть значения этого произведения, указанные
Ньюкомбом,

Меркурий.....................  8,48" ± 0 ,4 3 " ,
В е н е р а ..........................—0,05" ±  0,25",
Земля.............................  0,10" ± 0 ,1 3 " ,
М а р с .............................  0,75" ± 0 ,3 5 " ,

за которые я благодарен д-ру Фрейндлиху, то создается впечатление, что 
вообще смещение перигелия в действительности доказано только для Мер
курия. Однако окончательцое суждение об этом мне хотелось бы предоста
вить специалистам-астрономам.

Результаты этой работы были доложены на заседании Прусской Академии наук 
в 1915 г. В ней Эйнштейн впервые использовал новые уравнения гравитационного поля 
для вычисления эффектов. Первый эффект, это отклонение луча около Солнца, для 
которого получено значение вдвое больше, чем получалось в прежних вариантах тео
рии. Второй эффект — поворот перигелия Меркурия — впервые описан в этой работе. 
Как известно, отклонение луча света вблизи диска Солнца было подтверждено впервые 
в 1919 г. (см. статью 52). Обработка современных данных А. А. Михайловым (Астрон. 
ж., 1956, 33, 912) дает для отклонения величину 2",03 вместо теоретических 1",75, 
Расхождение пока лежит внутри интервала ошибок наблюдения и обработки.

Современные данные о повороте перигелия различных планет даны в таблице.

Таб лица '

П ланета

У г о л  поворота, сек

теория наблюдение

М еркурий 43,03 4 3 ,11+ 0 ,45
Венера 8,3 3 ,4 ± 4 ,8
Зем ля 3,8 5 ,0 + 1 ,2



37

УРАВНЕНИЯ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ*

В двух недавно появившихся заметках1 я указал, как можно полу
чить уравнения гравитационного поля, согласующиеся с постулатом 
общей теории относительности, т. е. ковариантные в общем виде по отно
шению к любой замене пространственно-временных переменных.

Х од изложения был при этом таков. Прежде всего я нашел уравнения, 
которые содержали теорию Ньютона как приближение и были ковариант- 
ны по отношению к произвольным преобразованиям с определителем, 
равным единице. Отсюда я нашел, что эти уравнения общековариантны, 
если скаляр (след) тензора энергии «материи» равен нулю. Система коор
динат выбиралась затем с помощью простых правил так, чтобы У  — g 
обращался в единицу, благодаря чему уравнения теории значительно 
упрощались. Однако при этом, как отмечалось, необходимо было ввести 
гипотезу об обращении в нуль следа тензора энергии материи.

За последнее время я пришел к убеждению, что можно обойтись без 
предположений о тензоре энергии материи, если ввести его в уравнения 
поля несколько иным путем, чем это сделано в обеих моих недавних 
заметках. При этом уравнения поля для вакуума, на которых я основы
вал объяснение движения перигелия Меркурия, остаются неизменными. 
Приведу здесь весь вывод еще раз, чтобы не вынуждать читателя обра
щаться все время к ранним работам.

Из известного тензора Римана 4-го ранга можно получить следующий 
ковариант 2-го ранга:

Gik — Rim ~b Simt (1)

* D  ie Feldgleichungen der Gravitation. Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1915, 48, 
2, 844 -8 4 7 .

1 Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1915, 44, 778; 1915, 46, 799. (Статьи 34 и 35.— 
Ред.).
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37 Уравнения гравитационного поля

*™ = - s 4 r  +  2 { " ] { 7 } .  (Ь)
1 С

5- “З̂ У-2|7}{Р/}- («)
I 1р

Мы получим десять общековариантных уравнений гравитационного поля 
в пространстве, где нет «материи», если положим

G i m  =  0 . (2 )

Эти уравнения легко установить, если систему отсчета выбрать так 2,
чтобы У — g  =  1. Тогда в силу формулы (16) Sim обращается в нуль и
вместо (2) получаем

QY1
П т  =  2  - £ г  +  2  г ! р С ,  =  0 , (3)

I 1 p i

V ~ g = \ .  (За)
Здесь мы положили

Г 'т  =  - { 7 } .  (4)

Эти величины мы рассматриваем как «компоненты» гравитационного поля.
Если в рассматриваемом пространстве имеется «материя», то справа 

в уравнениях (2) или (3) появляется тензор энергии.
Положим

Gim — —  К (Tim —  -7Г gimT ) , (2а)2 
где

2 8 р°7\>0 =  2 7 1 = 7 ’ - (5)
ра а

Здесь Т — след тензора энергии «материи»; правая часть равенства (2а) 
является тензором.

Снова обычным способом выберем систему координат; при этом вместо 
(2а) получим эквивалентные уравнения

H i m  =  2  +  2  Г І А  =  -  X [тш -  і  gimr ) ,  (6)

/ ^ 7 = 1 .  (За)

dx,
і  1 p i

2 Ср. замечания об этом условии на стр. 472 и 484.— Прим. ред.
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Уравнения гравитационного поля 1915 г.

Как всегда примем, что дивергенция тензора энергии материи (в смыс
ле абсолютного дифференциального исчисления) обращается в нуль (закон 
сохранения импульса и энергии). При выборе координат, согласно (За), 
отсюда следует, что Т-гт должен удовлетворять условиям

(7)
X Л а

или ,дТк
'  (7а)О

ГГ дххX Л ІЛ. V

Умножим уравнения (6) на дgim Iдха и просуммируем по г и по т. 
Тогда с учетом (7) и соотношения

1 V  д81т д
2 -̂1 біт дх_ дх_

4 т  О О
=  0,

следующего из (За), мы получаем совместный3 закон сохранения для ма
терии и гравитационного поля в виде

2 ^ - ( 7 ’„х + ^ )  =  0, (8)
х х

где $  («тензор энергии» гравитационного поля) задается равенством

у -й = 4  з  -  з  г -  • (8а>

Основания, побудившие меня ввести второй член в правые части урав
нений (2а) и (6), впервые выявились из следующих соображений, полно
стью аналогичных приведенным в только что указанном месте (стр. 785).

Умножим уравнение (6) на girn и просуммируем по индексам г и т. 
Тогда после простых выкладок получим

2 £ £ - * < Г  +  0 =  о,  (9)
а (3 а  Р

где, в соответствии с (5), для краткости мы положили

2 « м 'ю  =  2 ^  =  *- (8б)

3 Относительно вывода см. Sitzungsber. ргеиэз. Акай. \Viss., 1915, 44, 784, 785. 
Я прошу читателя для сравнения с дальнейшим учесть изложенное там на стр. 
(Статья 34, стр. 432, 433.— Ред.).
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37 Уравнения гравитационного поля

Как нетрудно видеть, наш добавочный член приводит к тому, что тензо
ры энергии гравитационного поля и материи входят в уравнение (9) одина
ковым образом, чего нет в уравнении (21) упомянутой работы.

Далее, указанным в цитированной работе путем уравнение (22) той 
же работы с учетом закона сохранения энергии может быть представлено 
в виде:

Наш добавочный член приводит к тому, что эти уравнения не содержат 
никаких новых условий по сравнению с уравнением (9), так что о тензоре 
энергии материи не делается никаких предположений, кроме тех, которые 
соответствуют закону сохранения энергии и импульса.

Тем самым, наконец, завершено построение общей теории относитель
ности как логической схемы. Постулат относительности в его наиболее 
общей форме, которая лишает пространственно-временные координаты 
физического смысла, приводит с железной необходимостью к вполне опре
деленной теории тяготения, объясняющей движение перигелия Меркурия. 
Вместе с тем общая теория относительности не может нам дать о сущности 
остальных явлений природы ничего, что не было бы уже известно в спе
циальной теории относительности. Мое мнение, высказанное недавно 
в этой связи, было в этом отношении ошибочным. Каждую физическую 
теорию, совместимую с частной теорией относительности, можно при по
мощи абсолютного дифференциального исчисления включить в схему 
общей теории относительности, причем последняя не дает какого-либо 
критерия допустимости физической теории.

Поступила 2 декабря 1915 г.

В этой работе впервые появляется правильное уравнение тяготения с тензором
— 1/ 2ёарТ. Введение второго члена освободило, наконец, Эйнштейна от необходимос

ти накладывать на тензор Т хр условия Т — 0. Этим завершилось создание общей теории 
относительности.

(1 0 )
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ОСНОВЫ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ«'

Излагаемая здесь теория является наиболее радикальным обобщением 
общеизвестной в настоящее время «теории относительности»; последнюю 
в отличие от первой я буду называть «специальной теорией относитель
ности», предполагая, что с нею читатель знаком. Обобщение теории отно
сительности существенно облегчалось благодаря работам математика 
Минковского, который впервые вскрыл формальное равноправие простран
ственных координат и временной координаты в специальной теории 
относительности и использовал это равноправие для построения теории. 
Необходимый для общей теории относительности вспомогательный матема
тический аппарат уже существовал в форме «абсолютного дифференциаль
ного исчисления», основы которого были заложены в исследованиях Гаус
са, Римана и Кристоффеля, посвященных неэвклидовым пространствам; 
это исчисление, приведенное в систему Риччи и Леви-Чивитой, уже при
менялось для решения задач теоретической физики. В разделе Б настоя
щей работы изложен весь необходимый нам, но, очевидно, не известный 
физикам, вспомогательный математический аппарат по возможности са
мым простым и прозрачным способом, так что для понимания этой работы 
не требуется изучать математическую литературу. Наконец, хочу побла
годарить здесь своего друга, математика М. Гроссмана, который не толь
ко избавил меня от изучения специальной математической литературы, 
но и поддерживал при поисках уравнений гравитационного поля.

* Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie. Ann. Phys., 1916, 49, 769— 822. 
(Работа выходила в Германии несколько раз отдельным изданием; в 1929 г. 
вышло 5-е издание (Barth Verlag). Русский перевод был опубликован в сб. 
«Принцип относительности». (ГТТИ, 1935).— Прим. ред.)
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38 Основы общей теории относительности

А. ПРИНЦИПИАЛЬНЫЕ СООБРАЖЕНИЯ  
О ПОСТУЛАТЕ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

§ 1. Замечания к специальной теории 
относительности

В основе специальной теории относительности лежит следующий по
стулат, которому удовлетворяет также и механика Галилея — Ньютона. 
Если координатная система К  выбрана так, что физические законы в ней 
справедливы в своей простейшей форме, то те же самые законы справед
ливы во всякой другой координатной системе К ', которая движется рав
номерно и прямолинейно относительно К. Мы называем этот постулат 
«специальным принципом относительности». Словом «специальный» 
подчеркивается то обстоятельство, что этот принцип ограничивается слу
чаем, когда система К ' совершает относительно системы К  равномерное 
и прямолинейное движение, и что равноценность систем К ' и К  не рас
пространяется на случай неравномерного движения системы К  относи
тельно К.

Итак, специальная теория относительности отличается от классиче
ской механики не только постулатом относительности, но и в основном 
постулатом постоянства скорости света в пустоте, из которого при объеди
нении его со специальным принципом относительности известным образом 
вытекает относительность одновременности, преобразование Лоренца 
и связанные с последним законы, касающиеся поведения движущихся 
твердых тел и часов.

Хотя теория пространства и времени и испытала под влиянием спе
циальной теории относительности весьма глубокое изменение, однако 
один важный пункт остался незатронутым. Согласно специальной теории 
относительности высказывания геометрии имеют значение законов, ка
сающихся возможных относительных положений (покоящихся) твердых 
тел, а общие положения кинематики — значение законов, описывающих 
поведение измерительных приборов и часов. При этом двум выбранным 
материальным точкам покоящегося (твердого) тела всегда соответствует 
некоторый отрезок вполне определенной длины, независимо как от по
ложения и ориентации тела, так и от времени. Двум отмеченным показа
ниям стрелки часов, покоящихся относительно некоторой (допустимой) 
координатной системы, всегда соответствует интервал времени определен
ной величины, независимо от места и времени. Вскоре мы увидим, что 
общая теория относительности не может придерживаться этого простого 
физического толкования пространства и времени.
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ANNALEN DER PHYSIK.
VIERTE FOLGE. BAND 49.

1. D ie Grundlage 
der allgenmeinen, Relativitätstheorie; 

von Ä t M in ste in .

Die im nachfolgenden dargelegte Theorie bildet die denk
bar weitgehendste Verallgemeinerung der heute allgemein als 
„Relativitätstheorie“ bezeichneten Theorie; die letztere nenne 
ich im folgenden zur Unterscheidung von der oraleren „spezielle 
Relativitätstheorie“  und setze sie als bekannt voraus. Die 
Verallgemeinerung der Relativitätstheorie wurde sehr er
leichtert durch die Gestalt, welche der speziellen Relativitäts
theorie durch M inkow ski gegeben wurde, welcher Mathe
matiker zuerst die formale Gleichwertigkeit der räumlichen 
Koordinaten und der Zeitkoordinate klar erkannte und für 
den Aufbau der Theorie nutzbar machte. Die für die all
gemeine Relativitätstheorie nötigen mathematischen Hilfs
mittel lagen fertig bereit in dem „absoluten Differentialkalkül“ , 
welcher auf den Forschungen von Gauss, R iem ann und 
C h risto ffe l über nichteuklidische Mannigfaltigkeiten ruht und 
von Ri c c i  und L ev i-C iv ita  in ein System gebracht und 
bereits auf Probleme der theoretischen Physik angewendet 
wurde. Ich habe im Abschnitt B der vorliegenden Abhand
lung alle für uns nötigen, bei dum Physiker nicht als bekannt 
vorauszusetzenden mathematischen Hilfsmittel in möglichst 
einfacher und durchsichtiger Weise entwickelt, so daß ein 
Studium mathematischer Literatur für das Verständnis der 
vorliegenden Abhandlung nicht erforderlich ist. Endlich sei 
an dieser Stelle dankbar meines Freundes, des Mathematikers 
G rossm ann, gedacht, der mir durch seine Hilfe nicht nur 
das Studium der einschlägigen mathematischen Literatur er
sparte, sondern mich auch beim Suchen nach den Fcldgleiehun- 
gen der Gravitation unterstützte.

Первая страница статьи A. Эйнштейна «Основы общей теории относительности»
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§ 2. Об основаниях, которые подсказывают 
расширение постулата относительности

Классической механике и в неменьшей степени специальной теории 
относительности присущ некоторый теоретико-познавательный недоста
ток, который, пожалуй, впервые был ясно отмечен Э. Махом. Мы поясним 
его на следующем примере. Пусть два жидких тела одинаковой величины 
и состава свободно парят в пространстве на таком большом расстоянии 
друг от друга (и от всех прочих масс), что должны приниматься во внима
ние только те гравитационные силы, с которыми действуют друг на друга 
части одного и того же тела. Пусть расстояние между этими телами остает
ся неизменным. Пусть также не происходит перемещения друг относитель
но друга частей одного и того же тела. Но пусть каждая масса, рассма
триваемая наблюдателем, покоящимся относительно другой массы, вра
щается вокруг линии, соединяющей массы с постоянной угловой скоростью 
(это относительное движение обеих масс всегда возможно установить). 
Теперь представим себе, что поверхности обоих тел (б1! и £ 2) измерены 
с помощью масштабов (покоящихся относительно этих тел); пусть в ре
зультате измерения оказалось, что поверхность представляет собой 
сферу, а поверхность £2  — эллипсоид вращения.

Теперь возникает вопрос: по какой причине тела Л  и ведут себя 
по-разному? Ответ на этот вопрос может быть только тогда признан удо
влетворительным1 с теоретико-познавательной точки зрения, когда обстоя
тельство, указанное в качестве причины, является наблюдаемым опытным 
фактом; ибо принцип причинности только тогда имеет смысл суждения 
о явлениях в мире опыта, когда в качестве причин и следствий в ко
нечном итоге оказываются лишь наблюдаемые факты.

Механика Ньютона не дает удовлетворительного ответа на этот вопрос. 
Она говорит следующее. Законы механики справедливы для простран
ства Я\, относительно которого тело $1 находится в покое, но несправед
ливы для пространства Я 2, относительно которого находится в покое 
тело -5 2. Однако галилеево пространство Яг (и движение по отношению 
к нему), которое при этом вводится, является фиктивной причиной, а не' 
наблюдаемым фактом. Таким образом, ясно, что механика Ньютона в рас
сматриваемом случае удовлетворяет требованию причинности не по су 
ществу, но лишь кажущимся образом, возлагая ответственность за на
блюдаемое различное поведение тел $1 и £2  на фиктивную причину — 
пространство Яг.

1 Удовлетворительный с теоретико-познавательной точки зрения ответ может, 
конечно, еще оказаться физически неверным в том случае, когда он не согласует
ся с другими опытными данными.
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Удовлетворительным ответом на поставленный выше вопрос может 
быть только следующий: физическая система, состоящая из тел £4 и £ 2, 
сама по себе не дает возможности указать причину, с помощью которой 
можно было бы объяснить различное поведение тел £1 и £ 2. Причина долж
на, следовательно, лежать вне этой системы. Отсюда следует вывод, что 
общие законы движения, которые, в частности, определяют форму тел £1 
и £ 2, должны быть таковы, чтобы механические свойства тел £1 и £2 
в значительной степени обусловливались отдаленными массами, которые 
мы не включили в рассматриваемую систему. Эти отдаленные массы (и их 
относительные движения по отношению к рассматриваемым телам) долж
ны тогда рассматриваться как носители принципиально наблюдаемых 
причин различного поведения рассматриваемых тел £1  и £ 2; они становят
ся на место фиктивной причины Ях. И*з всех мыслимых пространств Ях, 
Я 2 и т . д., движущихся любым образом относительно друг друга, ни одному 
из них априори не должно отдаваться предпочтение, если только мы хо
тим устранить указанный теоретико-познавательный недостаток. Законы 
физики должны быть составлены так, чтобы они были справедливы для 
произвольно движущихся координатных систем. Таким образом мы при
ходим к расширению постулата относительности.

Кроме этого весьма важного теоретико-познавательного аргумента, 
в пользу расширения теории относительности говорит еще один хорошо 
известный физический факт. Пусть К  — галилеева координатная система, 
т. е. такая, относительно которой (по крайней мере, в рассматриваемой 
четырехмерной области) некоторая масса, достаточно удаленная от других, 
движется прямолинейно и равномерно. Пусть К ' — вторая координатная 
система, которая относительно К  движется равномерно ускоренно. Тогда 
достаточно изолированная от других масса совершает относительно К ' 
ускоренное движение, причем ни ускорение, ни направление этого уско
рения не зависят от химического состава и физического состояния этой 
массы.

Может ли наблюдатель, покоящийся относительно координатной систе
мы К ' , отсюда заключить, что он находится в «действительно» ускоренной, 
координатной системе? Ответ на этот вопрос должен быть отрица
тельным, ибо только что указанное поведение масс, свободно движу
щихся относительно К ', может быть столь же хорошо объяснено сле
дующим образом. Координатная система К ' не имеет ускорения, но 
в рассматриваемой пространственно-временной области имеется гравита
ционное поле, вызывающее ускоренное движение тел относительно 
системы К ' .

Такого рода объяснение становится возможным благодаря тому, что 
из опыта нам известно о существовании силового поля (а именно: гра
витационного поля), обладающего замечательным свойством сообщать
45 6
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всем телам одно и то же ускорение2. Механическое поведение тел относи
тельно координатной системы К ' будет таким же, какое обнаруживается 
на опыте по отношению к системам, которые мы привыкли рассматривать 
как «покоящиеся» или как «законные»; поэтому и с физической точки 
зрения естественно считать, что обе системы К  и К ' с одинаковым правом 
могут рассматриваться как «покоящиеся»; иначе говоря, обе системы рав
ноправны в качестве координатных систем для физического описания 
процессов.

Из этих соображений видно, что построение общей теории относитель^ 
ности должно одновременно привести и к теории тяготения, ибо грави
тационное поле можно «создать» простым изменением координатной си
стемы. Далее, сразу видно, что принцип постоянства скорости света 
в пустоте должен быть изменен, ибо легко убедиться в том, что траекто
рия луча света относительно системы К ' в общем случае должна быть 
кривой, если свет относительно системы К  распространяется прямоли
нейно и с определенной постоянной скоростью.

§ 3. Пространственно-временной континуум.
Требование общей ковариантности уравнений, 

выражающих общие законы природы
В классической механике, так же как и в специальной теории относи

тельности, пространственные и временные координаты имеют непосред
ственный физический смысл. Когда мы говорим, что точечное событие 
имеет координату х\, то это означает следующее: построенную по прави
лам эвклидовой геометрии при помощи твердых стержней проекцию 
точечного события на ось Х 1, получают, откладывая определенную линей
ку —  единичный масштаб —  х \  раз от начала координат по (положитель
ной) оси Х г. Когда мы говорим, что точка имеет координату =  £, то 
это означает следующее: по часам (эталону времени), покоящимся отно
сительно координатной системы, пространственно (практически) совпадаю
щим с точечным событием и выверенным по определенным правилам, 
прошло ж4 =  £ периодов, когда наступило точечное событие 3.

Такое понимание пространства и времени всегда представлялось взору 
физиков, хотя быть может большей частью и бессознательно; это ясно 
видно из той роли, какую играют эти понятия в физических измерениях.

2 Этвеш экспериментально доказал, что гравитационное поле обладает этим свой
ством с большой степенью точности.

3 Мы допускаем возможность констатирования «одновременности» для простран
ственно смежных событий или, точнее выражаясь, для пространственно- 
временного соприкосновения (совпадения), не давая определения этому фунда
ментальному понятию.
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Такое толкование читатель должен был положить также в основу второго 
рассуждения последнего параграфа для того, чтобы придать ему некото
рый смысл. Однако мы покажем теперь, что это толкование нужно отбро
сить и заменить более общим, чтобы последовательно провести общий по
стулат относительности, при условии, что специальная теория относитель
ности сохраняется в предельном случае отсутствия гравитационного поля.

Мы введем в пространстве, свободном от гравитационных полей, 
галилееву координатную систему К (х , у, г, £) и, кроме того, координат
ную систему К '(х\  у ', г ',  £'), которая равномерно вращается относи
тельно К . Пусть начала координат обеих систем, так же как и их оси 2, 
все время совпадают друг с другом. Покажем, что вышеприведенные опре
деления, касающиеся физического смысла длин и времен, не пригодны 
для изучения пространства и времени в системе К ' . На основании сим
метрии ясно, что окружность в координатной плоскости Х У  системы К  
с центром в начале координат может в то же время рассматриваться как 
окружность в координатной плоскости Х 'У '  системы К ' . Теперь предста
вим себе, что длина и диаметр этой окружности измерены при помощи 
единичного масштаба (бесконечно малого по сравнению с радиусом) и 
затем взято отношение обоих результатов измерения. Если выполнить 
этот эксперимент с масштабом, покоящимся относительно галилеевой си
стемы К , то в качестве частного получится число л. Результатом измере
ния, выполненного с масштабом, покоящимся относительно системы К \  
будет число, большее л. В этом легко убедиться, если судить о процессе 
измерения из «покоящейся» системы К  и принять во внимание, что масштаб, 
приложенный по касательной к окружности, претерпевает лоренцово со
кращение, а радиально приложенный масштаб не изменяется. Поэтому 
относительно системы К ' оказывается несправедливой геометрия Эвклида; 
выше установленное представление о координатах, которое предполагает 
применимость эвклидовой геометрии, оказывается непригодным в систе
ме К '.  Столь же невозможным оказывается введение в К ' удовлетворя
ющего физическим требованиям времени, которое показывали бы одинако
вые часы,покоящиеся относительно К ' . Чтобы в этом убедиться, предста
вим себе, что в начале координат и где-нибудь на окружности установлено 
двое одинаковых часов, наблюдаемых из «покоящейся» системы К. Со
гласно известному выводу специальной теории относительности, наблю
дение по часам в системе К  дает, что часы, установленные на окружности, 
идут медленнее часов, помещенных в начале координат, поскольку пер
вые движутся, а последние нет. Наблюдатель, который находится в общем 
начале координат и который способен, пользуясь светом, наблюдать ча
сы, находящиеся на окружности, обнаружит тогда, что часы, установлен
ные на окружности, идут медленнее, чем часы, установленные рядом с ним. 
Так как наблюдатель не решится считать скорость света на пройденном
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светом пути явной функцией времени, то он объяснит свое наблюдение 
тем, что часы на окружности «действительно» идут медленнее часов, уста
новленных в начале координат. Таким образом, он будет вынужден дать 
времени такое определение, которое указывало бы, что скорость хода ча
сов зависит от места.

Итак, мы приходим к следующему выводу: в общей теории относитель
ности пространственные и временные величины не могут быть опреде
лены так, чтобы разности пространственных координат могли быть 
измерены непосредственно единичным масштабом, а разности времен
ных — посредством стандартных часов.

Итак, прежний способ, заключавшийся в определенном построении 
системы координат в пространственно-временном континууме, оказывается 
неприменимым; представляется, что не существует пути, который позволил 
бы приспособить к четырехмерному миру такие координатные системы, 
чтобы с помощью их можно было бы ожидать особенно простой формули
ровки законов природы. Поэтому не остается ничего другого, как при
знать все мыслимые4 координатные системы принципиально равноправ
ными для описания природы. Это равносильно требованию:

Общие законы природы должны быть выражены через уравнения, спра
ведливые во всех координатных системах, т. е. эти уравнения должны быть 
ковариантными относительно любых подстановок (общековариантными) .

Ясно, что физика, удовлетворяющая этому постулату, удовлетворит 
и общему постулату относительности. Ибо в совокупности всех подстано
вок во всяком случае есть те подстановки, которые соответствуют всем 
относительным движениям (трехмерных) координатных систем. То, что 
это требование общей ковариантности, отнимающее у пространства и вре
мени последний остаток физической предметности, является естественным, 
видно из следующего соображения. Все наши пространственно-временные 
констатации всегда сводятся к установлению пространственно-временных 
совпадений. Если бы, например, события состояли только в движении 
материальных точек, то в конце концов наблюдались бы только встречи 
двух или нескольких таких точек. Результаты наших измерений также 
являются не чем иным, как констатацией подобных встреч между мате
риальными точками наших масштабов с другими материальными точками, 
и соответственно совпадений между часовыми стрелками, точками ци
ферблата и рассматриваемыми точечными событиями, происходящими 
в том же месте и в то же время.

Введение координатной системы служит только для более простого 
описания совокупности совпадений. Четыре пространственно-временные

4 Мы не будем здесь касаться некоторых ограничений, вытекающих из требования 
однозначности и непрерывности.
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переменные гс1? х2, х3, х± сопоставляются с миром таким образом, чтобы 
каждому точечному событию соответствовала некоторая система значений 
переменных хг, ..., #4. Двум совпадающим точечным событиям соответ
ствует одна и та же система значений переменных ад, #4, т. е. совпаде
ние характеризуется равенством координат. Если ввести вместо перемен
н ы х ^  ,..., #4 любые четыре функции от хг, ... ж4 как новую координатную 
систему так, чтобы эти системы значений однозначно соответствовали друг 
другу, то равенство соответствующих координат в новой системе тоже явля
ется выражением пространственно-временного совпадения двух точечных 
событий. Так как все наши физические опытные данные можно в конце 
концов свести к таким совпадениям, то заранее нет никакого основания 
отдавать предпочтение какой-либо одной координатной системе перед дру
гими, т. е. мы приходим к требованию общей ковариантности.

§ 4. Связь четырех координат с результатами 
пространственных и временных измерений.

Аналитическое выражение для гравитационного ноля
В настоящей статье я не старался представить общую теорию относи

тельности в виде наиболее простой логической системы при минимуме 
аксиом. Моя главная цель — изложить эту теорию так, чтобы читатель 
ощутил психологическую естественность выбранного пути и чтобы пред
посылки, положенные в ее основу, представлялись бы как можно лучше 
согласованными с опытом. В этом смысле введем теперь следующую пред
посылку.

Для бесконечно малых четырехмерных областей при подходящем вы
боре системы координат справедлива теория относительности в более 
узком смысле.

Ускоренное движение бесконечно малой («местной») координатной си
стемы должно быть при этом выбрано так, чтобы отсутствовало гравита
ционное поле; для бесконечно малой области это возможно. Пусть Х г, 
Х 2, Х 3 — пространственные координаты; Х 4 — координата времени, 
измеренная надлежащим масштабом5. Если представить себе, что дана 
твердая линейка небольших размеров в качестве единичного масштаба, 
то эти координаты при данной ориентации координатной системы имеют 
непосредственный физический смысл в рамках специальной теории отно
сительности. В этом случае выражение

ж?* = ах\ — ах\ +  (1X1 (1)

5 Единицу времени следует выбрать так, чтобы скорость света в пустоте, измерен 
ная в «местной» координатной системе, равнялась единице.
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имеет в специальной теории относительности некоторое численное значе
ние, независимое от ориентации местной координатной системы и опре
деляемое путем пространственно-временного измерения. Назовем величи
ну с1в линейным элементом, принадлежащим двум бесконечно близким 
друг к другу точкам четырехмерного пространства. Если величина ds2, 
соответствующая элементу (<IX 1? ..., с1Х±), положительна, то мы вместе 
с Минковским будем называть последний временноподобным, в против
ном случае — пространственноподобным.

Рассмотренному линейному элементу, или, соответственно, обоим бес
конечно близким точечным событиям, соответствуют также дифферен
циалы с1х±, ..., сЬхь четырехмерных координат некоторой выбранной си
стемы. Если для рассматриваемого места выбрана такая система координат 
и «местная» система вышеуказанного типа, то величины (IXу можно пред
ставить в виде некоторых выражений, линейных и однородных относи
тельно (1ха\

с1Хч =  2  а„сДх0. (2)
а

Подставив эти выражения в равенство (1), получим
С 2 =  2  ga■zdxadxт, (3)

ат

где величины gaт — функции ха, которые уже не могут более зависеть 
от ориентации и состояния движения «местной» координатной системы, 
поскольку ds2 является величиной, определенной независимо от того или
иного выбора системы координат, относящейся к бесконечно близким в
пространстве и во времени точечным событиям и получаемой посред
ством измерения, выполненного с масштабом и часами. При этом величи
ны gaz должны быть выбраны так, чтобы gaт =  gza; суммирование долж
но быть распространено на все значения а и т, так что сумма состоит из 
4 x 4  слагаемых, из которых 12 попарно равны.

Обычная теория относительности получается как частный случай из 
рассмотренного здесь, когда в силу особого поведения gaт в некоторой 
конечной области оказывается возможным выбрать в ней координатную 
систему так, чтобы gal: приняли постоянные значения:

— 1 0 0 0
0 — 1 0 0
0 0 — 1 0
0 0 0 + 1

Мы увидим ниже, что выбор таких координат для конечных областей 
в общем случае невозможен.
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Из рассуждений § 2 и 3 следует, что величины g0T с физической точки 
зрения должны рассматриваться как величины, описывающие грави
тационное поле относительно выбранной системы координат. В самом 
деле, допустим сначала, что специальная теория относительности спра
ведлива для определенной рассматриваемой четырехмерной области при 
подходящем выборе системы координат. Тогда величины g0T имеют ука
занные в (4) значения. В этом случае свободная материальная точка 
движется относительно этой системы прямолинейно и равномерно. Если 
теперь ввести путем произвольного преобразования новые пространствен
но-временные координаты #J, ..., ж4, то в этой новой системе величины gar 
будут уже не постоянными, но функциями, пространственно-временных 
координат. В то же время движение свободной материальной точки в но
вой системе окажется криволинейным и неравномерным, причем закон 
движения не будет зависеть от природы движущейся материальной точки. 
Поэтому мы будем истолковывать это движение как движение, происходя
щее под влиянием гравитационного поля. Мы видим, что появление гра
витационного поля связано с зависимостью g^  от пространственно-вре
менных координат. Но и в общем случае, когда мы не сможем соответствую
щим выбором координат сделать специальную теорию относительности 
применимой в конечной области пространства, мы сохраним представле
ние о том, что величины g3T описывают гравитационные поля.

Таким образом, согласно общей теории относительности, гравита
ционные силы играют исключительную роль по сравнению с остальными 
силами, особенно, электромагнитными; 10 функций gar, представляющих 
гравитационное поле, определяют в то же время метрические свойства 
четырехмерного пространства.

В. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СРЕДСТВА  
ДЛЯ ВЫВОДА ОБЩ ЕКОВАРИАИТНЫ Х УРАВНЕНИЙ

Показав выше, что общий постулат относительности приводит к тре
бованию ковариантности систем уравнений физики по отношению к любым 
преобразованиям координат х1, ..., #4, мы должны теперь подумать над 
тем, как можно получить подобные общековариантные уравнения. Обра
тимся теперь к этой чисто математической задаче; при этом выяснится, 
что заданный равенством (3) инвариант названный нами в соответствии 
с гауссовской теорией поверхностей «линейным элементом», играет ос
новную роль при решении этой задачи.

Основная мысль этой общей теории ковариантных величин заключается 
в следующем. Пусть некоторые объекты («тензоры») определены относи
тельно координатной системы посредством некоторого числа простран
4  62
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ственных функций, которые называются «компонентами» тензора. Тогда 
имеются определенные правила, по которым эти компоненты вычисляются 
для новой координатной системы, если они известны для первоначальной 
системы и если известно преобразование, связывающее обе системы. Эти 
объекты, названные ниже тензорами, характеризуются еще и тем, что 
уравнения преобразования для их компонент линейны и однородны. 
Поэтому все компоненты в новой системе обращаются в нуль, если они 
все равны нулю в первоначальной системе. В соответствии с этим, если 
какой-нибудь закон природы формулируется как равенство нулю всех 
компонент некоторого тензора, то он общековариантен; исследуя законы 
образования тензоров, мы тем самым получаем средство для установления 
общековариантных законов.

§  5 . К о н тр а ва р и а н тн ы й  и ковар и ан тн ы й  
четы рехм ерны й вектор

Контравариантный четырехмерный вектор (4-вектор). Линейный эле
мент определяется с помощью четырех «компонент» йху, закон преобразо
вания которых имеет вид:

^ о  =  2  (5)V у
Величины йха выражаются линейно и однородно через йх ;̂ поэтому 

мы можем рассматривать эти дифференциалы координат как компоненты 
«тензора», которому дадим специальное название контравариантного 
4-вектора. Каждый объект, определяемый по отношению к координатной 
системе посредством четырех величин А", которые преобразуются по тому 
же закону

А ' = '2 & Л ‘. (5а)
V у

мы также называем контравариантным 4-вектором. Из соотношения (5а) 
непосредственно следует, что суммы (А а +  Ва) будут компонентами 4- 
вектора, если А а и Ва в отдельности являются таковыми. Аналогичное 
положение возникает для всех систем, введенных ниже в качестве «тензо
ров» (правило сложения и вычитания тензоров).

Ковариантный четырехмерный вектор. Мы называем четыре величины
компонентами ковариантного 4-вектора, если для любого произволь

но выбранного контравариантного 4-вектора Вр.

2  А^В? =  инвариант. (6)

4«3



Основы общей теории относительности 1916 г.

Из этого определения следует закон преобразования ковариантного 
4-вектора. Заменив в правой части равенства

Но отсюда, в силу того, что в этом равенстве каждый из 4-векторов 
Ва' может быть выбран произвольно и независимо от других, следует 
закон преобразования

З а м е ч а н и е  о б  у п р о щ е н и и  з а п и с и  в ы р а ж е н и й .  
Рассматривая уравнения этого параграфа, мы сразу видим, что сумми
рование всегда производится по тем и только по тем значкам, которые 
дважды появляются под знаком суммы [например, значок V в правой части 
равенства (5)]. Поэтому можно без ущерба для ясности отбросить знак 
суммы. Для этого мы введем следующее правило: если член некоторого 
выражения содержит какой-нибудь индекс дважды, то по этому значку 
должно быть произведено суммирование, если только специально не 
оговорено противное.

Различие между ковариантным и контравариантным 4-векторами за
ключается в законе преобразования [соотношения (7) и (5)]. Обе величи
ны представляют собой тензоры в том смысле, в каком о них говорилось 
выше. Следуя Риччи и Леви-Чивите, будем отмечать контравариантный 
характер, помещая значок вверх, а ковариантный — вниз.

Контравариантный тензор. Если мы составим все 16 произведений 
компонент А  ̂ и Ву двух контравариантных 4-векторов

величину В' выражением

полученным из равенства (5а), найдем

(7)

в. Тензоры второго и более высоких рангов
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то, в силу соотношений (8) и (5а), компоненты удовлетворяют закону 
преобразования

. =  <  _
дх^ дх^ ' ( )

Мы называем объект, который по отношению ко всякой координатной 
системе описывается посредством 16 величин (функций), удовлетворяю
щих закону преобразования (9), контравариантным тензором второго ран
га. Не все тензоры этого рода можно составить по формуле (8) из двух 
4-векторов. Но легко доказать, что 16 произвольно заданных компонент 

можно представить в виде суммы четырех слагаемых типа А^В', со
ставленных из компонент четырех пар надлежащим образом выбранных 
четырехмерных векторов. Поэтому почти все положения, справедливые 
для тензора второго ранга, определенного соотношением (9), можно про
верить, доказывая их для специальных тензоров типа (8).

Контр авар иантный тензор любого ранга. Очевидно, что по аналогии 
с (8) и (9) можно определить также контравариантные тензоры третьего 
и высших рангов с 43 и т. д. компонентами. Из соотношений (8) и (9) 
вытекает также, что в этом смысле можно рассматривать контравариант- 
ный 4-вектор как контравариантный тензор первого ранга.

Ковариантный тензор. Если, с другой стороны, составить 16 произ
ведений А ^  из компонент двух ковариантных 4-векторов А  ̂ и В„

А^ у =  А^В^ (10)
то для них справедлив закон преобразования

д х  да;
(И)

дх0 дхг

Этим законом преобразования дается определение ковариантного тен
зора второго ранга. Все замечания, которые прежде были сделаны по по
воду контравариантных тензоров, остаются в силе и для ковариантных 
тензоров.

Замечание. Скаляр (инвариант) удобно рассматривать как контра
вариантный или как ковариантный тензор нулевого ранга.

Смешанный тензор. Можно также составить тензор второго ранга типа
л ;  =  А^В', (12)

который ковариантен относительно индекса ц и контравариантен отно
сительно индекса V .  Его закон преобразования имеет вид

=  . ^ . А * .  (13)
•Iх;-. 8ха

3 0  А . Эйнштейн, том I 4 6 5
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Имеются, конечно, смешанные тензоры с произвольным числом индек
сов ковариантного и произвольным числом индексов контравариантного 
характера. Ковариантный я контравариантный тензоры можно рассматри
вать как частные случаи смешанного тензора.

Симметричные тензоры. Контравариантный (или ковариантный) тен
зор второго или высшего ранга называется симметричным, если две ком
поненты, получающиеся друг из друга путем перестановки каких-нибудь 
двух значков, равны между собою. Тензор А ^  (или Л,^) симметричен, 
если для любой комбинации значков имеем

А** =  А**, (14)
И Л И  л Л ,А / NЛ̂ у — Ащ. (14а)

Докажем, что определенная таким образом симметрия представляет 
собой свойство, не зависящее от системы координат. В самом деле, на 
основании равенств (14) из (9) следует

дхп дх„ дх„ дх„ дх„ дх„
' А  =  1Г1  а“ 1 Л  =  -а*-  7Г1  А  =  я“ 1  1 Г ^ А  =  А  ■дхр дхч 5а> дхч дх[X дхч

Предпоследнее из этих равенств основывается на перестановке значков
суммирования ц и V (т. е. на простом изменении способа обозначения).

Антисимметричные тензоры. Контравариантный или ковариантный 
тензор второго, третьего или четвертого ранга называется антисимметрич
ным, если две компоненты, получающиеся друг из друга путем пере
становки каких-нибудь двух значков, равны по величине и противополож
ны по знаку. Следовательно, тензор Л ^ (или Л^Д антисимметричен, если

А »4 =  — А *  (15)
или

А^ч - Л,, .̂ (15а)

Из 16 компонент Л ^  четыре компоненты Л ^  равны нулю; остальные 
компоненты попарно равны по величине и имеют противоположные знаки, 
так что имеются только 6 численно отличных компонент (6-вектор). Таким 
же образом можно убедиться в том, что антисимметричный тензор Л^° 
(третьего ранга) имеет только четыре численно различных компоненты, 
антисимметричный тензор Л ^ от — только одну. В четырехмерном кон
тинууме нет антисимметричных тензоров выше четвертого ранга.
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§ 7. Умножение тензоров
Внешнее умножение тензоров. Из компонент двух тензоров рангов 

2 и г* получаются компоненты тензора ранга г +  если все компоненты 
первого тензора попарно перемножить со всеми компонентами второго 
тензора. Так, например, из различного типа тензоров А и В получаются 
тензоры Т:

Доказательство тензорного характера Т следует непосредственно из 
соотношений (8), (10), (12) или из формул преобразования (9), (11), (13). 
Равенства (8), (10), (12) сами служат примерами внешнего умножения 
(тензоров первого ранга).

«Свертывание» 6 смешанного тензора. Из каждого смешанного тензора 
можно образовать тензор, ранг которого на две единицы меньше, если 
один значок ковариантного характера приравнять одному зйачку кон- 
травариантного характера и по этому значку произвести суммирование 
(«свертывание»). Таким образом, например, из смешанного тензора чет
вертого ранга Аар получают смешанный тензор второго ранга:

и из него повторным свертыванием получают тензор нулевого ранга:

Доказательство того, что результат свертки действительно обладает 
тензорным характером, следует из обобщения представления тензо
ров (12) вместе с соотношением (6) или из обобщения соотношения (13).

Внутреннее и смешанное умножение тензоров. Оно заключается в ком
бинации внещнего умножения со сверткой.

П р и м е р ы .  Из ковариантного тензора второго ранга А^, и кон- 
травариантного тензора первого ранга В° образуем посредством внеш
него умножения смешанный тензор

А =  Aß — Aaß,.

6 В переводе употребляется современный термин «свертка». Эйнштейн писал 
«komposition» или «Verjüngung».— П рим . ред.
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В результате свертки по индексам V и а возникает ковариантный четырех
мерный вектор

Этот вектор будем называть внутренним произведением тензоров и 
В°. Аналогичным образом из тензоров и Ват посредством внешнего 
умножения и двукратной свертки можно образовать внутреннее произ
ведение А [XV В ^. Образовав внешнее произведение из А ^  и Вах и выпол
нив свертку, получим смешанный тензор второго ранга — А ^В ^. 
Эту операцию удобно назвать смешанной, ибо она является внешней 
по отношению к значкам ц и т и внутренней по отношению к значкам 
V и а .

Теперь докажем утверждение, которое часто используется при уста
новлении тензорного характера. На основании только что изложенного, 
А ^ В ^  есть скаляр, если А ^  и Ват тензоры. Но утверждается также, 
что если А ^ В ^  для произвольного тензора В^  есть инвариант, то А ^  
имеет тензорный характер.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По предположению, при любом преобра
зовании координат должно быть

-Подставляя это выражение для В^  в верхнее соотношение, получаем:

При любом выборе Б ат' это соотношение может выполняться только 
тогда, когда выражение в скобке равно нулю, откуда, в силу соотно
шения (И ), и следует наше утверждение.

Эта теорема верна в соответствующей форме для тензоров любого 
ранга и типа; доказательство всегда проводится аналогичным путем.

Указанное утверждение можно также доказать и в такой форме: 
если В^ и С'* — произвольные векторы и если при любом их выборе внут
реннее произведение

Б .̂ =  =  А^В\

Аа: £ ат =

Н о в результате обращения соотношения (9) имеем

А ? Ж С Ч

4 6 8
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является скаляром, то А ^  есть ковариантный тензор. Последнее поло
жение справедливо еще и в том более частном случае, когда утверждается 
лишь то, что при любом выборе 4-вектора В  ̂ скалярное произведение 
А^В^В" является скаляром, и если, кроме того, еще известно, что А ^  
удовлетворяет условию симметрии А ^  =  А ^ .  В самом деле, следуя 
вышеуказанным путем, сначала доказывают тензорный характер величи
ны ( А ^ -{-А о т к у д а  на основании свойства симметрии непосредствен
но следует тензорный характер А Э т о  утверждение легко обобщить 
и на случай ковариантных и контравариантных тензоров любого ранга.

Наконец, из доказанного следует утверждение, которое также можно 
обобщить на любые тензоры: если величины А^В'* при любом выборе 
4-вектора Ву образуют тензор первого ранга, то А ^  представляет собой 
тензор второго ранга. В самом деле, если О  — произвольный 4-вектор, 
то, в силу тензорного характера А^В*, внутреннее произведение А^С^В* 
при любом выборе обоих 4-векторов О  и В* является скаляром, откуда 
и следует наше утверждение.

§  8 . Н екотор ы е свой ства  
ф ун дам ен тал ьн ого  тензора ^

Ковариантный фундаментальный тензор. В инвариантном выраже
нии квадрата линейного элемента

с?52 =  gV'чdxv.dxv

величина играет роль произвольного контравариантного вектора. 
Так как, кроме того, gli.v =  то на основании сказанного в последнем 
параграфе заключаем, что g[LV есть ковариантный тензор второго ранга. 
Мы назовем его «фундаментальным тензором». Ниже мы выведем неко
торые свойства этого тензора, которыми, правда, обладает каждый тензор 
второго ранга, но особый физический смысл фундаментального тензора 
в нашей теории, связанный с гравитационным действием, делает до
казанные выше соотношения особенно интересными в приложении к 
фундаментальному тензору.

Контравариантный фундаментальный тензор. Если взять миноры, 
соответствующие элементам gli.v в определителе, составленном из gllvt 
и разделить каждый из них на определитель g =  |^|, то получаются 
некоторые величины ĝ xv ( =  gVll■), относительно которых мы докажем, 
что они составляют контравариантный тензор.

На основании известной теоремы из теории определителей имеем
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где равен 1, если ц =  V, и 0, если \л ф  V. Вместо приведенного выра
жения для (1& можно также написать

или в силу равенства (16)
g^oôv dx^dx^,

g^ag^g^dx^Xv.

Но, согласно правилам умножения, изложенным в предыдущем параграфе, 
величины

dis =  gpadXp

образуют ковариантный 4-вектор и притом (в силу возможности произ
вольного выбора dxy) произвольно выбранный 4-вектор. Подставив его 
в наше выражение, получим

ds2 =  g^dladh.

Так как это выражение при любом выборе вектора является ска
ляром и gaT, но определению, симметричен по индексам о  и т, то на ос
новании результатов предыдущего параграфа заключаем, что g0T пред
ставляет собой контравариантный тензор. Из (16) следует еще, что 0  ̂
есть тоже тензор, который можно назвать смешанным фундаментальным 
тензором.

Определитель фундаментального тензора. Согласно правилу умноже
ния определителей, имеем

=  | gy.a  | | g ŒV !•

С другой стороны,

Отсюда следует
(17)

Инвариантный объем. Сначала найдем закон преобразования опреде
лителя g =  |g[xv|. В силу соотношения (11) имеем

I gy.ag°

I éVagaV I =  I 0; 

!éw 1 1 ^ |  =  і-

=  і.

g =
дх{, дх, 
дх„ дх ,

Отсюда, после двукратного применения правила умножения определи
телей, следует

дх,, дх., дх„
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или

У е' = дху
дх. V 8-

С другой стороны, закон преобразования элемента объема
(1%' —  ̂<1хх йхъ (1хл

по известной теореме Якоби имеет вид:
дх
дх., йх.

Перемножая последние равенства, получаем

У  £  (1%' =  У ё  й%. (18)

В дальнейшем вместо У g вводится величина У —g, которая вследствие 
гиперболического характера пространственно-временного континуума 
всегда имеет вещественное значение. Инвариант У —g с1х равен величине 
элемента четырехмерного объема, измеренного в «местной координатной 
системе» посредством твердых масштабов и часов по принципам специаль- 
ной теории относительности.

Замечание о характере пространственно-временного континуума. На
ша предпосылка о справедливости в бесконечно малом специальной тео
рии относительности приводит к тому, что йв2 всегда можно выразить с по
мощью (1) через вещественные величины йХ\, ..., йХ^. Обозначив через 
^т0 «естественный» элемент объема с1Х1с1Х2с1Х3с1Х/1, получим

dxQ= У — g•dт. (18а)
Если окажется, что в каком-нибудь месте четырехмерного континуума 

У —g обращается в нуль, то это будет означать, что в этом месте конечно
му координатному объему соответствует бесконечно малый «естественный» 
объем. Будем считать, что этого нигде нет. В таком случае g не может 
менять свой знак; мы примем, в соответствии со специальной теорией 
относительности, что g всегда имеет конечное и отрицательное значение. 
Это допущение является некоторой гипотезой о физической природе 
рассматриваемого континуума и в то же время правилом, касающимся 
выбора системы координат.

Но если —g положительно и конечно, то естественно возникает мысль, 
что теперь следует выбрать координаты так, чтобы эта величина стала 
равной 1. Позже мы увидим, что посредством такого ограничения выбора

4=71
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системы координат может быть достигнуто значительное упрощение за
конов природы. В этом случае вместо равенства (18) имеем

с1%' =  йт,

откуда, приняв во внимание теорему Якоби, следует, что
дх„ I

( « )

Таким образом, при подобном выборе координатных систем допустимы 
преобразования координат только с определителем 1.

Но было бы ошибкой думать, что этот прием означает частичный отказ 
от общего принципа относительности. Мы не спрашиваем: «каковы будут 
законы природы, ковариантные по отношению ко всем преобразованиям 
с определителем 1?» Но мы задаем вопрос: «каковы будут общековариант- 
ные законы природы?» Лишь после того, как эти законы установлены, 
мы упрощаем их выражение посредством особого выбора координатной 
системы.

Образование новых тензоров с помощью фундаментального тензора. 
Путем внутреннего, внешнего и смешанного умножения какого-нибудь 
тензора на фундаментальный тензор возникают тензоры другого харак
тера и ранга.

Примеры: ду. _

А =

Особо отметим следующие комбинации:

Ли  =

(«дополнения» к ковариантному и, соответственно, контравариантному 
тензору) и

Мы называем В^  редуцированным по отношению к тензором. Ана
логично имеем

в “ ” =  еГ е .еА *\

Заметим, что ^  — не что иное, как «дополнение» по отношению к 
ибо

=  й Г .

4 7 2
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§ 9. Уравнение геодезической 
(уравнение движения точки)

Так как «линейный элемент» ds является величиной, определенной не
зависимо от координатной системы, то и для линии, проведенной между 
двумя точками Pi и Р% четырехмерного континуума, величина \ds прини-
мает экстремальное значение (геодезическая), 
бора координат. Ее уравнение имеет вид

независимое от вы-

(20)

Отсюда, выполняя вариацию, находят известным образом четыре обыкно
венных дифференциальных уравнения, которые и определяют эту геоде
зическую линию. Ради полноты изложения мы приведем здесь этот вывод. 
Пусть X — некоторая функция координат эта функция определяет 
семейство поверхностей, пересекающих искомую геодезическую 
линию, равно как и все другие бесконечно близкие к ней кривые, прове
денные через точки Р 1 и Ръ. В таком случае каждую из этих кривых мож
но себе представить заданной своими координатами выраженными: 
через X. Пусть символ б соответствует переходу из какой-нибудь точ
ки искомой геодезической линии в ту точку соседней кривой, которой 
соответствует то же значение X. В таком случае уравнение (20) можно 
заменить на

 ̂ бш dX =  0,
*1
w

Так как

dxy.
dX

dxv
Ж

(20а)

б w = 1 dxa dxv
2 дха dX dX 

/ d x „

6 Xr
d X n. ( dxv

\  dX

dbxv
~dX

то после подстановки этих значений в (20а) и интегрирования по частям 
получаем .

 ̂ dXyiaдха =  0,
X,

Ха
d

dX
1 dxy. dxv

2 w dx_ dX dX

(206)
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Отсюда, вследствие произвольности выбора 8х0, следует, что ха равно 
нулю. Таким образом,

х0 =  0 (20в)
представляют собой уравнения геодезической линии. Если на рассмат
риваемой геодезической линии с1в ф  О, то в качестве параметра X можно 
выбрать «длину дуги» 5, измеренную вдоль геодезической линии. Тогда 
ю — 1 и вместо (20в) получаем

или, изменяя обозначения,

^ у  Аха йху.
дх^ дХ йХ

1 д8^
2 дха <1Х йХ =  0,

Л2ха
+

[XV
<3

дх„ йх„
—  =  О

где, согласно Кристоффелю, мы положили
[XV

<3
° [АО

дх..
I

дх.. я '”дх„

(20г)

(21)

Наконец, умножив уравнение (20г) на gaт (внешнее умножение отно
сительно т и внутреннее — относительно а), получим уравнение геоде
зической линии в окончательном виде:

, Грл>1 =  о
дв2 ^  {  т } дв дв

При этом, согласно Кристоффелю, введено обозначение
[XV

X

(22)

(23)

§ 10. Образование тензоров 
посредством дифференцирования

Используя уравнение геодезической линии, можно теперь легко вы
вести правила, по которым из тензоров путем дифференцирования могут 
быть образованы новые тензоры. Эти правила позволяют получить общеко- 
вариантные дифференциальные уравнения. Мы достигаем этой цели по
вторным применением следующих простых операций.

Если в нашем континууме дана кривая, точки которой характеризуют
ся длиной дуги 5, отсчитываемой от некоторой определенной точки на кри
вой, и если далее ф — инвариантная функция координат, то и у  являет-

4 7 4
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ся инвариантом. Доказательство заключается в том, что как <1 ф, так и с?з 
представляют собой инварианты.

Так как
с?ф __  дф
ds дх„ ds ’г*

Т О  и

. дф dx

\г*

будет инвариантом и притом для всех кривых, которые выходят из одной 
точки континуума, т. е. для любого вектора d x Отсюда следует, что

А — ^Р-
" Ч

есть ковариантный четырехмерный вектор (grad <р).
Согласно нашему правилу, инвариантом будет также и производная, 

взятая вдоль кривой:
_  йф 

к ds •

Подставляя значение ф, получаем сначала

_  Э2ф
^ дх„ За;, ds ds дх„ ds2 Н* у Р*

Отсюда пока еще нельзя заключить о существовании какого-либо тензора. 
Но если мы теперь будем считать, что кривая, вдоль которой мы

dгx^
дифференцировали, является геодезической то, заменяя ■■ его 
Выражением из формулы (22), получаем

  ( Э2ф | [XV "I Эф  ̂ ^Хр dx%>
^ йХу \ х }  йхх) ds ds

Из возможности изменения порядка дифференцирования по р и V,
а также из симметрии, в силу (23) и (21), символа |^| относительно
р и V, следует, что выражение, стоящее в фигурных скобках, тоже сим
метрично относительно тех же индексов. Так как из любой точки конти
нуума можно провести геодезическую линию в любом направлении, и,

(1зс
следовательно, представляет собой 4-вектор с компонентами,
соотношения между которыми могут быть произвольными, то на
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основании выводов § 7 следует, что

— м е ь  (25)
Г  Г7Т  П Т  Т  П Т  '  7дх [ т ] 9а;,

есть ковариантный тензор второго ранга. Таким образом, из ковари- 
антного тензора первого ранга

А »*■ д х ^

можно посредством дифференцирования образовать ковариантный тензор 
второго ранга

(2 6 )

Назовем тензор А ^  ковариантной производной7 тензора А^. Прежде 
всего можно легко показать, что этот способ построения приводит к тен
зору даже в том случае, когда А^ нельзя представить в виде градиента. 
Для того чтобы убедиться в этом, мы предварительно заметим, что

I дфч
представляет собой ковариантный 4-вектор, еслиф и ф — скаляры. То же 
самое справедливо в отношении суммы, состоящей из четырех таких 
членов: и.

я , - * »

если фО, ф*1), . . . ,ф Ч ф Г4)— скаляры. Но ясно, что каждый ковариант
ный 4-вектор может быть представлен в виде Ч - Если А^ является 4-век
тором, компоненты которого представляют собой произвольно заданные 
функции от х„, то достаточно положить (относительно выбранной коор
динатной системы)

ф(1) = А 1 ф(1> — хъ

Ф<2) =  А2, ф(2) =  Х 2 ,

ф(8> =  А3, ф(з) =  ж3,

ф(4) =  А 4, ф(4> =  х4

для того, чтобы ^  стало равным А^.

7 В переводе введен современный термин вместо используемого Эйнштейном 
термина «расширение».— Прим. ред.
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Поэтому, для доказательства того, что будет тензором, если в пра
вую часть равенства (26) подставить вместо А  ̂ произвольный ковариант- 
ный 4-вектор, достаточно только показать, что это справедливо по от
ношению 4-вектора 5^. Но из правой части равенства (26) сразу видно, 
что достаточно провести доказательство для случая

Правая часть равенства (25), умноженная на гр, т. е.

 ЛИ’1, А
^  дх^ дх„ 1 т /  ^ ’

имеет тензорный характер. Точно так же
дг]э д<р 
д ^ д х „

есть тензор (внешнее произведение двух 4-векторов). Складывая, мы 
видим, что „ . „ . , „

*(«£)-(?)(<
имеет тензорный характер. Тем самым дано, как видно из равенства (26), 
требуемое доказательство для 4-вектора

дхр
и, следовательно, по доказанному выше, для любого 4-вектора А^.

Пользуясь ковариантной производной 4-вектора, нетрудно дать опре
деление ковариантной производной ковариантного тензора любого ранга; 
это определение представляет собой обобщение ковариантной производ
ной 4-вектора. Мы ограничимся получением ковариантной производной 
тензора второго ранга, так как этого достаточно, чтобы составить себе 
отчетливое представление об этой операции.

Как уже указывалось выше, каждый ковариантный тензор второго 
ранга может быть представлен 8 в виде суммы тензоров типа А^В^.

8 Посредством внешнего умножения векторов с (любыми) компонентами А ц ,  А 12, 
_413, А и  и, соответственно, с компонентами 1, 0, 0, 0 получается тензор с ком
понентами

А ц  А \2 А \з А и
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Складывая четыре тензора этого рода, получаем тензор А ^  с любыми наперед 
заданными компонентами.
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> — !аИ А т,

Поэтому вполне достаточно ограничиться выводом формулы ковариантной 
производной для такого специального тензора. Выражения

дА Ь
дха 1 т

имеют, в силу (26), тензорный характер. Посредством внешнего умноже
ния первого выражения на Ву и второго на А^ получаем по одному тен
зору третьего ранга; сумма полученных тензоров

^ ° = % М Т К ' - Г Л - 4-  (27)
представляет собой тоже тензор третьего ранга, причем мы положили 

=  А^Вч- Так как правая часть равенства (27) линейна и однородна 
относительно А ^  и ее первых производных, то этот закон образования 
новых тензоров приводит к тензору не только в случае тензора типа 
но и для суммы таких тензоров, т. е. любого ковариантного тензора вто
рого ранга. Назовем А ^ а ковариантной производной тензора А рл/.

Ясно, что (26) и (24) являются только специальными случаями ко
вариантной производной (27) (ковариантными производивши тензора 
первого и нулевого ранга). Вообще' говоря, все специальные законы 
образования новых тензоров могут быть получены на основе соотноше
ния (27) в соединении с умножением тензоров друг на друга.

§ 11. Некоторые частные случаи, 
имеющие особое значение

Некоторые леммы о фундаментальном тензоре. Выведем сначала не
которые полезные в дальнейшем вспомогательные соотношения. Со
гласно правилу дифференцирования определителей, имеем

<*8 =  8^8<^8^ =  —  . (28) 
Последнее выражение следует из предшествующего, если принять во 
внимание, что 8^8^'* — 6£ и =  4 а, следовательно,

8 ^ 8 ^  + ^ ^ = 0 .
Из соотношений (28) следует:

1 . 1 9 1 Ч -Я  1 „ а«!! „ т
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Из равенства
ы ™  =  ^

посредством дифференцирования получаем
А " а =  — g',a dgv.a,

или /"эги
(° и>а ° — — рУО   г

дхх ё дхх ’

Отсюда, в результате смешанного умножения на ^  и соответственна 
на gvx получаем (изменяя обозначения индексов)

=  — gv■ag^dga{i, 1

в̂  =  8і * г ,  (ЗИ
д х п  6  ® д х „а а )

и соответственно
dg^ =  — gv.ag^dg^^

д1 ^ - - о  а ^  (3 2 >дх — д •
а а )

Соотношение (31) можно преобразовать в другое, которым мы также часта
будем пользоваться. В силу формулы (21),

д§^
дха

аз
+ (33>

Подставляя это во вторую формулу (31) и принимая во внимание соот
ношение (23), получаем

£  - - ( « • • ) : } + г - г а . ( »

В результате подстановки правой части равенства (34) в (29) получаем

1 д Г|Х(з|
Э*„ \ ц \ • (29а)

Дивергенция контравариантного 4-вектора. Если умножить соотно
шение (26) на контравариантный фундаментальный тензор ĝ x■v (внутрен
нее умножение), то его правая часть после преобразования первого члена 
примет следующий вид:

Э л \ А і д г , 9 * » «  а*»А ^  л
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Последний член этого выражения на основании равенств (31) и (29) можно 
привести к виду

+ Д Д  А , + ЬДД * г ^ -2 2 ^  у _ ^  д*а 6

Так как обозначение индексов, по которым производится суммирование, 
не имеет значения, то первые два члена последнего выражения взаимно 
уничтожаются со вторым членом стоящего выше выражения; последний 
же член можно объединить с первым членом стоящего выше выражения. 
Полагая

где Л ', подобно А ц.,— произвольный вектор, получаем, наконец,

Ф =  - Л = ^ - ( К ^ ^ ' ) .  (35)
У —ё охч

Этот скаляр и представляет собой дивергенцию контравариантного 4-век- 
тора А'1.

«Ротор» (ковариантного) 4-вектора. Второй член в формуле (26) сим
метричен по индексам ц и Поэтому А ^  — А щ оказывается особенно 
простым по своей структуре (антисимметричным) тензором. Мы имеем

дА„ ЪА„
<36>V ^

Антисимметричная тензорная производная 6-вектора. Если при
менить (27) к некоторому антисимметричному тензору 2-го ранга А ^ % 
затем образовать из полученного равенства путем циклической переста
новки индексов ц ,  V ,  а еще два аналогичных равенства и, наконец, сло
жить все эти три равенства, то получим тензор 3-го ранга

0 л , л , л ( дА^а ( дАаіі '
&р.\>а —  А ^  А а̂  ' дх ' дх ’

легко доказать, что этот тензор антисимметричен.
Дивергенция 6-вектора. Если равенство (27) умножить на gil■a■g  ̂ (сме

шанное умножение), то получим тоже тензор. Первый член правой части 
равенства (27) можно записать в следующем виде:

л . -  г*

Если заменить через Л а/  и g^a■g^A?,v через Л аР и подставить
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в преобразованный первый член вместо

V !  ^
дха дха

соответствующие значения по формуле (34), то в правой части равенства 
(27) будет семь членов, из которых четыре .члена взаимно уничтожаются. 
Остается только

^=¥+{°Л^+{°Лл“ <38>
Это и есть выражение для ковариантной производной контравариантного 
тензора 2-го ранга. Оно может быть соответствующим образом составлено 
и для контравариантных тензоров более высокого и более низкого рангов.

Заметим, что аналогичным путем можно получить также ковариантную 
производную смешанного тензора Л“ :

+  <39)

Производя свертку в формуле (38) по индексам Р и н  (внутреннее 
умножение на 6р), получаем контравариантный 4-вектор:

А а = ,Х0

Вследствие симметрии |^| относительно индексов Р и х третий член пра
вой части обращается в нуль в том случае, когда А а& есть антисимметрич
ный тензор, что мы и будем считать в дальнейшем; второй член может 
быть преобразован на основании (29а). Таким образом, получается

(40)

Это и есть выражение для дивергенции контравариантного 6-вектора.
Дивергенция смешанного тензора второго ранга. Если в выражении 

(39) произвести свертку по индексам а  и и и принять во внимание 
формулу (29а), то получим

У = е у = -  { ? }  А°- <41>

31 А .  Эйнш тейн, том I 481
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Если в последний член этого равенства ввести контравариантный тензор 
А ра =  gpтA°, то он примет вид

У - § А ” .

Далее, если тензор А ра симметричен, то последнее выражение переходит в

У ~ А ё Аа-

Равным образом, если бы мы вместо А ра ввели симметричный ковари- 
антный тензор A PQ= g paLgфA0-P,, то последний член в силу (31) принял бы 
вид

1  ъ̂ -  А2 6 дх., ра‘Iх
Итак, в рассмотренном случае симметричного тензора выражение (41) 
может быть заменено следующими двумя равенствами:

а

Л  =  а (У і х еЛ>) +  { <Ш )а [х

которыми мы в дальнейшем воспользуемся.

§ 12. Тензор Рим_ана — Кристоффеля
Рассмотрим теперь те тензоры, которые могут быть получены из фун

даментального тензора glXV одним лишь его дифференцированием. На пер
вый взгляд может показаться, что ответ очень прост: достаточно подста
вить в (27) вместо произвольно взятого тензора фундаментальный 
тензор чтобы таким образом получить новый тензор, а именно, ко- 
вариантную производную фундаментального тензора. Однако легко убе
диться в том, что эта ковариантная производная тождественно обращается 
в нуль. Цель все же достигается следующим образом. Подставим в соот
ношение (27) выражение для А ^
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которое представляет собою тензорную производную 4-вектора А [х. Тогда 
получается (при несколько измененном обозначении индексов) тензор 
третьего ранга:

Это выражение приводит к мысли о составлении тензора — Л^то. 
Действительно, при этом следующие члены выражения для А взаимно 
уничтожаются с соответствующими членами из А^та: первый, четвертый 
член, а также последний член внутри квадратной скобки, ибо все эти 
члены симметричны по а и т. То же самое справедливо и для суммы вто
рого и третьего членов. Таким образом, мы получаем:

Л|л,ст Лр_та=  В^стАрУ (42)

^ = - ^ Г Л + 4 Г Л  -  М Г Л  + Г Л Г Л -  (43>
В этом результате важно то, что в правой части равенства (42) стоит 
только 4-вектор А р и отсутствуют его производные. Из тензорного 
характера Л^ат — А1ХХа, а также из того, что А р представляет собой 
произвольный 4-вектор, в силу выводов § 7 следует, что В^ат является 
тензором (тензор Римана — Кристоффеля).

Математический смысл этого тензора заключается в следующем. 
Если континуум обладает тем свойством, что существует такая коорди
натная система, В которой —  постоянные величины, Т О  все В ^ а т  

обращаются в нуль. Если вместо первоначальной системы выбрать любую 
новую координатную систему, то ^  в этой последней уже не будут боль
ше постоянными. Однако тензорный характер величин В^ат влечет за 
собою обращение в нуль всех компонент в произвольно выбранной 
системе координат. Следовательно, обращение в нуль тензора Римана 
является необходимы условием того, чтобы посредством надлежащего 
выбора координатной системы можно было сделать постоянным9.
В нашей задаче это соответствует случаю, когда при соответствующем вы
боре координатной системы в конечных областях справедлива специаль
ная теория относительности.

9 Математики доказали, что это условие является также и достаточным.
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Свертка по индексам т и р в выражении (43) для дает кова-
риантный тензор 2-го ранга

“ 1"  У

(44)

с — д ^  У-~8  О д ^
** дх  ̂дхы \ а \ дха

Замечание о выборе системы координат. Уже в § 8 в связи с соотно
шением (18а) было сделано замечание о том, что некоторые преиму
щества дает такой выбор координат, при котором У — g — 1. Взгляд 
на уравнения, полученные в двух последних параграфах, показывает, что 
благодаря такому выбору законы образования тензоров значительно 
упрощаются. В частности, это верно для только что выведенного тензора 
В который в излагаемой теории играет основную роль. Именно, ука
занный особый выбор координат влечет за собою обращение в нуль 6’^ ,  
так что тензор В ^  сводится к В

Поэтому в дальнейшем я буду давать все соотношения в том упрощен
ном виде, который следует из указанного специального выбора коорди
натной системы. К  общековариантным уравнениям будет нетрудно вернуть
ся, если в каком-нибудь частном случае это окажется желательным.

В. ТЕОРИЯ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ

§ 13. Уравнение движения материальной точки 
в гравитационном поле.

Выражение для компонент гравитационного поля
Согласно специальной теории относительности, свободное тело, непод

верженное действию внешних сил, движется прямолинейно и равномерно. 
С точки зрения общей теории относительности это верно лишь в той части 
четырехмерного пространства, в которой координатная система К 0 может 
быть выбрана так, что g ^  принимают специальные постоянные значения, 
указанные в (4).

Если мы рассматриваем это же движение относительно произвольно 
Выбранной координатной системы Кг, то это тело, на основании сообра
жений § 2, будет двигаться с точки зрения системы К\ в некотором поле 
тяготения. Закон движения относительно системы К\ легко получается
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из следующего рассуждения. По отношению к системе К 0 закон движе
ния представляет собой четырехмерную прямую, т. е. геодезическую. 
Но так как геодезическая определяется независимо от координатной 
системы, то ее уравнение будет также уравнением движения материаль
ной точки относительно системы К х. Положив

г ;  {»»’ } .  (45)

найдем, что уравнение движения точки относительно К х запишется в 
виде

_ с1х„ с1х„
<«>

Сделаем теперь весьма естественное допущение, что эта общековариантная 
система уравнений определяет движение точки в гравитационном поле и 
в том случае, когда не существует системы К 0, относительно которой 
в конечных областях пространства справедлива специальная теория от
носительности. Мы тем более в праве делать такое допущение, что уравне
ние (46) содержит только первые производные от gv.v, между которыми — 
даже в частном случае существования системы К 0 — отсутствуют какие- 
либо соотношения 10.

Если все равны нулю, то точка движется прямолинейно и равно
мерно; следовательно, эти величины обусловливают отклонение движе
ния от прямолинейного и равномерного. Они являются компонентами 
гравитационного поля.

§ 14 . Уравнения гравитационного ноля 
в отсутствие материи

В дальнейшем мы будем различать «гравитационное поле» и «материю» 
в том смысле, что все, кроме гравитационного поля, обозначается как 
«материя»; это значит, что к последней относится не только «материя» 
в обычном смысле, но и электромагнитное поле.

Наша ближайшая задача заключается в отыскании уравнений гра
витационного поля в отсутствие материи. Для этого опять восполь
зуемся тем же методом, какой применялся в предыдущем параграфе при 
выводе уравнения Движения материальной точки. Первоначальная теория 
относительности, в которой gv.v имеют известные постоянные значения, 
является тем частным случаем, для которого искомые уравнения заведомо

10 Лишь между вторыми (вместе с первыми) производными, согласно § 12, суще
ствуют соотношения В£от =  0 .

4 8 5
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должны удовлетворяться. Пусть этот частный случай осуществляется в 
некоторой конечной области по отношению к определенной координатной 
системе Кь- В этой системе все компоненты тензора Римана [форму
ла (43)] обращаются в нуль. Но в таком случае они будут равны нулю и 
в любой другой системе координат в рассматриваемой области.

Таким образом, искомые уравнения свободного от материи гравитацион
ного поля во всяком случае должны выполняться, если все В^ат равны 
нулю. Но это условие заведомо требует слишком многого. В самом деле, 
гравитационное поле, создаваемое, например, материальной точкой, во 
всяком случае не может быть никаким выбором координатной системы 
«оттрансформировано», т. е. не может быть преобразовано к случаю по
стоянных

Поэтому представляется естественным требование, чтобы в свободном 
от материи гравитационном поле обращался в нуль симметричный тензор 
В ^, полученный из тензора Таким способом получаются 10 уравне
ний для 10 величин gVlv, которые выполняются в том частном случае, когда 
все В^от равны нулю. Эти уравнения для свободного от материи поля, 
в силу (44), при сделанном выборе координатной системы имеют вид

Следует отметить, что с выбором этих уравнений связан минимум 
произвола. Ведь, кроме В ^, нет другого тензора 2-го ранга, который был 
бы составлен из ^  и их производных, не содержал бы производных 
более высокого порядка, чем второго, и был бы линейным относительно 
последних и .

Тот факт, что эти уравнения, вытекающие из общего принципа отно
сительности чисто математическим путем, в соединении с уравнениями 
движения (46) дают в первом приближении ньютоновский закон тяготе
ния, а во втором приближении — объяснение открытого Леверье движе
ния перигелия Меркурия (остающегося после внесения поправок на воз
мущение), должен, по нашему мнению, убедить в физической пра
вильности теории.

11 Собственно говоря, это можно утверждать только о тензоре В ^
где X — константа. Однако, приравняв его нулю, мы снова возвращаемся 
к уравнениям: =  0 .[.XV

(47)
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Основы общей теории относительности

§ 15. Функция Гамильтона для гравитационного ноля. 
Закон сохранения импульса и энергии

Чтобы показать соответствие уравнений поля законам сохранения 
импульса н энергии, удобнее всего написать их в следующей гамильтоновой 
форме:

б \\Hdx [ =  О,

(47а)-р/3

1.
При этом на границах рассматриваемой ограниченной четырехмерной 
области интегрирования вариации равны нулю.

Прежде всего, необходимо показать, что уравнения (47а) эквивалентны 
уравнениям (47). Для этой цели рассмотрим Н  как функцию от §?•'* и

Но

Сначала запишем

бя = гьЛ б/* +  2 /т ; эбг5. = — г;3г5.( +  2 г х ^ т е „ ) .

й(гГгЄ„) =  - - И ( д8у\
і 9*«

>аХ
дх„ дх->

Выражения, получающиеся из двух последних членов в круглых скоб
ках, имеют разные знаки и получаются друг из друга путем перестановки 
индексов |т и |3 (так как обозначение индексов суммирования не имеет 
значения). В выражении для бН  они взаимно уничтожаются,, будучи 
умножены на величину Г “р, симметричную относительно индексов ц и р. 
Таким образом, следует учесть лишь первый член в круглых скобках, 
так что, принимая во внимание равенства (31), получаем

ьн =  -  г^ге.6/-* +  Г ^ ї 13.
Таким образом, имеем

дН

дН  г о

■ра -рЗ' -І цДІ ма. і
(48)

Выполнив вариации в (47а), получим сначала систему уравнений
д ( дН \  дН  Л
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которая, в силу уравнений (48), совпадает с (47), что и требовалось до-

причем, на основании уравнений (48), второго уравнения (47) и формулы 
(34), должно выполняться соотношение

Следует помнить, что не является тензором; уравнение же (49) 
справедливо для всех координатных систем, для которых У — g =  1. 
Это уравнение выражает законы сохранения импульса и энергии для 
гравитационного поля. В самом деле, интегрирование этого уравнения 
по трехмерному объему V дает четыре уравнения:

где а1? а2, а3 — направляющие косинусы внутренней нормали к элемен
ту граничной поверхности йБ (в смысле эвклидовой геометрии). В этом 
соотношении, как нетрудно видеть, содержатся оба закона сохранения 
в их обычной форме записи. Мы назовем величины «компонентами 
энергии» 13 гравитационного поля.

12 Причина введения множителя — 2к выяснится позже.

получаем уравнение

или 12

(49)

(50)

(49а)

13 Их называют теперь компонентами псевдотензора энергии-импульса.— П рим . 
ред.
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Представим теперь уравнения (47) еще в одной форме, особенно по
лезной для наглядного усвоения рассматриваемого вопроса. Посредством 
умножения уравнений поля (47) на эти уравнения получаются в «сме
шанном» виде. Нужно принять во внимание, что

<тгУО _  Л _  (аУОр« ) __ Г “
8  д х а ~  дх а а ** '

Эта величина, на основании (34), равна

£ г  « л  -ос

или (после изменения обозначения индексов суммирования)

4  (§орг ^ )  -  -  г г г Л .

Третий член этого выражения взаимно уничтожается с членом, полу
чающимся из второго члена уравнений поля (47); вместо второго члена 
этого выражения можно, пользуясь соотношением (50), подставить

где £ =  Итак, вместо уравнений (47) получается

к = 7 = 1 .

§ 16. Уравнения гравитационного ноля 
в общем виде

Уравнения поля для свободного от материи пространства, выведенные- 
в предыдущем параграфе, нужно сравнить с уравнением поля

Дф =  0

теории Ньютона. Мы должны найти уравнение, которое соответствует- 
уравнению Пуассона

Дф =  4якр,
где р — плотность материи.

Специальная теория относительности привела к тому выводу, что 
инертная масса есть не что иное, как энергия, полное математической 
выражение которой дается симметричным тензором 2-го ранга, тензором 
энергии. Поэтому и в общую теорию относительности придется ввести

(51)

1 8 »
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некоторый тензор, энергии материи У“ , имеющий смешанный характер, 
как и компоненты [уравнения (49) и (50)] гравитационного поля, но 
в то же время соответствующий симметричному ковариантному тензору14.

Система уравнений (51) показывает, как ввести этот тензор энергии 
(соответствующий плотности р в уравнении Пуассона) в уравнения гра
витационного поля. Если рассматривать замкнутую систему (например, 
Солнечную систему), то общая масса системы и, следовательно, ее общее 
гравитирующее действие будут зависеть от всей энергии системы, т. е. 
от совокупности энергии весомой материи и энергии поля тяготения. Это 
можно выразить тем, что в уравнениях (51) вместо одних только компо
нент энергии ^  гравитационного поля мы подставим сумму ^  +  Т° 
компонент тензора энергии материи и гравитационного поля. Таким 
образом, вместо (51) получается тензорное уравнение

д 1
дХя (ё**Г£з) =  _  х |_Й +  Т І )  -  (* +  Т )

1,
(52)

где Т — Т[̂  (скаляр Лауэ). Это и есть искомые общие уравнения грави
тационного поля в смешанной форме. Отсюда обратно вместо (47) полу
чается система уравнений

агаА [XV

дха • -  V *■’ А Г  \ (53)

1.
Нужно признать, что указанное введение тензора энергии материи 

не может быть обосновано одним только постулатом относительности; 
поэтому выше мы исходили из требования, что энергия гравитационного 
поля должна действовать в смысле тяготения точно так же, как всякая 
энергия другого рода. Но самым сильным аргументом в пользу указанных 
уравнений является то, что из них следуют уравнения сохранения импуль
са и энергии для компонент полной энергии, в точности соответствующие 
уравнениям (49) и (49а). Это будет доказано ниже.

§ 17. Законы сохранения в общем случае
Уравнение (52) нетрудно преобразовать так, чтобы второй член в пра

вой части обратился в нуль. Для этого следует произвести свертку 
по индексам ц и а и вычесть полученное таким образом уравнение, пред-

14 ё ат^я =  ^ат и =  Г а13 должны быть симметричными тензорами.
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варительно умноженное на 1/г6Д из уравнения (52). Тогда получается

дх„ -  4 -  в ^ г ; р) =  -  х  (<’  +  ті). (52 а)

Применяя к этому уравнению операцию — , получаем

да
дх„ дх,

дз1
2 дх„ дх„

дх , 

аЗ
дх

Первый и третий члены в круглых скобках приводят ко взаимно уничто
жающимся слагаемым, в чем легко убедиться, если в третьем члене пе
реставить, с одной стороны, индексы суммирования а и а и, с другой сторо
ны, индексы р и X. Второй член можно преобразовать согласно (31), так что 
имеем

82 __дх^дх^ ^  2 дхл дхр дх^

Второй член в левой части (52а) сначала дает
1 д2

(54)

( ^ Г ра),

или

4 дха дх^

2 дха дх^

’ °  I дха ' дх дх*

Член, получающийся от последнего члена в круглых скобках, обращается 
в нуль при сделанном нами выборе координат в силу (29). Два других 
члена можно объединить; тогда на основании соотношений (31) получим

2 дха дхр дх[х ’

так что, принимая во внимание равенство (54), получаем тождество

82  и ^ х | !Г5(Л =  о.дха дха

Из (55) и (52а) следует

(55)

0. (56)

Таким образом, из наших уравнений гравитационного поля следует, 
что законы сохранения импульса и энергии выполняются. В этом проще

4 9 1
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всего убедиться при помощи рассуждения, которое ведет к уравнению 
(49а); нужно тблько вместо компонент энергии гравитационного поля 
ввести компоненты полной энергии материи и гравитационного поля.

§ 18. Закон сохранения импульса и энергии 
для материи 

как следствие уравнений поля

Умножая уравнение (53) на , пользуясь приемом, примененным

в § 15, и принимая во внимание, что g равно нулю, получаем урав-
нение: 0

= 0дх„ 2 дх„ ^

или, в силу равенства (56),

д Т *
+ 4 - ?£ т г = 0 - (57>дха 2

Сравнение с (416) показывает, что это уравнение при сделанном вы
боре координатной системы выражает не что иное, как обращение в нуль 
дивергенции тензора энергии материи. Наличие второго члена в левой 
части с физической точки зрения означает, что для одной лишь материи 
законы сохранения импульса и энергии в их подлинном смысле не выпол
няются; точнее говоря, они выполняются лишь тогда, когда постоян
ны, т. е. когда компоненты напряженности гравитационного поля равны 
нулю. Этот второй член представляет собой выражение для импульса, и, 
соответственно, для энергии, которые в единицу времени и в единице 
объема передаются материи от гравитационного поля. Все это становится 
еще более ясным, если вместо (57) записать в духе соотношения (41):

дТ* о „
<ЧГ =  - Г °“7’р- <57а)

Правая часть этого уравнения выражает энергетическое воздействие 
гравитационного поля на материю.

Таким образом, уравнения гравитационного поля содержат четыре 
условия, которым должны удовлетворять материальные процессы. Эти
+»2
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условия и представляют собой уравнения материального процесса, если 
последний может быть описан четырьмя независимыми друг от друга 
дифференциальными уравнениями15.

Г. «МАТЕРИАЛЬНЫЕ» ПРОЦЕССЫ

Математические вспомогательные средства, изложенные в разделе Б, 
дают нам возможность сразу обобщить физические законы (гидродина
мику, электродинамику Максвелла), сформулированные в специальной 
теории относительности, так чтобы они удовлетворяли общей теории отно
сительности. При этом общий принцип относительности, не налагая 
никаких новых ограничений, дает возможность точно описать влияние 
гравитационного поля на все процессы без привлечения каких-либо 
новых гипотез.

Из этого обстоятельства следует, что не нужно вводить никаких пред
положений относительно физической природы материи (в более узком 
смысле). В частности, может остаться открытым вопрос о том, смогут ли 
теория электромагнитного поля и теория гравитационного поля совместно 
служить базой для теории материи. Общий постулат относительности 
в принципе ничего не может сказать об этом. В процессе развития теории 
выяснится, смогут ли электродинамика и учение о тяготении вместе дать 
то, что не удавалось одной лишь первой теории.

§ 19. Уравнения Эйлера для адиабатических жидкостей 
в отсутствие трения

Пусть р  и р — два скаляра, первый из которых назовем «давлением»,
а второй — «плотностью» жидкости; пусть они связаны некоторым урав
нением. Пусть, далее, контравариантный симметричный тензор

Г- = - Л + р £ £  (58)
является контравариантным тензором энергии жидкости. Ему соответ
ствует ковариантный тензор

^ .  =  —*,.,Р +  ^ З Г * .|!З Г  р' (58а)

15 Ср. Ю. Н 1 1 Ь е г Ь. № сЬг. <1. к . ОезеИзсЬ. <1. ’Шее. т  СбШгщеп, Ма1Ь.-рЬуз. 
К1., 1915, 3.
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а также смешанный тензор 16
_ й х а й Х г ,

тс = - 6 аР +  ё ф ~  —  р . (586)

Подставив правую часть равенства (586) в уравнение (57а), получим 
гидродинамические уравнения Эйлера в общей теории относительности. 
В принципе эти уравнения полностью решают проблему движения, 
ибо четыре уравнения (57а) вместе с заданной зависимостью между р и р 
и соотношением

<1 х „  й Х п  

в  —  —  =  1

достаточны при данных gâ  для определения 6 неизвестных:
с1х 1 й х <1 й х ч  й х ^

Р’ ? с1з ’ с1з
Если неизвестны также и gllV, то к прежним уравнениям присоеди

няются еще уравнения (53). Таким образом, для определения 10 функций 
имеем 11 уравнений. Может показаться, что неизвестные функции 

переопределены. Между тем следует заметить, что уравнения (57а) уже 
содержатся в уравнениях (53), так что последние представляют не больше 
7 независимых уравнений. Причина этой неопределенности заключается 
в широкой свободе выбора координатной системы, вследствие которой 
задача в математическом смысле остается неопределенной в такой степени* 
что три из пространственных функций могут быть выбраны произвольно17.

§ 20. Максвелловы уравнения электромагнитного поля
для вакуума

Пусть — компоненты ковариантного 4-вектора электромагнитного 
потенциала. Образуем из них, согласно (36), компоненты Р ра ковариант
ного 6-вектора электромагнитного поля

дфр &Ро
Р 'ра ~  д х _  д х  “ ( ^ )

а р

16 Для наблюдателя, который движется вместе с жидкостью и пользуется в беско
нечно малой области координатной системой в смысле специальной теории отно
сительности, плотность энергии Т4 равна р— р .  Это н есть определение плотнос
ти р. Таким образом, для несжимаемой жидкости р не является постоянной.

17 При отказе от выбора координатной системы с g =  — 1 свободно выбираемыми 
остаются ч е т ы р е  пространственные функции, соответственно четырем произ
вольным функциям, которыми можно свободно распоряжаться при выборе 
координат.
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Из соотношения (59) следует, что удовлетворяется следующая система 
уравнений:

д1 ±
дх„ +

dF,
д х .

dF ro
(60)

Левая часть этого равенства в силу (37) представляет собой антисиммет
ричный тензор 3-го ранга. Таким образом, система (60) содержит по 
существу четыре уравнения, имеющие вид

B F аз ! Э Р  34 д Р 42 _

д х і
■ Г д х 2 д х 3

д Р з і
+

д Р а

+
д Р 13 _

д х \ д х 3 д х і

d F i  і
+

д Р  12 д Р 2 і  _

д х 2 д х ^
+

д х \

d j j z d F z  з д Р  зх

д х 3 д х і
+

д х 2

(60а)'
0,

0.

Эта система уравнений соответствует второй системе уравнений Мак
свелла. В этом можно немедленно убедиться, если подставить

Р  23 Ьх1 Р

Fsi — Ьуі
F 12 =  bzi

г  24 —  С у,

F Зл =  Є?
(61)'

Тогда можно вместо (60а) написать в обычных обозначениях трехмерного- 
векторного анализа

+  rote =  0 ,1  6̂0б^
div Ij =  0. 1

Первую систему уравнений Максвелла мы получим, обобщая уравне
ния Максвелла в форме, данной Минковским. Введем контравариантный 
6-вектор

F (62>
соответствующий ковариантному F aß, и контравариантный 4-вектор — 
плотности электрического тока в пустоте. В таком случае можно, приняв, 
во внимание соотношение (40), написать следующую, инвариантную по от
ношению к любым преобразованиям с определителем, равным 1 (согласно 
сделанному нами выбору координат), систему уравнений:
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Положим:
ры  _  _  ]

/™  =  й , р * 4 = - е; ,  (64)
^34 =  _  е' )

Эти величины в частном случае специальной теории относительности рав
ны соответственно величинам §х, ..., ег. Далее, положим:

Я  =  ! „  Л =  1„, Я  =  (2, Я  =  р.

Тогда вместо (63) получим

г° Н ' - | г = * ,  1 (63а)
сНу е' =  р. ]

Уравнения (60), (62), (63) представляют собой обобщение максвелл о- 
вых уравнений поля в пустоте при сделанном допущении относительно 
выбора координат.

Компоненты тензора энергии электромагнитного поля. Образуем 
внутреннее произведение

ка =  (65)
Его компоненты, написанные согласно (61) в трехмерных обозначениях 
имеют вид

И1 =  ре* +  [1, $]*, ]
...................................| (65а)

х4 =  — (1,е). ]

Величина к а представляет собой ковариантный 4-вектор, компоненты 
которого с обратным знаком равны импульсу, или, соответственно, энер
гии, которые переносятся с электрических зарядов на электромагнит
ное поле в единицу времени и в единице объема. Если электрические 
заряды свободны, т. е. если они находятся под влиянием одного только 
электромагнитного поля, то ковариантный 4-вектор ка обращается в нуль.

Чтобы получить компоненты энергии Та электромагнитного поля, 
достаточно уравнению ка =  0 придать вид уравнения (57). Тогда из (63) 
и (65) сначала получим

^  дху ~  дх„ *  дх^'

Второй член в правой части, в силу (60), может быть преобразован сле-
4 9 6
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дующим образом:
Ы]7^   = ___ 1_ РР* ^    1_  ру-арч0 р
дх„ 2 дх„ 2 ё  ® ар дх

дР 1 дР \ дРап- 1 п а ч  иV 1 ..о п  ^ Р-У

а

Из соображений симметрии последнее выражение может быть записано 
также и в виде

1 "" дР дР
^  ^

а а

Но вместо этого можно написать

—  + 4  4 а

Первый член этого выражения можно представить в виде

Второй член после выполнения дифференцирования и некоторого преоб
разования принимает форму

 р^хр  р^д1^
2 Г дха ‘

Объединяя все три вычисленные члена, получаем соотношение
д Т у а д е

*• =  ■ £ — <66>
причем

п = -  + 4 -  б^ « о р ’“в- (бб»)

Равенство (66) при х 0, равном нулю, в силу (30), эквивалентно (57) или, 
соответственно, (57а). Следовательно, Т1 представляют собой компонен
ты энергии электромагнитного поля. При помощи равенств (61) и (64) 
легко показать, что эти компоненты энергии электромагнитного поля 
в случае специальной теории относительности составляют известные выра
жения Максвелла — Пойнтинга.

Итак, мы вывели самые общие законы, которым удовлетворяют грави
тационное поле и материя, пользуясь при этом координатной системой, 
вкоторойф^—g — 1. Благодаря этому мы значительно упростили форму
лы и расчеты, не отказываясь в то же время от требования общей 
ковариантности, ибо мы вывели наши уравнения из общековариантных 
уравнений, выбирая лишь специальным образом координатную систему.
32 а . Эйнштейн, том I 497
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Все же не лишен формального интереса вопрос, остаются ли в силе за
коны сохранения (импульса и энергии), а также уравнения гравитацион
ного поля, представленные в виде уравнений (56) и, соответственно, (52) 
или (52а), в которых слева стоит дивергенция (в обычном смысле), а справа— 
сумма компонент энергии материи и гравитационного поля, в том слу
чае, когда при соответственно обобщенном определении компонент энер
гии гравитационного поля и материи не делается специального выбора 
координатной системы. Я нашел, что это действительно так. Однако я 
полагаю, что изложение довольно длинных рассуждений по данному во
просу нецелесообразно, поскольку при этом ничего существенно нового-I оне получается18.

Д. § 21. Теория Ньютона как первое приближение
Как уже упоминалось много раз, специальная теория относительности, 

рассматриваемая как частный случай общей теории относительности, ха
рактеризуется тем, что gv.ч имеют постоянные значения (4). Согласно из
ложенному выше, это означает полное пренебрежение гравитационными 
действиями. Более близкое к действительности приближение мы получаем, 
рассматривая случай, когда все gii.v отличаются от значений (4) лишь на 
малые (по сравнению с 1) величины; при этом мы пренебрегаем малыми 
величинами второго и более высоких порядков. (Первая предпосылка 
приближенного решения основных уравнений.)

Далее, допустим, что в рассматриваемой пространственно-временной 
области при надлежащем выборе системы координат величины gî v в про
странственной бесконечности стремятся к значениям (4); это значит, что 
мы рассматриваем гравитационные поля, которые могут считаться создан
ными только материей, находящейся в конечной области пространства.

Можно было бы думать, что упомянутые пренебрежения должны при
вести к теории Ньютона. Однако для этого в основных уравнениях тре
буется сделать некоторые приближения еще и с другой точки зрения. 
Рассмотрим движение материальной точки, удовлетворяющее уравнениям 
(46). В случае специальной теории относительности компоненты

йХ1 (1х2 с1х 3
дэ ’ дв ’ дв

могут принимать любые значения; это означает, что могут встречаться 
любые скорости

18 Ср. статью 51.— Ред.
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меньшие скорости света в пустоте (у < ^ 1 ). Если ограничиться случаем, 
который почти всегда встречается на опыте, когда V  мало по сравнению 
со скоростью света, то это будет означать, что компоненты

(1х\ с1х 2 (1х3
(18 ’ (18 ’ С1з

должны рассматриваться как малые величины, в то время как —аэ *
с точностью до величин второго порядка, равно 1. (Вторая предпосылка 
приближенного решения основных уравнений.)

Теперь примем во внимание, что, согласно первой предпосылке 
нашего приближения, все представляют собой малые величины
по крайней мере первого порядка. Но отсюда следует, что в выражении 
(46), согласно второму предположению, должны быть учтены только чле
ны с р =  V =  4. Ограничиваясь членами низшего порядка, мы вместо 
(46) получаем сначала следующие уравнения:

й2хтт __  -рт

~  44’
причем с?« =  <1x4 =  <И. Беря только члены первого порядка, получаем

й2х_ Г44
<И2
й2Х4
(И2

х (т =  1, 2, 3),

Если, кроме того, предположить, что гравитационное поле квазистатич- 
но, т. е. ограничиться тем случаем, когда материя, создающая гравита
ционное поле, движется медленно (по сравнению со скоростью распро
странения света), то в правой части можно пренебречь производными по 
времени по сравнению с производными по пространственным координатам; 
таким образом, получается

т г - - 4 - а ? г  ( * - 1 . 2 , 3 ) .  (67)

Это и есть уравнение движения материальной точки в теории Ньютона,
с т . .

причем играет роль гравитационного потенциала. Этот результат за
мечателен тем, что только одна компонента £44 фундаментального тензора 
определяет в первом приближении движение материальной точки.

Обратимся теперь к уравнению поля (53). При этом должно быть при
нято во внимание, что тензор энергии «материи» определяется почти ис
ключительно плотностью материи р в более узком смысле этого слова,

32* 40»
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т. е. вторым членом правой части (58) [и, соответственно, (58а) или (586)]. 
В интересующем нас приближении все компоненты, кроме Г44 =  р — Т, 
обращаются в нуль. В левой части уравнения (53) второй член представ
ляет собой величину второго порядка малости; первый же член в интере
сующем нас приближении принимает вид

д
дх\ + дх2

р  V 

2 + дхя
р  V

3
д

дхі
р  V

4

Это выражение при р =  V =  4 и при отбрасывании производных по вре
мени переходит в

+
дх1

+
дх1

= ------о-А ^ 44.

Таким образом, последнее из уравнений (53) может быть записано в виде
Л#44 =  ир. (68)

Уравнения (67) и (68), вместе взятые, эквивалентны закону тяготения Нью
тона.

Для гравитационного потенциала на основании уравнений (67) и (68) 
получается выражение

<68а>
тогда как теория Ньютона при выбранной нами единице времени дает для 
этой величины выражение

К  г рс?Т

где К  — обычная гравитационная постоянная, равная 6,7-10 8. Из срав
нения обоих выражений получается

и =  ® ^  =  1,87-10"27. (69)

§ 22. Свойства масштабов и часов в статическом 
гравитационном поле. Искривление лучей света.

Движение перигелия планетных орбит
Чтобы получить теорию Ньютона как первое приближение, нам при

шлось из 10 компонент гравитационного потенциала g^  вычислить только 
£44, так как только эта компонента входит в полученное в первом при
ближении уравнение движения (67) материальной точки в гравитационном 
Поле. Но И другие компоненты gv.v должны в первом приближении отли
чаться от значений, данных в (4), так как все они связаны условием g =  — t.
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Для материальной точки, создающей поле и находящейся в начале 
координат, получается в первом приближении радиально симметричное 
решение:

с. х охо ( Р  и а  принимают значения
? р а = - в р „ - а —  от 1 до 3),
)=р4 — 8^ =  О (Р принимает значения от 1 до 3), (70)

/I а
8 44 =  1  “  ,

где бРв равно соответственно 1 или 0, в зависимости от того, будет ли 
р =  о или р =̂ = сг, а

Г =  х  1 “Ь #2
При этом, в силу выражения (68а), имеем

х М  /пп  .
а = - 5 Г -  </0а>

где через М  обозначена масса, создающая поле. Легко проверить, что 
это решение удовлетворяет уравнениям поля (вне массы) в первом при
ближении.

Исследуем теперь воздействие, которое испытывают метрические свой
ства пространства от поля массы М . Между «локально» измеренными 
(см. § 4) длинами и промежутками времени ds, с одной стороны, и при
ращениями координат йхч — с другой, всегда имеется соотношение:

ds* =  gp.vdxy.dxv.

Так, например, для единицы масштаба, расположенной «параллельно» 
оси х, следует написать:

ds2 =  —  1, dx2 =  dx з  =  dxi =  0,
т. е.

— 1 =  £11^;.
Если единица масштаба, кроме того, лежит на самой оси х , то первое 

из уравнений (70) дает
£11 =  —  1 + а 

г

Из обоих последних соотношений следует в первом приближении
=  (71)

1т

Итак, если единичный масштаб приложен в радиальном направлении, 
то в рассматриваемой координатной системе, благодаря наличию грави-
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тадионного поля, он представляется сокращенным в найденном отно
шении.

Аналогичным путем мы получим координатные длины масштаба в 
случае поперечного направления, если положим, например,

6?52 =  — 1, йхх =  (1х3 =  С&Г4 =  О,

Хх =  г, х2 ~  х3 — 0.

В таком случае имеем

—  1 =  #22 dxІ =  —  йх\. (71а)

Итак, при поперечном положении масштаба гравитационное поле матери
альной точки не оказывает никакого влияния на длину стержня.

Следовательно, в гравитационном поле эвклидова геометрия не спра
ведлива даже в первом приближении, если в качестве реализации одного 
и того же отрезка мы используем один и тот же стержень в разных 
местах и в разных положениях. Но соотношения (70а) и (69) все же 
показывают, что ожидаемые отклонения от геометрии Эвклида слиш
ком незначительны, чтобы их можно было заметить при измерении 
поверхности Земли.

Пусть, далее, исследуется скорость хода эталонных часов, которые 
установлены неподвижно в статическом гравитационном поле. Для единич
ного интервала времени в этом случае имеем:

йэ =  1, йхх =  с1х2 =  (1х3 — 0.
Следовательно,

1 =  § ^ х \ ,

Л  1  1 Аах 4 =  —т==- =  — = = = -  =  1 -
Т̂ §44 ~\[ 1 +  (&44 — 1)

И Л И

Итак, часы идут медленнее, если они установлены вблизи весомых масс. 
Отсюда следует, что спектральные линии света, попадающего к нам 
с поверхности больших звезд, должны сместиться к красному концу 
спектра 19.

В пользу существования подобного эффекта говорят, согласно Э. Фройндлиху, 
спектральные наблюдения над звездами определенных типов. Однако оконча
тельная проверка этого следствия не была еще предпринята.

5 0 2

£44— 1 
2

(72)
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Далее исследуем ход лучей света в статическом гравитационном поле. 
Согласно специальной теории относительности, распространение света 
описывается уравнением

 <1х\ <1х 2 —  <1x1 +  й х \  =  0 .

Следовательно, в общей теории относительности эта скорость определя
ется из уравнения

Если дано направление луча, т. е. отношения <1x1 : йхч : 1х3, то из урав
нения (73) можно вычислить величины

определяемую в смысле эвклидовой геометрии. Легко видеть, что лучи 
света должны искривляться относительно координатной системы в слу
чае, если не постоянны. Если п — направление, перпендикулярное к 
направлению распространения света, то на основании принципа Гюйген
са следует, что луч света [рассматриваемый в плоскости (у, тг)] обладает
кри визн ой  .

Исследуем искривление, которое испытывает луч света, проходящий 
на некотором расстоянии А от массы М  (рис. 1). Если выбрать координат
ную систему так, как показано на рисунке, то общее искривление В луча 
света (положительное, если траектория луча обращена к началу коорди
нат своей вогнутой стороной) в достаточно хорошем приближении дается 
следующим выражением

С?52 =  сЦа <1Хч =  0. (73)

СІХ1 СІХ% й х э

СІХ 4 ’  СІХ 4 ’  й Х і

и, таким образом, скорость

—00
причем из (73) и (70) получается

Вычисление дает
■р __  Д Х  7Ь№

~ЛГ=  2яД '•
2а У.М (74)
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Согласно этой формуле, луч света, проходящий мимо Солнца, испыты
вает отклонение в 1",7, а луч света, проходящий мимо планеты Юпитер, 
отклоняется приблизительно на 0",02.

*2

Луч света

Рис. 1.

Если вычислить поле тяготения с точностью до величин более высо
кого порядка и с соответствующей точностью вычислить движение по ор
бите материальной точки с бесконечно малой массой, то получается сле
дующее отклонение от законов движения планет Кеплера — Ньютона. 
Эллиптическая орбита планеты испытывает в направлении движения пла
неты медленное вращение, равное

е =  24я3 ТЧ2 ^ __е2̂  (75)

за время одного полного обращения планеты. В этой формуле а означает 
большую полуось, с — скорость света в обычных единицах, е — эксцент
риситет орбиты, Т — период обращения планеты в секундах20.

Для планеты Меркурий получается вращение орбиты, составляющее 
43" в столетие, что точно соответствует величине, установленной астро
номами (Леверье). Астрономы на самом деле нашли, что некоторая часть 
общего движения перигелия этой планеты не объясняется возмущающим 
действием других планет и равняется указанной величине.

Поступила 20 марта 1916 г.

В этой статье наиболее подробно изложена общая теория относительности. Во 
введении Эйнштейн впервые вводит в употребление термин «специальная теория 
относительности». В статье впервые появились эйнштейновское условие суммиро
вания по дважды встречающимся индексам.

20 Интересующихся вычислениями отсылаем к оригинальным работам: A. E i n 
s t e i n .  Sitzungsber. preuss.-Akad. Wiss., 1915, 47, 2, 831. (Статья 36) К. S с h w a- 
r z s c h i l d .  Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1916, 189.
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О СТАТЬЕ О». КОТТЛЕРА 

„ГИПОТЕЗА ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ЭЙНШТЕЙНА 
И ГРАВИТАЦИЯ“ *

Среди работ, в которых критически обсуждается общая теория отно
сительности, работа Коттлера особенно замечательна, так как этот ученый; 
действительно проник в сущность теории. Здесь я хочу вступить с ним 
в полемику о понимании сущности теории относительности.

Коттлер утверждает, будто бы я в своих позднейших работах снова: 
отказываюсь от установленного мною «принципа эквивалентности», с помо
щью которого я стремился соединить понятия «тяжелой» и «инертной»- 
масс.

Эта точка зрения основывается на том, что Коттлер и я подразуме
ваем под «принципом эквивалентности» не одно и то же, так как, по мое
му разумению моя теория покоится исключительно на этом принципе.- 
Поэтому я считаю необходимым повторить следующее.

1. Предельный случай специальной теории относительности. Пусты 
имеется конечная пространственно-временная область, в которой грави
тационное поле отсутствует, т. е. можно найти такую систему отсчета К  
(галилееву систему), в которой для рассматриваемой области можно не
посредственно измерить координаты и время единичным масштабом и эта
лонными часами, как это принято в специальной теории относительности. 
Относительно этой системы изолированная материальная точка движется, 
прямолинейно и равномерно, как это предположено Галилеем.

2. Принцип эквивалентности. Выходя за рамки предельного случая: 
специальной теории относительности, можно спросить себя, д о л ж е н :  
ли наблюдатель, движущийся в рассматриваемой области равномерно» 
ускоренно относительно системы К, воспринимать свое состояние как: 
движение с ускорением или же вследствие известных (приближенных)»

* Über Fr. Kottiers Abhandlung'. Einsteins Aquivaleuzhypotese und die Gravitation .. 
Ann. Phys., 1916, 61, 639— 642. (Русский перевод статьи опубликован в кн.: 
«Принцип относительности». ГТТИ, 1935, 381.— Прим. ред.)
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законов природы его восприятие будет таким,* что свое состояние он мо
жет толковать как «покой». Точнее говоря: разрешают ли известные нам 
в определенном приближении законы природы рассматривать систему от
счета К ', равноускоренную относительно системы К , как покоящуюся? 
Или, несколько более обще: можно ли распространить принцип относи
тельности на системы, движущиеся (равномерно) ускоренно друг относи
тельно друга? Ответ гласит: в той мере, в какой нам действительно изве
стны законы природы, ничто не препятствует рассматривать систему К ' 
как покоящуюся, если предположить существование в ней (однородного 
в первом приближении) гравитационного поля, так как и в однородном 
гравитационном поле и в системе К ’ все свободные тела движутся с оди
наковым ускорением, независимо от их физической природы. Предпо
ложение о том, что с системой К ' можно вполне строго обращаться как с 
покоящейся (причем в ней не будут выполняться все законы природы), я 
назвал «принципом эквивалентности».

3. Поле тяжести обусловливается не только движением. Предыдущие 
рассуждения можно обратить. Пусть система К , в которой существует 
однородное поле тяжести, будет исходной. Тогда можно ввести систему 
отсчета К, движущуюся с ускорением относительно К , в которой (изо
лированная) масса будет двигаться прямолинейно и равномерно (в рас
сматриваемой области). Однако нельзя распространять эти рассуждения на 
любые гравитационные поля. Нельзя утверждать, что, если в системе К ' 
существует произвольное гравитационное поле, то всегда найдется такая 
система К , по отношению к которой изолированная масса движется 
прямолинейно и равномерно, т. е. в которой нет никакого поля тяжести. 
Абсурдность такого утверждения очевидна. Например, если поле тяжести 
в системе К  создается покоящейся материальной точкой, то это поле для 
всей области вокруг материальной точки невозможно исключить никакими 
преобразованиями системы координат. Никоим образом нельзя также 
утверждать, что поле тяжести в какой-либо мере объясняется чисто ки
нематически: «кинематическое, нединамическое понимание гравитации» 
невозможно. Мы не можем получить любое гравитационное поле посред
ством простого ускорения одной галилеевой системы координат относи
тельно другой, поскольку таким путем возможно получать поля только 
определенной структуры, которые, однако, должны подчиняться тем же 
законам, что и все другие гравитационные поля. Это еще одна формули
ровка принципа эквивалентности (специально для применения этого 
принципа к гравитации).

Таким образом, теория гравитации нарушает принцип эквивалентно
сти, в том смысле, как я его понимаю, только тогда, когда уравнения гра
витации не справедливы во всех системах К ', движущихся неравномерно 
относительно галилеевой системы. Очевидно, такой упрек нельзя сделать
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моей теории, где используются общековариантные уравнения, так как 
в этом случае уравнения справедливы в любой системе координат. Тре
бование общей ковариантности уравнений включает, таким образом, 
принцип эквивалентности как частный случай.

4. Являются ли силы в гравитационном поле «реальными» силами? Котт- 
лер упрекает меня за то, что я в уравнении движения

интерпретирую второй член как выражение воздействия поля тяжести на 
материальную точку, а первый член — как некоторое отражение галиле
евской инерции. Это значит, что вводятся «истинные силы поля тяжести», 
что не соответствует духу принципа эквивалентности. На это можно отве
тить, что уравнение движения в целом общековариантно; поэтому прин
цип эквивалентности выполняется. Названия этих членов, введенные 
мною, в принципе несущественны и введены исключительно в силу нашей 
привычки мыслить физически. Это относится в особенности к величинам

(компоненты гравитационного поля) и ?а (компоненты энергии гравита
ционного поля). Введение этих величин не является принципиально не
обходимым, однако мне кажется, что, по крайней мере, временно оно имеет 
смысл ради поддержания преемственности в мышлении; поэтому я ввел 
эти величины, хотя они не имеют тензорного характера. Тем не менее, 
принцип эквивалентности всегда выполняется точно, пока уравнения ко- 
вариантны.

5. Правда, общую ковариантность уравнений приходится покупать 
дорогой ценой, отказываясь от обычного измерения времени и эвклидовой 
меры пространства. Коттлер считает, что можно обойтись без таких жертв. 
Однако даже в рассмотренном им случае, когда система К ' движется 
ускоренно в смысле Борна относительно галилеевской системы, прихо
дится отказываться от обычного измерения времени. Отсюда с точки зрения 
теории относительности уже недалеко и до отказа от привычных пространст
венных измерений. В необходимости этого, наверное, убедится и сам Котт
лер, если он попытается реализовать задуманный им теоретический план.

Поступила 19 октября 1916 г.

Статья Фридриха Коттлера напечатана в Апп. РЬуз., 1916, IV Folge, 50, 955. Суть 
его возражений понятна из ответа Эйнштейна. Коттлер замечает в своей статье, что из- 
за военной службы он не может продолжить своих исследований. Дискуссия, по-ви
димому, по этой причине оборвалась.
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40
НОВОЕ ФОРМАЛЬНОЕ ИСТОЛКОВАНИЕ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

МАКСВЕЛЛА *

Используемая до сих пор теоретико-ковариантная трактовка уравнений 
электродинамики восходит к Минковскому. Она может быть охаракте
ризована следующим образом. Компоненты электромагнитного поля об
разуют 6-вектор (антисимметричный тензор 2-го ранга). Ему сопостав
ляется второй 6-вектор, дуальный первому, который в случае специальной 
теории относительности отличается от первого не значениями компонент,, 
а лишь тем, как эти компоненты сопоставляются четырем координатным 
осям. Обе системы уравнений Максвелла можно получить, если положить 
дивергенцию одного из этих 6-векторов равной нулю, а дивергенцию вто
рого положить равной 4-вектору электрического тока.

Введение дуального 6-вектора приводит к тому, что это ковариантное* 
представление теории является несколько менее наглядным. Более слож
ную форму принимает вывод законов сохранения энергии и импульса,, 
в особенности, в случае общей теории относительности, которая учитывает 
влияние гравитационного поля на электромагнитное поле. Ниже будет да
на формулировка, в которой, избегая понятия дуального 6-вектора, до
стигается значительное упрощение системы. В дальнейшем будет обсуждать
ся случай общей теории относительности К

* Eine neue formale Deutung der Maxwellschen Feldgleichungen der Elektrodynamik .
Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1916, 1, 184— 188.

1 Наша работа «Формальные основы общей теории относительности» [Sitzungsber. 
preuss. Akad. Wiss., 1914, 41, 1030 (Статья 29.— Ред.)] в дальнейшем будет 
предполагаться известной и при ссылках на нее будет обозначаться как «Ф. о.»).
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§ 1. Уравнения поля
Пусть Ф, — компоненты ковариантного 4-вектора электромагнитного 

потенциала. Образуем из них компоненты Рра ковариантного 6-вектора 
электромагнитного поля с помощью соотношений:

дФг дФп

<4 >

То, что Рра в действительности является ковариантным тензором, следует 
из (28а) Ф. о. Из соотношения (1) следует, что справедлива система урав
нений:

+  ^ + 4 й Г = 0 ’ (2)
Р С

которая представляет собой наиболее естественную формулировку второй 
системы уравнений Максвелла (закон электромагнитной индукции Фара
дея). Отметим прежде всего, что система уравнений (2) является общеко- 
вариантной системой уравнений и получается как следствие общекова- 
риантного соотношения (1).

Далее, после трехкратного применения операции (29) Ф. о. к Рра, 
Рат, Р ,Р, составляя ковариантные производные со значками т, р или а, 
складывая три полученных таким образом выражения и принимая во 
внимание антисимметричный характер Р ра, можно показать, что левая 
часть уравнения (2) представляет собой ковариантный тензор третьего ран
га. Этот тензор третьего ранга является антисимметричным; действитель
но, из антисимметричного характера Рра получается, что при перестанов
ке двух индексов левая часть уравнения (2) меняет только знак без изме
нения своей абсолютной величины. Поэтому систему (2) можно предста
вить четырьмя уравнениями:

дР 23
дхь +

ЭР 34
дх2 +

дР  42 
дх3 -  0 ,

дР  34 
дхх +  ■

дРхх
дх3 +

дР хз 
дхх =  0 ,

дР  41 
дх2 +

дР п
дхь +

д Р и
дхх - 0 ,

дР  12
дх3 +

дР 2 з 
дхх +

дР  81 
дх2 =  0 ,

(2а)

которые получаются, если индексы р, а, т принимают значения 2, 3, 4; 
3, 4, 1; 4 или 1, 2; 1, 2, 3 соответственно. В наиболее знакомом частном
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случае отсутствия гравитационного поля можно положить

Р  23 =  Ь х ,  Р ц  —  |

Рзг~Ьу1 Рзх =  | (3)*
Р\2 — Ьг, РзХ == I

Тогда уравнения (2а) дают уравнения поля:

ж  +  го1 е =  О, 
сЦу 1} =  О } (2в>

Последние уравнения можно сохранить и в общей теории относитель 
ности, если придерживаться определений (3), т. е. если с 6-вектором (е, Ь)1 
обращаться как с ковариантным 6-вектором.

Что касается первой системы уравнений Максвелла, то мы остаемся 
при том же обобщении схемы Минковского, которое изложено в § 11 
цитированной работы. Мы вводим контравариантный П-шестивектор

=  V — ё  2] (4>сс/З

и требуем, чтобы дивергенция этого контравариантного 6-вектора была 
равна контравариантному П-четырехвектору 3  плотности электрического* 
тока в вакууме

(5>

В том, что эта система уравнений в действительности эквивалентна пер
вой системе Максвелла, можно убедиться, вычисляя согласно (4)г 
в случае специальной теории относительности, в которой ^  принимает 
значения:

—  1 0  0 0
0 — 1 0 0
0 0 — 1 0*
0 0 0 + 1

Для этого частного случая из соотношений (3) и (4) получаем

$ 23 =  Ьх, Г 4 =  -е * ,|
0 31 =  ^ ,  0*4 „ е у, (6)
8“ = ^ ,  $34 =  — е*..
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(56)

(7>

В случае общей теории относительности уравнения равным образом 
сохраняют форму (56). Однако векторы е и I) (трехмерные) уже не равны 
соответствующим векторам в (2в). Скорее следует ввести два новых век
тора которые связаны с е и I), вообще говоря, довольно С Л О Ж Н Ы М !

образом, что определяется уравнением (4).
В заключение заметим, что новое обобщение системы уравнений Мак

свелла, которое отличается от более ранних только формой, а не содер
жанием, полностью определяется уравнениями (2), (4) и (5).

Образуем посредством внутреннего умножения ковариантного 6-век
тора электромагнитного поля и К-четырехвектора 3^ плотности элек
трического тока ковариантный К-четырехвектор

Его компоненты, согласно равенствам (3), в обычной трехмерной записи 
имеют вид:

При этом вектор для электромагнитного поля является, как раз тем 
самым F-вектором, который в уравнении (42а) Ф. о. вводился как 4-век
тор плотности силы. Компоненты $i, Ж2, $з представляют собой взятые 
с обратным знаком компоненты импульса, передаваемого за единицу

1 Другой трактовкой этого же вопроса мы обязаны Г. А . Лоренцу [KoninkL 
Akad. van Wetensch., 1915, 23, 1085].

2. Пондеромоторная сила и теорема энергии 
и импульса1

=  2  F 'v.T - (8>

Si =  ре* +  [i, $]*,
^2 — +  И?
$3 =  pe2 -f- [t, Ij]z>
^4 =  — (t, «)•

511



Новое формальное истолкование уравнений Максвелла 1916 г.

времени в единице объема от заряженной массы электромагнитному полю; 
компонента $ 4 является энергией, передаваемой полю за единицу време
ни в единице объема.

Чтобы теперь получить компоненты тензора энергии электромаг
нитного поля, нам нужно с помощью равенств (7) и уравнений поля со
ставить для нашего случая уравнение, соответствующее уравнению (42а) 
ф . о. Из равенств (7) и уравнения (5) получим сначала

=  2  ^  ^  =  2  < 7 {Р^ п  - 3  г 3 - ^ 7  •

Второй член правой части, вследствие уравнения (2), можно преобра
зовать следующим образом:

где последнее выражение из соображений симметрии может быть записано 
-также в форме

-  т  2  +  У = g g |“ ^g^

Но это выражение можно записать в виде

-  4  -Щ  ( 2  +  ! 2  V , .  ^

Первый из этих двух членов можно более кратко записать следующим 
образом:

Ч £ ( 2 в ^ ,

Второй же после выполнения дифференцирования и некоторых преоб
разований будет

1 >г-1 о - а а  7 7  у |3 ^ а З  , 1  чг-^ (>“ 3  7 7  Р т  ^ р - г  

- 2  2 ^ - ^ 7 *
Наконец, объединяя все четыре вычисленных члена, получаем соот

ношение
х л  0 2 , «  1

=  (8а>дхи 2 6 дх

где мы полагаем
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Здесь 6* — смешанный тензор, компоненты которого равны соответственно 
1 или 0, в зависимости от того, а =  V или а =/= V . Сравнение уравнения (8а) 
с уравнением (42а) Ф. о. показывает, что (8а) является уравнением со
хранения энергии-импульса электромагнитного поля, причем компоненты 
тензора энергии определены формулой (9). С помощью равенств (3) и (6) 
легко показать, что найденный таким образом тензор энергии электро
магнитного поля совпадает с результатом предшествующей, более ранней 
теории; однако найденная теперь формулировка более наглядна, чем пре
дыдущие.

В этом же журнале (ЭНгипр^Ьег. ргеиэз. Акай. \Viss., 1916, ч. I, 423) напечатано 
сообщение о докладе Эйнштейна «Некоторые наглядные соображения из области 
теории относительности», посвященном анализу поведения часов и маятника Фуко. 
Работа не была опубликована.

33 а . Эйнштейн, том I
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ПРИБЛИЖЕППОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

УРАВНЕНИЙ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ*

При рассмотрении большинства задач теории гравитационного поля 
можно довольствоваться вычислением величин в первом приближе
нии. При этом удобно пользоваться мнимой временной переменной =  
=  и  по тем же самым причинам, что и в специальной теории относитель
ности. При этом под «первым приближением» следует понимать то, что ве
личины у^ , определяемые равенством

-ь
и обладающие тензорным характером относительно линейных ортогональ
ных преобразований, считаются малыми по сравнению с единицей, так 
что их квадратами и более высокими степенями можно пренебречь по 
сравнению с первой степенью. При этом

б ^  =  1 ,  если ц  =  V, и б и  =  0 ,  если ц = /= у .

Мы покажем, что эти величины у^ могут быть вычислены тем же спо
собом, что и запаздывающий потенциал в электродинамике. Отсюда пре
жде всего следует, что гравитационные поля распространяются со скоро
стью света. В связи с этим общим заключением мы исследуем гравитацион
ные волны и механизм их возникновения. Оказывается, что предложен
ный мной выбор системы отсчета, соответствующий условию £ =  I I — 
=  — 1,для вычисления полей в первом приближении неудобен. Я обра
тил на это внимание благодаря письменному сообщению астронома де Сит- 
тера, который нашел, что при ином выборе системы отсчета можно полу
чить для гравитационного поля покоящейся точечной массы выражение 
более простое, чем полученное мною ранее1. Поэтому ниже я буду исхо
дить из общековариантных уравнений поля.

* Näherungsweise Integration der Feldgleichungen der Gravitation. Sitzungsber.
preuss. Akad. Wiss., 1916, 1, 688— 696.

1 Sitzungsber preuss. Akad. Wiss., 1915, 47, 2, 831 (статья 36).
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§ 1. Интегрирование приближенных уравнений 
гравитационного поля

Уравнения поля в их ковариантной форме имеют вид:
1=  — X (т^ —  у  ,

з ^ П + з й Г . ’ ).
а а|3 V і /

? _  діод У }  ^  [ру] У }
1X1,1 дх^дх^ 2л  \ а } дха

При этом фигурные скобки означают известные символы Кристоффеля, 
Ту.» — ковариантный тензор энергии материи, Т — его скаляр. Уравне
ние (1) в интересующем нас приближении дает путем непосредственного 
разложения в ряд следующее уравнение:

° % а | д2Туа  „  д2Тр.у   д2 \ _
дх д̂ха ^  2л дх^дха ІЛ дх2а д^ дхч \2л^лл}

=  —  2 х (Т ^  — у  6^ ^  Таа) • (2)

Здесь последний член в левой части получается из величины 
которая исчезает при предложенном мною выборе координат. Уравнение 
(2) можно решить, сделав подстановку

— У[XV “Ь Ф , (2)

где величина у^  удовлетворяет дополнительному условию

2 %  =  0. (4)

Подставляя выражение (3) для у^  в уравнение (2), получаем для левой 
части уравнения выражение:

д2 (\\ г' ) I о д2Ф х  д2Ф_
^  дх2 д\ дхч дхудхч Ь  да2 4  дхудх„ •

Второй, третий и пятый члены обращаются в нуль, если величину ф выб
рать согласно уравнению

+ (5)
33*

5 1 5
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что мы и сделаем. Принимая это во внимание, вместо уравнения (2) по
лучаем

2  £ г  (V . -  4  V  2  ь . )  =  2х ( г и  - 1  2
а  “  а а

И Л И

а а

Здесь следует заметить, что уравнение (6) согласуется с уравнением (4). 
Легко доказать, что при требуемой нами точности закон сохранения энер
гии-импульса для материи выражается уравнением:

2 ^  =  °- <7>
V

Если к уравнению (6) применить оператор ~^г, то обращается в нуль
не только левая часть уравнения (6) в силу условия (4), но и правая 
часть в силу уравнения (7), как это и должно быть. Заметим, что из ра
венств (3) и (5) получаются уравнения:

V  =  V  — (8)
а

т ^ =  V  _ - 1 б ^ 2 Т аа. (8а)
а

Поскольку величины могут быть вычислены в виде запаздывающего 
потенциала, наша задача решена. Получаем

Г ^ - £ \ Т̂ {Х°’Т ' ‘~Г) (9)
При этом величины х , у, 2, г — вещественные координаты хх, х.2, х 3, у ;
без индекса они означают координаты точки наблюдения, а с индексом 
«О» — координаты элемента интегрирования. Величина (IV0 представляет 
собой трехмерный элемент объема пространства интегрирования, вели
чина г — пространственное расстояние, У  (х — х0)2 +  (у — у0)2 +  (г— 20)2.

Для дальнейшего нам понадобятся компоненты энергии гравитацион
ного поля. Проще всего их можно получить из уравнения (6). Умножая

производную в левой части на - я- ~- и суммируя по индексам ц  и V , после
О Х а
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простых преобразований в левой части мы получаем
д

дх„
д у ^  ду
дх„ дх„

ду И
дхг

Выражение в квадратных скобках представляет собой, очевидно, с точ
ностью до постоянного множителя компоненту энергии гаа; множитель же 
легко определить путем вычисления правой части. Точный закон сохра
нения энергии-импульса материи имеет вид:

д У - і Т \
дх„ 0.

о и ра V-
С нужной нам степенью точности можно записать

дх„ дх„ тРО = 0. (7а)

Это выражение и представляет собой уточненное на одну степень урав
нение (7). Отсюда следует, что правая часть уравнения (6) после выше
указанного преобразования принимает вид

Таким образом, закон сохранения гласит:
хл д (т

дх„ О,

причем величины
_1_  
4 х 3

Ь <х|3

дЧаР дУ*р 
дх„ дх„

ІЛ2 ^ а/Зт
( Н *  
\ дХ1

(10)

(И )

представляют собой компоненты энергии гравитационного поля.
В качестве примера простейшего приложения вычислим гравитацион

ное поле покоящейся в начале координат материальной точки с массой М. 
Тензор энергии материи при пренебрежении поверхностным силами бу
дет:

( 12)
1 ^  ~  Р й8  ̂ '

2 Здесь Эйнштейн допускает ошибку, которую он исправил в работе 49.— Прим . 
ред.
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если принять во внимание, что в первом приближении ковариантный тен
зор энергии может быть заменен контравариантным. Скаляр представ
ляет собой (естественно измеренную) плотность массы. Из равенств (9) 
и (12) следует, что все величины обращаются в нуль, за исключением 
величины т44 > для которой получается

Отсюда с помощью уравнений (8) и (1) для величин получаем значе
ния

— 1 — О О О
4 я  г

О — 1 -----------—  О О
4 я  т

О 0 _ 1 _  “  ^  о (14)
4 я  т

О О О
4 я  г

Эти значения, отличающиеся от полученных нами ранее только в силу 
выбора системы отсчета, были сообщены мне в письме де Ситтером. Они 
и натолкнули меня на вышеприведенное простое приближенное решение. 
Следует, однако, иметь в виду, что использованный здесь выбор коорди
нат неприменим в общем случае, поскольку величины и у обладают 
тензорным характером не относительно произвольных, а только относи
тельно линейных ортогональных преобразований.

§ 2. Плоские гравитационные волны
Из уравнений (6) и (9) следует, что гравитационные поля всегда рас

пространяются со скоростью 1, т. е. со скоростью света. Плоские грави
тационные волны, бегущие в положительном направлении оси х, следует 
поэтому искать в виде:

V ,  =  /  (яг +  г'ж4) =  а ^ / (х  —  *). (15)

Здесь — постоянные, а /  — функция аргумента х — С Если рассмат
риваемое пространство свободно от материи, т. е. тензор Т^  обращается 
в нуль, то эта формула удовлетворяет уравнению (6). Уравнения (4) дают
$18
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следующие соотношения между ПОСТОЯННЫ М И

<*11 +  ї<* 14 —  О?

<*12 Н-  £<*24 —  О? 

<*13 “ Ь  г'<*34 —  О , 

<Хі4 -|— ІСС44 =  0 .

(16)

Таким образом, из 10 постоянных свободно выбираемыми являются 
только шесть. Следовательно, волна наиболее общего вида может быть 
получена путем суперпозиции волн следующих шести типов:

0С44 —|— £0С44 =  0 б) &12 ~ £<*24 == 0 Г) <*22 ::Ф: 0

Эти формулы следует понимать так, что не приведенные здесь для каж
дого типа волн постоянные равны нулю; т. е. в типе «а» отличны от 
нуля только величины а п ,а 14, а44 и т. д. По свойствам симметрии тип «а» 
соответствует продольным волнам, типы «б» и «в» — поперечным волнам, 
а типы «г», «д», «е» имеют характер симметрии нового вида. Типы «б» и 
«в» отличаются в сущности друг от друга только их ориентацией отно
сительно осей у и 2, так же как и типы «г», «д», «е» между собой, так что 
по сути дела существует три совершенно различных типа волн.

Нас в первую очередь интересует переносимая этими волнами энер-
I

гия, измеряемая потоком энергии $х =  — г41. Для различных типов волн 
этот поток получается из выражения (11):

(17)

2

а )  у  ^41 =  (<*11 +  <*14 +  <*41 +  <*44) =  0 ,

2

б )  у  ^41 =  (<*12 +  <*2і) —  0?

В )  у  ^41 —  (<*13 +  <*34) Т 0 ?
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Таким образом, получается, что энергию переносят только волны по
следнего типа; при этом энергия, переносимая некоторой плоской вол
ной, равна

1
41

1
4 х

дТ22
dt + 2 дїгз

dt + дЬз_
dt (18)

§ 3. Потери анергии системой тел путем излучения 
гравитационных волн

Пусть система, излучение которой должно быть исследовано, на про
тяжении длительного времени находится в окрестности начала координат. 
Рассмотрим создавлемое системой гравитационное поле в точке, расстоя
ние R которой от начала координат велико по сравнению с размерами 
системы. Пусть точка наблюдения расположена на положительной оси 
х, т. е. пусть

Xj =  R, х2 =  х3 — 0.

Вопрос заключается в том, существуют ли в точке наблюдения волны, 
распространяющиеся в положительном направлении по оси х и перенося
щие энергию. Рассуждения § 2 показывают, что такое излучение может 
быть обусловлено в точке наблюдения только компонентами у' , х23, 
Т з з ' .  Следовательно, нужно вычислить только их. Из уравнения (9) полу
чаем:

х Г Т.Л2 (я?о, 2/0, 2о, t — г)
22 2rt ) r d V 0'

Если система имеет малые размеры, а компоненты энергии ее меняются 
не очень быстро, то при интегрировании можно без особой ошибки за
менить аргумент 2 — г постоянной величиной г — R. Заменяя, кроме 

1 1того, величину — постоянной получаем удовлетворительное в боль
шинстве случаев приближенное выражение

причем интегрирование следует понимать в обычном смысле, т. е. при 
постоянном значении времени. Используя уравнение (7), можно при
вести это выражение к виду, более удобному для расчетов материальных
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систем. Из соотношения
дти  ■ д Т 22 ■ дТы і д Т п   ^
дх\ "Т" дх<і "Т" дхз ' дхі

после умножения на координату х2 и интегрирования по всей системе,, 
получаем для интеграла от второго члена выражение

—  ̂Т ^  Т24̂ 2  ̂ =  0. (20)-

Далее, из соотношения
дТ п  ■ дТі2 і ОТ 4з , ОТ и ___
дх\ 0x2 Ох з дхц

после умножения на величину х\/2 аналогичным образом получаем

_ ^ 4Л<гк +  ^ г (5 7 ’„ ^ (гг ) =  о. (2і>

Из выражений (20) и (21) следует

\ т^ ¥  =  - щ { \ т А м )<

или, вводя вещественные координаты и полагая приближенно, что плот
ность энергии (— Ти ) произвольно движущейся массы равна плотности 
материи р, получаем:

\тгг<ЗУ =  \ -^ {^ р у Ы У ) .  (22}

Таким образом, окончательно имеем:

г;2= -4 л г &  (№ ’ *')• (23>
Аналогичным образом находим:

ч* = - т и \ ^ й¥) ’ <23а>

г'. = - ш £ ( № 1<л')- (23б>
Входящие в формулы (23), (23а) и (236) интегралы, которые представ

ляют собой не что иное, как зависящие от времени моменты инерции,
будем обозначать в дальнейшем для краткости символами J2г> Аз> •Лчз-
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Тогда для интенсивности $х излучения энергии из равенства (18) полу
чим

<2°>
Отсюда следует, далее, что усредненное по всем направлениям излу
чение энергии равно 3

X 2 v /^ o3\ *
64л2л2 ’ з Zi V dp /  *

«Р
где должно быть проведено суммирование по всем 9 комбинациям индек
сов 1, 2, 3, ибо это выражение, с одной стороны, инвариантно относитель
но пространственных вращений системы координат, как это легко полу
чить из (трехмерного) тензорного характера интегралов / ар, a с другой, 
в случае осевой симметрии ( / п  =  / 22 =  / 33; </23 = / 31 =  Jl2 =  0), оно 
совпадает с выражением (20). Умножая последнее выражение на 4яЯ2, 
получаем для энергии А,  излучаемой системой в единицу времени,

A =  £ - n ï l ( W -  <21>
ар

Если измерять время в секундах, энергию в эргах, то перед этим вы
ражением появляется числовой коэффициент 1/с4. Кроме того, принимая 
во внимание, что х =  1,87-Ю “27, мы видим, что излучаемая энергия А 
должна практически почти исчезать во всех мыслимых случаях.

Однако при всем этом атом, вследствие внутриатомного движения 
электронов, должен излучать не только электромагнитную, но и грави
тационную энергию, хотя и в ничтожном количестве. Поскольку в при
роде в действительности ничего подобного не должно быть, то, по-видимо
му, квантовая теория должна модифицировать не только максвелловскую 
электродинамику, но-также и новую теорию гравитации.

Дополнение. Странный результат, что должны существовать гравита- 
щионные волны, не переносящие энергии (типы а, б, в), объясняется про- 
юто. Речь при этом идет не о «реальных» волнах, а о «кажущихся», воз
никающих только от того, что в качестве системы отсчета используется ко
леблющаяся система координат. Это можно просто увидеть из следующе
го. Если с самого начала выбрать систему координат обычным образом 
•так, чтобы Y  g =  1, то вместо уравнения (2) в качестве уравнения поля в

8 Окончательные формулы в работе неверны. См. формулу (30) и последующие 
замечания в работе 49.— Прим. ред.
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отсутствие материи получим:
д2ТУа ■ ^  д2Туа __ д2Т̂ у _  а

Ох  ̂дха 1 -  2л дх дха Л  дх*
а а  а а

Если в этом уравнении сделать подстановку

V  =  а^ /  ^
то для постоянных получим 10 уравнений, из которых следует, что 
могут быть отличными от нуля только а 2 2, а32, а33 (причем 022 +  а33 =  0). 
При таком выборе системы отсчета существуют, следовательно, только те 
типы волн (г, д, е), которые переносят энергию. Все остальные типы волн 
при таком выборе системы координат исчезают, и в этом смысле они не 
являются «реальными» волнами.

Таким образом, хотя в этом исследовании и было удобно сначала не 
накладывать на выбор координатной системы никаких ограничений, ког
да речь шла о вычислении первого приближения, но последний результат 
показывает, что выбор координатной системы, согласно условию =  1,
имеет глубокое физическое оправдание.

Поступила 29 июня 1916 г.

В этой работе впервые изложена теория гравитационных волн и вычислены по
тери энергии системой, связанные с излучением. Следует отметить замечание о возмож
ных квантовых изменениях в теории. В работе содержится расчетная ошибка, которая 
исправлена в работе 49.
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В последнее время Г. А. Лоренцу и Д. Гильберту 2 удалось придать 
общей теории относительности особенно наглядную форму тем, что они 
вывели ее уравнения из одного единственного вариационного принципа. 
То же самое будет сделано и в этой статье.

Цель будет заключаться в том, чтобы сделать основные соотношения 
возможно более ясными и настолько общими, насколько это допускает 
точка зрения общей относительности. В противоположность изложению, 
главным образом Гильберта, будет сделано по возможности меньше спе
циальных допущений о свойствах материи.

В то же время, в противовес моему последнему изложению предмета, 
выбор координатной системы останется теперь совершенно свободным.

§ ± .  Вариационный принцип и уравнения 
гравитационного поля и материи

Пусть гравитационное поле, как обычно, описывается тензором3 ^  
(или соответственно, g^), а материя (включая электромагнитное поле) — 
любым числом пространственно-временных функций д(р), инвариантные 
свойства которых нам безразличны.

Das hamiltonisches P rin z ip  und allgemeine Relativitätstheorie. Sitzungsber. preuss. 
Akad. Wiss., 1916, 2, 1111— 1116.

1 Русский перевод помещен в сб. «Принцип относительности», М. — Л. 
1935. — Ред.

2 Четыре статьи Г. А. Лоренца в «Publicationen d. Königl. Akad. van Wetensch. 
te Amsterdam», за 1915 и 1916 годы; D. H i 1 b e r t. Gött. Nadir., 1915, H. 3.

3 Вначале мы не используем тензорный характер g
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Пусть далее ф есть функция от

„[XV у/ __
ё I дха Г  ё ох{  дх0 дхх) ’ (р)® \ ажа / ‘

В таком случае вариационный принцип

Ф<*т1 =  0 (1)

дает столько дифференциальных уравнений, сколько имеется подлежа
щих определению функций gjxv и <7(р), если только мы при этом установим, 
что g^v и <7(Р) должны варьироваться независимо друг от друга и так, чтобы
на границах интегрирования все 6<7(Р), и обращались в нуль.dxQ

Допустим теперь, что функция ф по отношению ко всем линейна 
и притом такова, что коэффициенты при gat зависят только от g^v. В та
ком случае вариационный принцип (1) можно заменить другим, более 
удобным для нас вариационным принципом. Интегрируя по частям, 
получаем

' § d x  =  [ & d x  +  F,  (2)

где Р — некоторый интеграл, взятый по границе рассматриваемой об
ласти, а величина ф* зависит только от , g£v, <?(Р), <7̂ )«» но не зависит
больше ОТ gaт•

Из равенства (2) для интересующих нас вариаций получаем

б { и л }  =  б { и - л } ;  (3)

поэтому мы в праве заменить вариациоцный принцип (1) следующим более 
удобным:

ф*о?т[ =  0. (1а)

Выполнив вариации по g ^  и g(P), получим следующие уравнения гра-
витационного поля 4 и материи:

4 Ради краткости в формулах пропущен знак суммы 2. Необходимо всегда иметь в 
виду, что суммирование выполняется по тем индексам, которые встречаются дваж-

д  ( д &  \
ды в том или ином члене. Следовательно, в уравнении (4), например, ^  ^ у

уг\ д (д$0 \ означает х ------1---------12 д*« -
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А , . о,  (4)

^?(р)а/ а?(р)

§ 2. Независимое существование 
гравитационного поля

Если не делать никаких специальных допущений о том, каким обра
зом ф зависит ОТ £аУ, ĝ ,̂ д(р), д(р)а, то нельзя разделить компоненты 
энергии на две части, из которых одна относится к гравитационному 
полю, а другая — к материи. Чтобы теория допускала подобное деление, 
мы принимаем, что

£  =  & +  59?, (6)

где & зависит только от £от, а 59? — только от ĝ xv, д(р), д(Р)а. Тогда
уравнения (4) и (5) принимают вид

д /д®* \ _  д& _ =  аэл ,

дха ’
д /  д ж \  дж =  а  (8)

д х а ^ ( р ) а '  д Ч(р)

При этом @* связано с @ также, как ф* с ф. Однако следует заметить, 
что уравнения (8) и (5) пришлось бы заменить другими, если бы мы при
няли, что 59? и соответственно ф зависят не только от первых, но и от 
высших производных от q(p). Равным образом возможно, что #(Р) следо
вало бы рассматривать не независимыми друг от друга, но как величины, 
связанные друг с другом некоторыми условиями. Все это не имеет зна
чения для дальнейшего изложения, так как последнее основано исклю
чительно на уравнениях (7), которые получены посредством варьиро
вания интеграла по ĝ xv.

§ 3. Свойства уравнений гравитационного поля, 
вытекающие из теории инвариантов

Введем теперь допущение, что
С?*2 =  g1XV (1хч (9)

представляет собой инвариант. Тем самым установлен характер преоб- 
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разования gllV. О характере преобразования величин д(р), описывающих 
материю, мы не делаем никаких допущений. Напротив, пусть функции

Н =  - Л = ,  в  =  - М =  и М  =

будут инвариантами по отношению к любым преобразованиям простран
ственно-временных координат. Из этих предпосылок вытекает общая 
ковариантность уравнений (7) и (8), выведенных из (1). Далее следует, 
что £  (с точностью до постоянного множителя) должно равняться ска
ляру римановского тензора кривизны, ибо другого инварианта со свой
ствами, которыми должен обладать Сг, не существует 5.

Тем самым вполне определены &* и вместе с ним левая часть урав
нения поля (7) 6.

Из общего принципа относительности вытекают определенные свой
ства функции @*, которые мы теперь и выведем. С этой целью произведем 
бесконечно малое преобразование координат, полагая

х' =  ху +  Дху; (10)

здесь Дху представляют собой любые бесконечно малые функции коор
динат, х„ — координаты мировой точки в новой системе, Ху — коор
динаты той же точки в старой системе. Как для координат, так и для 
всякой другой величины ф справедлив закон преобразования вида

ф' == ф 4 - Аф,

причем Аф всегда может быть выражено через Ах„. Из ковариантных 
свойств ĝ J-v легко выводятся законы преобразования для ĝ xv и g£v•’

ЭДг дДг
Ь р ’ Ь Т  +  - %Г , (11>

а  а

( « >а а

Так как зависит только от ĝ xv и g£v, то, пользуясь соотношениями

5 Этим объясняется, почему требования общей теории относительности приводят- 
к вполне определенной теории тяготения.

6 Интегрируя по частям, получаем
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(13) и (14), можно вычислить Д@*. Таким образом, получается

(13)

:ГДе

(14)

Из этих двух уравнений мы выводим два следствия, которые будут
ля ®важны для дальнейшего. Мы знаем, что  ̂ инвариантно по отношению

У §
к любым преобразованиям, но —7= .  этим свойством не обладает. Однако

У — в
легко доказать, что последняя величина инвариантна по отношению к ли
н е й н ы м  преобразованиям координат. Отсюда следует, что правая часть
равенства (13) всегда обращается в нуль, когда все равны нулю.

дх^дха
Отсюда следует, что @* должно удовлетворять тождеству

Далее, если мы будем брать такие Д;г„, которые отличны от нуля толь
ко внутри рассматриваемой области, но обращаются в нуль на бесконеч
но близком расстоянии от границы области, то, при выбранном нами 
преобразовании, значение интеграла, входящего в уравнение (2) и взя
того по границе области, не изменится; следовательно,

Однако левая часть уравнения должна обратиться в нуль, так как и

Если преобразовать это равенство путем двукратного интегрирования 
по частям и принять во внимание свободный выбор Ах0, то получим

(15)

Д (^) =  О,
и поэтому 7

у---
и У — § (1х— инварианты. Следовательно, правая часть тоже 

равна нулю. На основании (14) и (15) сначала получаем

7 Если ввести ©  и ©* вместо ф и £>*•
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тождество

(17)

Из двух тождеств (16) и (17), вытекающих из инвариантности 
и, следовательно, из общего принципа относительности, сделаем неко
торые выводы. Для этого преобразуем сначала уравнения гравитацион
ного поля путем смешанного умножения на Тогда получим (при пере
становке индексов а и V) уравнения, эквивалентные уравнениям поля (7),

Последнее выражение для 1о следует из равенств (14) и (15). Диффе
ренцируя (18) по и суммируя по V , на основании (17) получаем:

Формула (21) выражает закон сохранения импульса и энергии. Назо
вем компонентами энергии материи и ^  — компонентами энергии 
гравитационного поля.

Умножив уравнения (7) гравитационного поля на и просуммиро
вав их по (1 И  V , получим, в силу (20),

где означает Мы имеем здесь четыре уравнения, которым долж
ны удовлетворять компоненты энергии материи.

Следует отметить, что общековариантные законы сохранения импуль
са и энергии (21) и (22) получены из одних лишь уравнений (7) гравита
ционного поля в соединении с постулатом общей ковариантности (от
носительности) без использования уравнений поля (8) для материи.

Поступила 2 ноября 1916 г.

(18)

где
(19)

(20)

(2 1 )

дху '~г~ 2
или, в силу (19) и (21),

(22)

34 А. Эйнштейн, том I



1917

О СПЕЦИАЛЬНОЙ И ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

(общедоступное изложение) * 1

43

Предисловие
Настоящая книга имеет целью дать возможно точное представление о 

теории относительности читателям, интересующимся этой теорией с обще
научной, философской точки зрения, но не владеющим математическим 
аппаратом теоретической физики 2. Предполагается, что читатель имеет 
общеобразовательную подготовку, а также достаточно терпения и силы 
воли. Автор приложил много усилий для того, чтобы достигнуть по воз
можности более ясного и простого изложения основных мыслей в той 
последовательности и связи, в какой они фактически возникли. В инте 
ресах ясности оказались неизбежными повторзния; пришлось отказать
ся от стремления к изящности изложения; я твердо придерживался ре
цепта гениального теоретика Больцмана — оставить изящество портным

* Über die spezielle und die allgemeine Relativitätstheorie (Gemeinverständlich). 
Druck und Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig, 1920.

1 Первое издание вышло в 1917 г. Перевод этой книги вместе с приложениями 
I и II выполнен с 8-го немецкого издания 1920 года. Приложения III и IV 
переведены по 15-му английскому изданию. Приложение V, написанное к 
15-му, английскому изданию, включено во II том (статья 139). — Прим. ред.

2 Математические основания специальной теории относительности можно найти 
в работах Г. А. Лоренца, А. Эйнштейна, Г. Минковского, вошедших в сб. 
«Принцип относительности», который входит в Собрание монографий, издавае
мых Тойбнером (В. C. Teubner), а также в прекрасной книге М. Лауэ «Принцип 
относительности» (V'ieweg, Braunschweig). Общая теория относительности 
вместе с необходимой для нее математической теорией инвариантов изложена 
в брошюре автора «Основы общей теории относительности» (J. A. Barth, 1916) 
(статья 38.— Ред.); эта брошюра предполагает некоторое знакомство читателя 
со специальной теорией относительности (см. также сб. «Принцип относитель
ности». — Ред.)
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и сапожникам. Я, по-видимому, не утаил от читателя трудности, лежа
щие в основах теории. Эмпирические физические основы теории намерен
но изложены очень кратко, чтобы читатель, близко не соприкасающийся 
с физикой, не оказался в положении путника, который из-за деревьев не 
видит леса. Пусть чтение этой книги доставит читателю несколько радо
стных часов.

А. Эйнштейн
Декабрь 1916 г.

Добавление к третьему изданию

В этом (1918) году в издании Шпрингера появилась обстоятельная мо
нография по общей теории относительности, написанная Г. Вейлем: «Про
странство. Время. Материя» («Raum. Zeit. Materie»), которую я реко
мендую математикам и физикам.

ЧА СТ Ь  П Е Р В А Я  

О СПЕЦИАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

§ X. Физическое содержание 
геометрических теорем

Вероятно и ты, дорогой читатель, еще в юности познакомился со строй
ным зданием геометрии Эвклида и, быть может, скорее с уважением, чем 
с любовью вспоминаешь об этом величественном сооружении, по ступеням 
которого многие часы водили тебя добросовестные учителя. По-видимо
му, вспоминая об этом прошлом, ты с презрением отнесешься ко всякому, 
кто посмел бы объявить неверным хотя бы самое незначительное поло
жение этой науки. Но, быть может, это чувство гордой уверенности и 
покинет тебя, если тебя спросят: «Что понимаешь ты под утверждением, 
что эти положения истинны?» Коротко остановимся на этом вопросе.

Геометрия исходит, во-первых, из определенных основных понятий: 
плоскости, точки, прямой, с которыми мы связываем более или менее яс
ные представления, и, во-вторых, из определенных простейших положе
ний (аксиом), которые мы склонны считать «истинными», основываясь на 
указанных представлениях. Все остальные положения сводятся к этим 
аксиомам, т. е. доказываются на основе логического метода, справедли
вость которого мы чувствуем себя вынужденными признать. Предложе
ние считается правильным или «истинным», если оно выводится из ак
сиом привычным путем. Таким образом, вопрос об «истинности»
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отдельных геометрических положений сводится к вопросу об «ис
тинности» аксиом. Однако давно известно, что последний вопрос не только 
не может быть решен с помощью методов геометрии, но вообще сам по 
себе не имеет смысла. Нельзя ставить вопрос об истинности того, что че
рез две точки проходит только одна прямая. Можно лишь сказать, что 
эвклидова геометрия имеет дело с объектами, которые называются «пря
мыми» и которые она наделяет свойством однозначно определяться двумя 
своими точками. Понятие «истины» неприменимо к заключениям чистой 
геометрии, поскольку под словом «истина» в последнем счете мы всегда под
разумеваем соответствие «реальному» предмету; однако геометрия зани
мается не отношением ее понятий к предметам опыта, а лишь логиче
ской связью этих понятий между собой.

Нетрудно объяснить, почему тем не менее мы считаем положения гео
метрии «истинными». Геометрическим понятиям более или менее точно 
соответствуют предметы природы; при этом последние несомненно являют
ся единственной причиной возникновения указанных понятий. Хотя гео
метрия и отвлекается от этого, чтобы придать своим построениям возмож
но большую логическую законченность, все же, например, привычка счи
тать за отрезок кратчайшее расстояние между двумя заданными точками 
на практически твердом теле глубоко коренится в навыках нашего мыш
ления. Далее, мы привыкли считать три точки находящимися на одной 
прямой, если при подходящем выборе пункта наблюдения одним глазом 
кажущиеся места этих точек могут быть приведена! Й совпадение.

Если теперь, следуя навыкам мышления, присоединим к теоремам 
эвклидовой геометрии одно единственное утверждение, а именно, что двум 
точкам практически твердого тела всегда соответствует одно и то же рас
стояние (отрезок), какие бы изменения положения тела не происхо
дили, то теоремы эвклидовой геометрии превращаются в теоремы о воз
можных относительных положениях практически твердых тел 1.

Дополненную таким образом геометрию следует рассматривать как 
область физики. Теперь уже с полным правом можно поставить вопрос об 
«истинности» геометрических теорем, интерпретируемых указанным об
разом; в самом деле, можно спросить, справедливы ли теоремы для тех 
реальных предметов, которые мы связали с геометрическими понятиями. 
Выражаясь несколько неточно, мы можем также сказать, что под «истин
ностью» некоторого положения геометрии в этом смысле мы понимаем его 
справедливость при построении с помощью циркуля и линейки.

1 Этим понятие прямой связывается с реальным предметом природы. Три точки 
А ,  В и С неизменяемого тела лежат на одной прямой, если при заданных точках 
А  и С точка В избрана так, что сумма расстояний А В  и ВС становится возмож
но меньшей. Этого дополнительного указания в данном случае достаточно.
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Убеждение в «истинности» положений геометрии в этом смысле осно
вывается, конечно, исключительно на весьма несовершенном опыте. 
Мы допустим сначала такую истинность положений геометрии, что
бы в последней части наших рассуждений (при рассмотрении общей 
теории относительности) установить, как и насколько эта истинность 
должна быть ограничена.

§ 2. Система координат
На основании указанной физической интерпретации расстояния мы 

получаем также возможность установить путем измерений расстояние 
между двумя точками твердого тела. Для этого нам необходима раз навсе
гда определенная длина (линейка Я), которая будет применяться в каче
стве единичного масштаба. Пусть А и В — две точки твердого тела; тог
да соединяющая их прямая может быть построена по законам геометрии.. 
Далее на этой прямой будем откладывать длины Я, начиная от точки А, 
до тех пор, пока не достигнем В. Число укладывающихся на этом отрезке 
длин и будет числом, измеряющим длину отрезка АВ. На этом основано 
всякое измерение длины 2.

Всякое пространственное описание места какого-либо события или 
предмета основано на том, что указывается точка некоторого твердого 
тела (тела отсчета), с которой совпадает данное событие, причем это от
носится не только к научному описанию, но и к повседневной жизни. 
Например, анализируя задание места: «в Берлине, на Потсдамской пло
щади», мы находим, что это означает следующее. Твердым телом, к кото
рому относится указанное место, является Земля, а «Потсдамская пло
щадь в Берлине»,— отмеченная на этом теле точка с данным названием, 
с которой пространственно совпадает рассматриваемое событие 3.

Подобный примитивный способ задания места пригоден лишь для мест 
на поверхности твердых тел и связан с наличием различных точек на этой 
поверхности. Проследим, как человеческое мышление освобождается от 
обоих этих ограничений, не меняя сущности способа задания места! 
Если, например, над Потсдамской площадью проплывает облако, то его по
ложение по отношению к земной поверхности может быть определено

2 При этом предполагается, что измерительная линейка укладывается целое чис
ло раз, т. е. в результате получается целое число. В общем случае это затруд
нение можно преодолеть, пользуясь разделенным масштабом, введение которого 
не вносит ничего нового.

3 Здесь нет нужды в дальнейшем исследовании того, что означает «простран
ственное совпадение»; это понятие настолько ясно, что в каждом отдельном 
частном случае вряд ли могут возникнуть сомнения в его применимости.
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следующим образом: на площади отвесно ставят шест, который достает 
до облака. Измеренная масштабом длина шеста вместе с указанием поло
жения основания шеста полностью определяет в этом случае местонахож
дение облака. На этом примере мы видим, каким путем развивалось поня
тие места.

а) Неподвижное твердое тело, к которому относится указание места, 
будучи увеличено в размерах так, чтобы оно достигало предмета, место
положение которого надлежит определить.

б) Для характеристики положения, вместо отметки с названием, поль
зуются числом (в данном случае измеренной масштабом длиной шеста).

в) О высоте облака говорят и тогда, когда шеста, достигающего до об
лака, в действительности и нет. В нашем случае длину шеста можно най
ти, оптически определяя положение облака с различных точек земной 
поверхности, принимая во внимание законы распространения света.

Из изложенного выше ясно, что для описания места удобно отказаться 
от использования отметок на неподвижных твердых телах с особыми на
званиями и пользоваться числами. В физических измерениях это достига
ется применением декартовой системы координат.

Последняя состоит из трех взаимно перпендикулярных неподвижных 
плоскостей, связанных твердым телом. Место какого-либо события отно
сительно системы координат определяется (в основных чертах) длиной 
трех перпендикуляров (или координат х, у , д), которые могут быть 
опущены из этого места на указанные три плоскости. Длины этих трех 
перпендикуляров можно определить путем ряда манипуляций с твер
дыми масштабами, пользуясь теоремами и методами эвклидовой гео
метрии.

На практике эти три плоскости, образующие систему координат, 
обычно не применяются, а сами координаты определяются без построений 
с твердыми масштабами. Однако, во избежание неясности в результатах и 
выводах физики и астрономии, всегда следует искать физический смысл 
определения места 4.

Таким образом, мы приходим к следующему выводу. Всякое прост
ранственное описание событий предполагает наличие твердого тела, с 
которым события связаны пространственно. Эта связь предполагает, что 
«расстояния» подчиняются законам эвклидовой геометрии, причем сами 
«расстояния» определяются физически двумя отметками на твердом 
теле.

4 Уточнение и видоизменение этих представлений потребуется нам лишь в связи 
с общей теорией относительности, которая рассматривается во второй части 
этой книги.
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§ 3. Пространство и время 
в классической механике

Если я без долгих размышлений и подробных разъяснений сформули
рую задачу механики следующим образом: «механика описывает изме
нение положения тел в пространстве с течением времени», то этим я при
му на свою совесть не один тяжкий грех; в этих грехах я и покаюсь прежде 
всего.

Неясно, что следует понимать здесь под словами «место» и «простран
ство». Я стою у окна равномерно движущегося железнодорожного вагона 
и выпускаю из рук на полотно дороги камень, не сообщая ему скорости. 
Тогда я увижу (отвлекаясь от сопротивления воздуха), что камень па
дает прямолинейно вниз. Прохожий, находящийся вблизи полотна желез
ной дороги и наблюдающий одновременно со мной за падением камня, 
видит, что камень падает по параболе. Тогда я задаю вопрос: где «в дей
ствительности» находятся «места», через которые проходит камень при 
падении, — на прямой линии или на параболе? Далее, что означает при 
этом движение «в пространстве»? Ответ очевиден из соображений, выска
занных в § 2. Прежде всего оставим в стороне неясное слово «простран
ство», под которым, признаемся, мы ничего определенного не подразуме
ваем; вместо этого мы рассмотрим «движение по отношению к практически 
твердому телу отсчета». В предыдущем параграфе мы дали определение 
понятия места относительно тела отсчета (железнодорожный вагон или 
поверхность Земли). Заменяя понятие «тело отсчета» понятием «система 
координат», полезным для математического описания, мы можем сказать: 
камень описывает прямую линию относительно системы координат, жест
ко связанной с вагоном, и параболу относительно системы координат, 
жестко связанной с поверхностью Земли. Из этого примера следует, что 
не существует траектории5 самой по себе; всякая траектория относится к 
определенному телу отсчета.

Однако п о л н о е  описание движения может быть дано лишь в том 
случае, если будет указано, как меняется положение тела со временем; 
иначе говоря, для каждой точки траектории должен быть указан момент 
времени, когда тело находится в этой точке. К этим указаниям должно 
быть добавлено такое определение времени, чтобы соответствующие про
межутки времени можно было рассматривать как величины, принципи
ально доступные наблюдению (результаты измерений). В рассмотренном 
примере мы можем удовлетворить этому условию, оставаясь на почве 
классической механики, следующим образом. Представим себе двое

5 Т. е. кривой, по которой движется тело.
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совершенно одинаковых часов; одни часы находятся у человека в желез
нодорожном вагоне, другие — у прохожего, находящегося у полотна 
железной дороги. Каждый наблюдатель точно устанавливает, в каком месте 
по отношению к соответствующему телу отсчета находится камень в мо
мент тикания часов, которые каждый из них держит в руке. При этом 
мы не принимаем во внимание неточность, возникающую вследствие 
конечной величины скорости распространения света. Об этой и о другой 
возникающей здесь трудности мы будем говорить позднее.

§ 4. Галилеева система координат
Основной закон механики Галилея — Ньютона, известный под назва

нием закона инерции, гласит: «Тело, достаточно удаленное от других 
тел, сохраняет состояние покоя или равномерного прямолинейного дви
жения». В этом законе говорится не только о движении тел, но так
же и о телах отсчета или системах координат, которыми пользуются при 
механическом описании. Телами отсчета, к которым в хорошем прибли
жении применим закон инерции, являются, очевидно, неподвижные звезды. 
Но если мы пользуемся системой координат, которая жестко связана с 
Землей, то относительно такой системы каждая неподвижная звезда опи
сывает в течение одних (астрономическх) суток круг огромного радиуса 
в противоречии с буквальным смыслом закона инерции. Если, таким об
разом, строго придерживаться этого закона, то движение следует отно
сить лишь к таким системам координат, по отношению к которым непод
вижные звезды не совершают никаких круговых движений. Систему ко
ординат, состояние движения которой таково, что относительно нее вы
полняется закон инерции, мы называем «галилеевой системой координат». 
Законы механики Галилея — Ньютона применимы только для галилеевой 
системы координат.

§ 5. Принцип относительности (в узком смысле)
Для возможно большей наглядности мы снова будем исходить из на- 

шего примера равномерно движущегося железнодорожного вагона. Назо
вем его движение равномерной трансляцией («равномерной» — так как 
оно имеет постоянные скорость и направление, и «трансляцией» —так как 
вагон, меняя свое положение относительно железнодорожного полотна, 
не испытывает никаких вращений). Пусть в воздухе летит ворона, прямо
линейно и равномерно, если наблюдать с полотна железной дороги. Тогда 
с точки зрения наблюдателя, находящегося в движущемся вагоне, скорость 
этой вороны будет иметь другую величину и направление, но движение
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также будет прямолинейным и равномерным. Или в абстрактной форме* 
если масса т движется прямолинейно и равномерно относительно системы 
координат К , то она движется прямолинейно и равномерно также и по 
отношению к другой системе координат К ' , в случае, если последняя дви
жется равномерно и прямолинейно относительно К. Отсюда, с учетом рас- 
суждений предшествующих параграфов, вытекает следующее.

Если К  — галилеева система координат, то и всякая другая система 
координат К ’ , движущаяся относительно К  равномерно и прямолинейно, 
также является галилеевой системой. В системе К ’ , так же как и в си
стеме К , выполняются законы механики Галилея— Ньютона.

Сделаем еще один шаг в сторону обобщения, высказав следующее ут
верждение. Если К' — система координат, движущаяся равномерно и 
без вращения относительно системы К, то явления природы протекают 
относительно системы К ' по тем же общим законам, что и относительна 
системы К. Это положение мы называем «принципом относительности» 
(в узком смысле).

Пока существовало убеждение, что все явления природы могут быть 
описаны с помощью классической механики, можно было не сомневаться 
в справедливости этого принципа относительности. Однако с новейшим раз
витием электродинамики и оптики становилось все более очевидным, чта 
одной классической механики недостаточно для полного описания физи
ческих явлений. Тем самым вопрос о справедливости принципа относитель
ности стал весьма спорным, причем не исключалась возможность отри
цательного ответа на этот вопрос.

Тем не менее имеются два общих факта, которые говорят в пользу спра
ведливости принципа относительности. Если классическая механика и 
не дает достаточно широкой базы для описания в с е х  физических яв
лений, то в ней все же содержится весьма значительная доля истины; доста
точно вспомнить, что она с поразительной отчетливостью описывает реаль
ные движения небесных тел. Поэтому принцип относительности в обла
сти м е х а н и к и  должен выполняться также с большой точностью. 
Однако априори маловероятно, чтобы столь общий принцип, выполняю
щийся с такой точностью в о д н о й  области явлений, был неприменим 
в другой области явлений.

Второй аргумент, к которому мы позднее вернемся, состоит в следую
щем. Если принцип относительности (в узком смысле) не выполняется, 
то равномерно движущиеся относительно друг друга галилеевы системы 
координат К , К ' , К" и т .  д. н е р а в н о ц е н н ы  для описания яв
лений природы. Тогда единственным мыслимым предположением было бы 
то, что законы природы могут быть особенно просто и естественно сформу
лированы только тогда, когда из всех галилеевых систем координат 
выбрана в качестве исходной о д н а  система К 0, имеющая определенной
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состояние движения. Тогда мы вправе были бы (ввиду преимуществ 
в описании природы) считать эту систему «абсолютно покоящейся», а другие 
галилеевы системы — «движущимися». Если бы, например, железнодорож
ное полотно было системой А 0, то наш вагон был бы системой К, относи
тельно которой были бы справедливы более сложные законы, чем отно
сительно системы К й. Эта большая сложность объяснялась бы тем, что 
вагон К  («действительно») движется относительно А 0. В этих общих за
конах природы, сформулированных относительно системы К, должны бы
ли бы играть роль величина и направление скорости движения вагона. 
Можно было бы, например, ожидать, что высота звука органной трубы 
была бы иной, если бы ось последней была параллельна направлению 
движения, чем в случае, если бы она была, перпендикулярна этому 
направлению. Но наша Земля, ввиду ее движения по орбите вокруг Солн
ца, может сравниваться с вагоном, движущимся со скоростью около 
30 км/сек. Поэтому, в случае неприменимости принципа относительности, 
следовало бы ожидать, что в законы природы должно войти направление 
движения Земли в каждый данный момент, т. е. поведение физических си
стем должно зависеть от их пространственной ориентации относительно 
Земли. В самом деле, вследствие изменения в течение года направления 
скорости орбитального движения Земли, последняя не может в течение 
всего года оставаться в покое относительно гипотетической системы. Но 
при всей тщательности наблюдений до сих пор не удалось обнаружить 
подобную анизотропию земного физического пространства, т. е. физиче
скую неравноценность различных направлений. Этот аргумент в пользу 
принципа относительности является особенно веским.

§ в. Теорема сложения скоростей 
в классической механике

Пусть железнодорожный вагон, с которым мы уже не раз имели дело, 
движется по рельсам с постоянной скоростью V. Человек, находящийся 
в вагоне, идет вдоль вагона со скоростью ш в направлении движения ва
гона. С какой скоростью И7 передвигается этот человек относительно поло
тна железной дороги? Единственный возможный ответ может быть дан, 
по-видимому, из следующего рассуждения. Если бы человек остановился 
на одну секунду, то он переместился бы вперед относительно полотна до
роги на отрезок V, равный скорости движения вагона. Но в действитель
ности человек в течение этой секунды, кроме того, перемещается и отно
сительно вагона, а следовательно, и относительно полотна дороги, на от
резок и?, равный скорости его движения по вагону. Таким образом, в те
чение рассматриваемой секунды он перемещается относительно полотна
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дороги всего на расстояние
[У  — V 4 - м.

В дальнейшем мы увидим, что все это рассуждение, выражающее тео
рему сложения скоростей в классической механике, неверно и, следова
тельно, только что записанный закон не соответствует действительности. 
Однако временно мы будем считать его верным.

§ 7. Кажущаяся несовместимость 
закона распространения света 
с принципом относительности

Вряд ли имеется в физике более простой закон, чем тот, согласно ко
торому распространяется свет в пустом пространстве. Всякий школьник 
знает, или по крайней мере думает, будто он знает, что свет распростра
няется прямолинейно со скоростью 300 ООО км/сек. Мы знаем, во всяком 
случае с большой точностью, что эта скорость одинакова для всех цветов 
спектра, ибо если бы это было не так, то при закрытии звезды ее темным 
спутником мы наблюдали бы минимум излучения для разных цветов не
одновременно. Подобные же рассуждения, основанные на наблюдении 
двойных звезд, позволили голландскому астроному де Ситтеру показать, 
что скорость распространения света не может зависеть от скорости дви
жения тела, испускающего свет. Предположение о зависимости скорости 
света от направления «в пространстве» является само по себе крайне ма
ловероятным.

Короче говоря, предположим, что школьник, доверяющий простому 
закону постоянной скорости света с (в пустоте), прав. Кто бы мог по
думать, что этот простой закон приводит добросовестно мыслящего фи
зика к огромным логическим затруднениям? Эти затруднения заключа
ются в следующем.

Мы должны относить процесс распространения света, как и всякий 
другой процесс, к некоторому твердому телу отсчета (системе координат). 
Снова выберем в качестве такового железнодорожное полотно. Предста
вим, что воздух над этим последним удален. Пусть вдоль полотна дороги 
распространяется луч света, который, согласно сказанному выше, 
движется относительно полотна со скоростью с. Пусть по рельсам снова 
движется со скоростью V наш вагон, притом в том же направлении, в ко
тором распространяется световой луч, но, конечно, гораздо медленнее. Воз
никает вопрос, какова скорость распространения света относительно ва
гона? Нетрудно видеть, что здесь можно применить соображения предыду
щего параграфа. Теперь роль человека, движущегося относительно вагона,
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выполняет световой луч. Вместо скорости И7 человека относительно по
лотна дороги здесь выступает скорость света по отношению к последнему. 
Пусть ш — искомая скорость света относительно вагона, для которой, 
следовательно, имеем

IV  =  С  V .

Таким образом, скорость распространения светового луча относительно 
вагона оказывается меньше с.

Но этот результат противоречит изложенному в § 5 принципу отно
сительности. В самом деле, согласно принципу относительности, закон 
распространения света в пустоте, как и всякий другой закон природы, 
должен бы быть одинаковым как для полотна железной дороги, принима
емого в качестве тела отсчета, так и для вагона. Но, согласно нашим рас
суждениям, это кажется невозможным. Если всякий световой луч 
распространяется относительно полотна дороги со скоростью с, то, каза
лось бы, поэтому скорость распространения света относительно вагона 
должна быть иной — в противоречии с принципом относительности.

В связи с этой дилеммой кажется неизбежным отказаться либо от прин
ципа относительности, либо от простого закона распространения света 
в пустоте. Читатель, внимательно следивший за изложенными выше рас
суждениями, несомненно, считает, что принцип относительности, являю
щийся почти неоспоримым в силу своей естественности и простоты, должен 
быть сохранен, тогда как закон распространения света в пустоте следует 
заменить более сложным законом, совместимым с принципом относи
тельности. Однако развитие теоретической физики показало, что этот путь 
неприемлем. Глубокие теоретические исследования электродинамиче
ских и оптических процессов в движущихся телах, выполненные Г. А. Ло- 
ренцом, показали, что опыты в этих областях приводят к необходи
мости такой теории электромагнитных явлений, неизбежным следствием 
которой является закон постоянства скорости света в пустоте. Поэтому 
ведущие теоретики были скорее склонны отказаться от принципа отно
сительности, хотя и не удавалось найти ни одного экспериментального фак
та, противоречащего этому принципу.

Здесь и выступила на сцену теория относительности. В результате 
анализа физических понятий времени и пространства было показано, что 
в д е й с т в и т е л ь н о с т и  п р и н ц и п  о т н о с и т е л ь н о с т и  и з а 
к о н  р а с п р о с т р а н е н и я  с в е т а  с о в м е с т и м ы  и что, система
тически придерживаясь обоих этих законов, можно построить логически 
безупречную теорию. Основные положения этой теории, которую, в от
личие от ее обобщения, мы называем «специальной теорией относитель
ности», будут изложены ниже.
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§ 8. О понятии времени в физике
В двух весьма удаленных друг от друга местах А и В нашего желез

нодорожного полотна в рельсы ударила молния. Кроме того, я утверждаю, 
что оба эти удара произошли о д н о в р е м е н н о .  Если теперь я спро
шу тебя, читатель, имеет ли какой-либо смысл это последнее утвержде
ние, то ты уверенно ответишь мне: «Да». Однако, если я попрошу тебя бо
лее точно объяснить мне смысл этого моего утверждения, то после неко
торого размышления ты заметишь, что ответ на этот вопрос не так прост, 
как это кажется на первый взгляд.

Через некоторое время тебе, быть может, придет в голову следующий 
ответ: «Смысл этого утверждения ясен сам по себе и не нуждается в даль
нейших объяснениях; однако я должен несколько подумать, получив пред
ложение определить путем наблюдений, происходят ли в данном кон
кретном случае оба явления одновременно». Но я не могу удовлетвориться 
этим ответом по следующим основаниям. Предположим, что некоторый 
искусный метеоролог установил путем остроумных исследований, что в 
местах А и В удар молнии должен происходить всегда одновременно; 
тогда возникает задача проверить, соответствует ли действительности 
этот теоретический результат. Аналогично обстоит дело со всеми физи
ческими утверждениями, в которых играет роль понятие «одновременности». 
Это понятие существует для физика лишь в том случае, если имеется воз
можность найти в конкретном случае, соответствует ли действительности 
это понятие. Следовательно, необходимо такое определение одновременно
сти, которое дало бы метод, позволяющий в каждом данном случае решить 
на основании экспериментов, вспыхивают ли обе молнии одновременно. 
Пока это требование не выполнено, я как физик (так же как и нефизик), 
впадаю в самообман, связывая какой-то смысл с утверждением одновре
менности. (Не читай дальше, любезный читатель, прежде чем ты не сог
ласишься с этим вполне).

После некоторых размышлений ты предлагаешь следующий способ 
констатировать одновременность. Отрезок АВ  измеряется вдоль рельсо
вого пути и в середине М  отрезка находится наблюдатель, снабженный уст
ройством (например, двумя зеркалами, расположенными под углом 90° 
друг к другу), которое позволяет ему наблюдать одновременно оба места 
А и В. Если наблюдатель воспринимает обе молнии одновременно, то они 
произошли одновременно.

Я очень доволен этим предложением, однако считаю вопрос не впол
не выясненным и вынужден выдвинуть следующее возражение: «Твое опре
деление было бы безусловно правильным, если бы я уже знал, что свет 
от удара молнии, воспринимаемый наблюдателем в точке М, распростра
няется с одинаковой скоростью на отрезках А М  и ВМ. Однако доказа
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тельство этой предпосылки было бы возможно лишь в том случае, если 
бы мы имели способ измерения времени. Таким образом, здесь полу
чается замкнутый логический круг».

После некоторого дальнейшего размышления ты не без основания 
бросишь на меня несколько презрительный взгляд и скажешь: «Я все 
же считаю свое первоначальное определение справедливым, так как в 
нем не содержится никаких предположений о свете. К определению од
новременности можно предъявлять лишь о д н о  требование, а именно, 
чтобы в каждом реальном случае можно было опытным путем решить воп
рос о справедливости введенного понятия. Мое определение бесспорно 
удовлетворяет этому требованию. Утверждение, что свет проходит рас
стояния А М  и ВМ  в одно и то же время, в действительности не является 
п р е д п о с ы л к о й  или г и п о т е з о й  о физической природе света, 
а у т в е р ж д е н и е м ,  которое можно сделать на основании свободного 
выбора, чтобы прийти к определению одновременности».

Ясно, что этим определением можно воспользоваться для того, чтобы 
придать точный смысл понятию одновременности не только д в у х ,  но и 
сколь угодно большого числа событий, независимо от того, как располо
жены места этих событий относительно тела отсчета (в нашем примере— 
относительно железнодорожного полотна)6. Это приводит нас к опреде
лению «времени» в физике. Именно, представим себе, что в точках А, В, С 
рельсового пути (систем координат) помещены одинаковые часы, стрелки 
которых одновременно (в вышеупомянутом смысле) показывают одинако
вое время. Тогда под «временем» некоторого события подразумевается 
показание (положение стрелок) тех из часов, которые находятся в непо
средственной близости к месту события. Следовательно, каждое событие 
связывается с таким значением времени, которое принципиально на
блюдаемо.

Это утверждение содержит еще одну физическую гипотезу, в спра
ведливости которой вряд ли можно сомневаться, если только эмпирические 
данные не будут ей противоречить. Именно, предполагается, что ход всех 
этих часов «одинаков», если они имеют одинаковую конструкцию. Точ
нее говоря, если двое покоящихся часов, помещенных в различных местах 
тела отсчета, поставлены так, что н е к о т о р о е  показание стрелок 
одних из этих часов о д н о в р е м е н н о  (в вышеупомянутом смы-

6 Мы принимаем в дальнейшем, что если три события А ,  В, С происходят в раз
личных местах таким образом, что А  одновременно с В и В одновременно с С 
(одновременно в смысле данного выше определения), то критерий одновремен
ности соблюден также и для пары событий А  — С. Это допущение представляет 
собой физическую гипотезу о законе распространения света; она должна, без
условно, выполняться, если только закон постоянства скорости света в пустоте 
твердо установлен.
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еле) с т а к и м  ж е  показанием других часов, то одинаковые показания 
стрелок обоих часов одновременны всегда (в смысле приведенного выше 
определения).

§ 9. Относительность одновременности
До сих пор мы относили наши рассуждения к определенному телу от

счета, роль которого выполняло «железнодорожное полотно». Пусть очень 
длинный поезд идет с постоянной скоростью V по рельсовому пути в на
правлении, указанном на рис. 1. Людям, находящимся в этом поезде, бо
лее удобно принять поезд за твердое тело отсчета (систему координат);

у  М *  у  Поезд

А М Я Полотно железной
дороги

Рис. 1.

все события они относят к поезду. Всякое событие, происходящее на про
тяжении железнодорожного пути, происходит также и в определенной 
точке поезда. Определение одновременности для поезда может быть дано 
точно таким же способом, что и для рельсового пути. Однако естественно 
возникает следующий вопрос.

Являются ли два события (например, удары молнии в А и В), происхо
дящие одновременно о т н о с и т е л ь н о  п о л о т н а  д о р о г и ,  
также одновременными и о т н о с и т е л ь н о  п о е з д а ?  Сейчас мы 
покажем, что ответ может быть только отрицательным.

Когда мы говорим об ударах молнии в А и В, одновременных относи
тельно полотна дороги, то это означает, что световые лучи, исходящие из 
А и В, встречаются в средней точке М  участка полотна АВ. Но событиям 
А и В соответствуют также места А и В на поезде. Пусть М' — средняя 
точка отрезка АВ  движущегося поезда. Хотя эта точка в момент ударон 
молнии7 и совпадает с точкой М, она движется со скоростью и поезда 
вправо (см. рис. 1). Если бы находящийся в поезде в точке М' наблюда
тель не обладал этой скоростью, то он продолжал бы оставаться в точке М  
и тогда световые лучи от ударов молнии в А и В достигли бы его одно
временно, т. е. оба эти луча встретились бы в том месте, где он находит
ся. Однако в действительности он движется (если наблюдать с полотна 
дороги) навстречу световому лучу, идущему из точки В» и в то же время

7 Если наблюдать с полотна дороги.

643.



О специальной и общей теории относительности 1917 г .

движется по световому лучу, идущему из точки А. Следовательно, 
наблюдатель увидит световой луч из В ранее, чем луч из А. Наблюдатели, 
пользующиеся поездом в качестве тела отсчета, должны, таким образом, 
прийти к выводу, что удар молнии в В произошел ранее, чем удар молнии 
в А. Следовательно, мы приходим к важному результату.

События, одновременные относительно полотна железной дороги, не 
являются одновременными по отношению к поезду и наоборот (относи
тельность одновременности). Всякое тело отсчета (система координат) 
имеет свое особое время; указание времени имеет смысл лишь тогда, когда 
указывается тело отсчета, к которому оно относится.

До появления теории относительности физика молчаливо принимала, 
что указания времени абсолютны, т. е. не зависят от состояния движения 
тела отсчета. Но мы только что видели, что это предположение несовмес
тимо с наиболее естественным определением одновременности; если же от
казаться от этого предположения, то исчезает и описанный в §7 конфликт 
между законом распространения света в пустоте и принципом относитель
ности.

Именно к этому конфликту приводит рассуждение в § 6, которое теперь 
уже неприемлемо. Там мы полагали, что человек в вагоне, проходящий 
относительно вагона з а  о д н у  с е к у н д у  отрезок ш, проходит 
этот же отрезок по отношению к полотну дороги также з а  о д н у  
с е к у н д у .  Но, согласно только что изложенным соображениям, вре
мя, необходимое для определенного процесса относительно вагона, не 
может быть равно длительности этого же процесса относительно полотна 
железной дороги как тела отсчета; следовательно, нельзя утверждать, что 
человек, который проходит некоторый отрезок ш, проходит его относи
тельно полотна дороги в промежуток времени, равный — при наблюде
нии с полотна дороги — одной секунде.

Рассуждение в § 6 основывается еще на другой предпосылке, которая 
после внимательного рассмотрения оказывается произвольной, хотя до 
появления теории относительности она всегда (молчаливо) предпола
галась.

§ ± 0 .  О б относительном  понятии  
пространствен ного р асстоя н и я

Рассмотрим два определенных места поезда 8, движущегося по желез
ной дороге со скоростью и, и выясним, каково расстояние между этими 
местами. Мы уже знаем, что для измерения расстояния необходимо 
тело отсчета, относительно которого измеряется расстояние. Проще всего

8 Например, середины первого и сотого вагонов.
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принять за тело отсчета (систему координат) сам поезд. Находящийся в 
поезде наблюдатель измеряет расстояние, откладывая свой масштаб по 
прямой линии, например, вдоль пола вагона, пока не достигнет от одной 
отмеченной точки до другой. Число, показывающее, сколько раз должен 
быть отложен масштаб, и есть искомое расстояние.

Иначе обстоит .дело, если расстояние должно измеряться по полотну 
железной дороги. Тогда можно воспользоваться следующим методом. 
Пусть А' и В' — две точки поезда, расстояние между которыми требует
ся определить; пусть обе эти точки движутся вдоль железнодорожного 
полотна со скоростью и. Сначала мы найдем точки А и В полотна желез
ной дороги, с которыми совпадают точки поезда А' и В' в определенный 
момент времени £ при наблюдении с полотна дороги. Эти точки А и В по
лотна дороги можно найти с помощью определения времени, данного в 
§ 8. Затем измеряется расстояние между этими точками А и В путем от
кладывания единичного масштаба вдоль полотна дороги.

Априори не исключено, что результат этого последнего измерения не 
совпадает с результатом первого. Следовательно, при измерении с полот
на железной дороги длина поезда может оказаться иной, чем при измере
нии в самом поезде. Это обстоятельство является вторым возражением 
против, на первый взгляд очевидного, вывода § 6. Именно, если человек в 
вагоне проходит в единицу времени, и з м е р я е м о г о  в п о е з д е ,  
отрезок IV, то п р и  и з м е р е н и и  с п о л о т н а  д о р о г и  этот 
отрезок не обязательно должен равняться т.

§ 1 1 .  П реобр азован и е Л ор ен ц а

Выводы последних трех параграфов показывают, что кажущаяся не
совместимость закона распространения света с принципом относительно
сти, отмеченная в § 7, выведена на основе двух ничем не оправдываемых 
гипотез классической механики; эти гипотезы гласят:

1. Промежуток времени между двумя событиями не зависит 
от состояния движения тела отсчета.

2. Расстояние между двумя точками твердого тела не зависит 
от состояния движения тела отсчета.

Если отказаться от этих гипотез, то исчезает дилемма § 7, поскольку 
выведенная в § 6 теорема сложения скоростей будет уже неприменима. 
Появляется возможность согласовать закон распространения света в пус
тоте с принципом относительности. Мы приходим к вопросу: какие изме
нения надо внести в рассуждения § 6, чтобы устранить кажущееся проти
воречие между обоими этими фундаментальными эмпирическими фактами. 
Этот вопрос приводит к более общему вопросу. В § 6 мы встречаемся
35 А . Э й н ш т ей н , т о м  I 545
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с понятиями места и времени относительно поезда и относительно полот
на дороги. Как найти место и время какого-либо события относительно 
поезда, если известны место и время события относительно полотна желез
ной дороги? Мыслим ли такой ответ на этот вопрос, чтобы закон распро
странения света в пустоте не противоречил принципу относительности? 
Иными словами, мыслимо ли такое соотношение между временем и местом 
отдельных событий относительно двух тел отсчета, чтобы любой световой 
луч обладал одной и той же скоростью с относительно полотна дороги и 
относительно поезда? Этот вопрос приводит к вполне определенному ут
вердительному ответу, к вполне определенному закону преобразования 
пространственно-временных величин некоторого события при переходе 
от одного тела отсчета к другому.

Прежде чем перейти к этому, сделаем несколько предварительных 
замечаний. До сих пор мы рассматривали лишь события, происходившие 
вдоль полотна железной дороги, которое формально играло роль прямой 
линии. Однако указанным в § 2 способом это тело отсчета можно пред
ставить себе продолженным как было при помощи системы стержней в сто
роны и вверх таким образом, что любое событие может быть локализова
но по отношению к этой системе. Аналогично можно представить себе 
поезд, идущий со скоростью г; и заполняющий все пространство так, что 
любое сколь угодно удаленное событие могло бы быть локализовано и 
относительно этого второго тела отсчета. Не делая принципиальной 
ошибки, можно отвлечься от того обстоятельства, что в действительности 
такая система не может существовать вследствие непроницаемости твер
дых тел.

В каждой подобной системе представим Себе три взаимно перпенди
кулярные плоские стенки, которые назовем «координатными плоско
стями» («система координат»). Тогда полотну железной дороги соответ
ствует система координат К , а поезду — система координат К '.  Всякое 
событие фиксируется в пространстве тремя перпендикулярами х , у, 2, 
опускаемыми на координатные плоскости, и во времени — указанием 
некоторого момента времени £. Т о  ж е  с о б ы т и е  — относительно ко
ординатной системы К '  фиксируется в пространстве и времени соответ
ствующими значениями х ' , у ’ , 2 ', Ь ', очевидно, не совпадающими с х, у , 
2, Ь. Выше мы подробно изложили, как надо интерпретировать эти вели
чины в терминах физических измерений.

Наша задача в точной формулировке сводится к следующему. Каковы 
значения х ' , у\  %', некоторого события относительно системы А ',  если 
заданы значения х , у , 2, £ того же события относительно системы К?  Со
отношения должны быть выбраны так, чтобы для одного и того же све
тового луча (причем для любого) относительно К  ж К '  выполнялся закон 
распространения света в пустоте. Эта задача для приведенного на рис. 2
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пространственного расположения систем координат решается следующи
ми уравнениями:

V 1 — (г?а/са) ’

у' =  У.

г'

г,
V

г — -ТЖ са

1 —  ( У2/с 2)

Эта система уравнений носит название «преобразования Лоренца» 9.
Но если бы вместо закона распространения света мы молчаливо исхо

дили из представлений старой механики об абсолютном характере вре
мени и протяженности, то вместо этих уравне
ний преобразования мы получили бы уравнения

х' — х —

У' =  У,

ъ' — %,

V =  і.

Последнюю систему уравнений часто назы 
вают «преобразованием Галилея». Преобразо
вание Галилея выводится из преобразования
Лоренца, если в последнем скорость света с положить равной бесконечно 
большому значению.

Справедливость закона распространения света в пустоте как для тела 
отсчета К , так и для тела отсчета К '  при преобразовании Лоренца легко 
видеть из следующего примера. Пусть в положительном направлении оси 
х  посылается некоторый световой сигнал, который распространяется с о г 
ласно уравнению

X — с1,

т. е. со скоростью с. Согласно уравнениям преобразования Лоренца, это 
простое соотношение между ж и £ обусловливает соотношение между х '  и 
V . В самом деле, если в первое и четвертое уравнения преобразования

Простой вывод преобразования Лоренца дан в Приложении 1.



О специальной и общей теории относительности 1917 г.

Лоренца подставить с£ вместо х , то получаем

х ' =  {с — у)1
УЧ — (г/2/с2) *

/ / =  (1 — р/с) г
| /1  —  (г;2/ Л )  ’

откуда путем деления получаем
ж' =  с£\

Это уравнение описывает распространение света, когда оно отнесено 
к системе К ' . Таким образом, скорость света равна с также и относитель
но тела отсчета К. Аналогичный результат может быть получен и для све
товых лучей, распространяющихся в любом другом направлении. Это и 
не удивительно, так как уравнения преобразования Лоренца выведены 
именно в предположении этого результата.

§ 12. Свойства движущихся масштабов и часов
Я кладу метровую линейку вдоль оси х' системы К '  так, чтобы ее на

чало находилось в точке х' — 0, а конец — в точке х' =  1. Какова дли
на этой линейки относительно системы К !  Чтобы узнать это, достаточно 
спросить лишь, где находятся ее начало и конец относительно К  в 
определенный момент £ в системе К . Для начала и конца линейки из пер
вого уравнения преобразования Лоренца при £ — О находим

х (начало линейки) =  0 - У 1 —  (у2/с2), 

ж (конец линейки) =  1 -1^ 1— (у2/с2).

Таким образом, расстояние между обеими этими точками равно 
У 1 —  (р2/с2). Но относительно К  метровая линейка движется со ско
ростью V. Отсюда следует, что длина твердой метровой линейки, движу
щейся в направлении своей длины со скоростью V, составляет У  1 — (у2/с2) 
Таким образом, движущаяся твердая линейка короче, чем та же линей
ка, находящаяся в покое, причем тем короче, чем быстрее она движется. 
При скорости V =  с получаем У 1 — (г?2/с2) =  0; при еще больших 
скоростях корень становится мнимым. Из этого мы заключаем, что в тео
рии относительности с играет роль предельной скорости, которой нельзя 
достигнуть и которую тем более не может превзойти скорость какого-ли
бо реального тела.
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Эта роль с как предельной скорости вытекает уже из самых уравнений 
преобразования Лоренца, поскольку эти уравнения теряют смысл, когда 
V превышает с.

Наоборот, если бы мы рассматривали метровую линейку, расположен
ную вдоль оси х  и покоящуюся относительно К , то нашли бы, что относи
тельно К '  ее длина равна У 1— (г?2/с2); это заключено уже в самом смысле 
принципа относительности, положенного в основу наших рассуждений.

Априори ясно, что из уравнений преобразования можно получить не
которые данные о физических свойствах масштабов и часов. В самом деле 
величины х, у, z, г представляют собой не что иное, как результаты из
мерений с помощью масштабов и часов. Если бы мы положили в основу 
преобразования Галилея, то мы не имели бы сокращения масштабов 
вследствие движения.

Рассмотрим теперь секундомер, покоящийся длительное время в на
чале координат (х' =  0) системы К ' . Тогда £ =  0 и £ =  1 соответствуют 
двум последовательным ударам этих часов. Для этих моментов времени 
первое и четвертое уравнения преобразования Лоренца дают:

t =  0
и

1^1 —  (у2/с 2)

Относительно системы К  часы движутся со скоростью V; при наб
людении из этой системы отсчета между двумя ударами этих часов про
ходит не секунда, а 1 / У  \ — ( V 2  / с2) секунд, т. е. несколько большее 
время. Часы, вследствие своего движения, идут медленнее, чем в состоя
нии покоя.Здесь скорость с также играет роль недостижимой предельной 
скорости.

§ 13. Теорема сложения скоростей.
Опыт Физо

Так как на практике мы можем сообщать масштабам и часам лишь 
скорости, незначительные по сравнению со скоростью света с, то выводы 
предыдущего параграфа вряд ли можно непосредственно сравнить с опы
том. Но так как эти выводы покажутся читателю весьма странными, то 
можно привести еще одно следствие теории, которое легко выводится из 
вышеизложенного и блестяще подтверждается опытом.

В § 6 мы вывели теорему сложения скоростей, имеющих одинаковое 
направление, в таком виде, как она следует из гипотез классической ме
ханики. Это же можно легко получить и из преобразования Галилея (§ 11).
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Вместо идущего по вагону человека мы рассматриваем точку, движущуюся 
относительно системы координат К '  в соответствии с уравнением

х '  =  .

Из первого и четвертого уравнений преобразования Галилея х'  и V 
можно выразить через х и Ц тогда получим

х =  (V +  ги) I.

Это уравнение выражает не что иное, как закон движения точки отно
сительно системы К  (движение человека относительно полотна железной 
дороги); обозначая скорость этого движения через как и в § 6, получаем

\¥ =  V +  V). (А*)
Но подобное рассуждение можно с таким же успехом провести на 

основе теории относительности. В уравнении
х' =  и>1'

выразим х'  и V через х  и I, применяя первое и четвертое уравнения п р е 
о б р а з о в а н и я  Л о р е н ц а .  Тогда вместо уравнения (А) полу
чим уравнение

IV =   У- - т—  (Б)1 +  ую/с2 ’ к ’

которое соответствует теореме сложения одинаково направленных скоростей 
в теории относительности. Теперь возникает вопрос, какая из этих двух 
теорем подтверждается на опыте. Ответ на этот вопрос дает исключитель
но важный эксперимент, поставленный более половины столетия назад 
гениальным физиком Физо и повторенный с того времени некоторыми луч
шими физиками-экспериментаторами, так что его результат является бес
спорным. Этот эксперимент решает следующий вопрос. В покоящейся 
жидкости распространяется свет с определенной скоростью ю. С какой 
скоростью распространяется он в трубе 7? (см. рис. 3) по направлению, 
указанному стрелкой, если упомянутая жидкость течет по этой трубе 
со скоростью V?

Во всяком случае мы можем предположить в смысле принципа отно
сительности, что о т н о с и т е л ь н о  ж и д к о с т и  свет распростра
няется всегда с одной и той же скоростью и\ независимо оттого , движется 
ли жидкость относительно других тел или она неподвижна. Следова
тельно, известны скорость света относительно жидкости и скорость послед
ней относительно трубы; требуется найти скорость света относительно 
трубы.

Ясно, что мы снова имеем задачу § 6. Труба играет роль полотна же
лезной дороги, т. е. системы координат К,  а жидкость — роль вагона,
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т. е. системы координат К ' , и, наконец, свет — роль бегущего в вагоне 
человека или роль движущейся точки в настоящем параграфе. Таким 
образом, обозначая через IV скорость света относительно трубы, можно 
ожидать, что она выразится либо уравнением (А), либо уравнением (Б), 
в зависимости от того, соответствует ли действительности преобразование 
Галилея или преобразование Лоренца.

/г
________ С________

Рис. 3.

Эксперимент10 решает вопрос в пользу уравнения (Б), полученного из 
теории относительности, и притом с большой точностью. Влияние скоро
сти течения жидкости V на распространение света, согласно последним 
превосходным измерениям Зеемана, выражается формулой (Б) с ошибкой, 
меньшей 1 % .

Правда, следует отметить, что задолго до появления теории относитель
ности Г. А. Лоренц дал теорию этого явления и обосновал чисто электро
динамическим путем при помощи определенных гипотез об электромаг
нитной структуре материи. Однако это обстоятельство нисколько не 
уменьшает доказательную силу эксперимента Физо, как е х р е п т е п ^ т  сги- 
шб в пользу*теории относительности, поскольку электродинамика Макс
велла — Лоренца, на которой базировалась первоначальная теория, ни
сколько не противоречит теории относительности. Можно сказать, что 
теория относительности выросла из электродинамики как поразительно 
простое обобщение и объединение ряда независимых друг от друга ги
потез, на которых была основана электродинамика.

§ 14. Эвристическое значение 
теории относительности

Изложенный здесь ход мыслей можно кратко резюмировать следую
щим образом. Опыт привел к убеждению, с одной стороны, в справедли
вости принципа относительности (в узком смысле), и с другой стороны, в

10 Физо нашел, что W  =  w -f- v ( i— 1/л2), где п =  c/w — показатель преломления 
жидкости. С другой стороны, вследствие того, что величина ш/с2 мала по срав
нению с 1, из уравнения (Б) получаем: W  =  (w -f- t>) (1 — vw/cz) или, с одина
ковой степенью точности, w +  у(1— 1 /п2), что совпадает с результатом экспе
римента Физо.
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том, что скорость распространения света в вакууме равна постоянному зна
чению с. В результате объединения обоих постулатов получился закон 
преобразования прямоугольных координат х, у, г и времени Ь событий, 
составляющих явление природы; при этом получилось не преобразова
ние Галилея, но (в противоречие с классической механикой) преобразо
вание Лоренца.

Важную роль в этих рассуждениях играл закон распространения све
та, который подтверждается нашими фактическими знаниями. Однако, 
имея в своем распоряжении преобразование Лоренца, мы можем соединить 
этот закон с принципом относительности и выразить теорию следующим 
образом.

Всякий общий закон природы должен быть таким, чтобы он сохранял 
свой вид при замене пространственно-временных переменных х , у , г, £ 
первоначальной системы координат К  новыми пространственно-временны
ми переменными х ' , у ' , г', другой системы кординат К'\ при этом мате
матическая связь между штрихованными и нештрихованными величинами 
определяется преобразованием Лоренца. Сформулируем это кратко: об
щие законы природы ковариантны относительно преобразований Лоренца.

Таково определенное математическое условие, которое накладывает 
на законы природы теория относительности; вследствие этого теория 
относительности становится ценным эвристическим вспомогательным 
средством для отыскания общих законов природы. Если бы был найден 
некоторый общий закон природы, не удовлетворяющий указанному 
условию, то тем самым было бы опровергнуто по меньшей мере одно из 
двух основных положений теории. Посмотрим теперь, к каким общим 
результатам привела до настоящего времени эта теория.

§ 15. Общие результаты теории
Из изложенного выше видно, что (специальная) теория относительно

сти выросла из электродинамики и оптики. Она мало изменила положе
ния этих теорий, но значительно упростила теоретические построения, 
т. е. вывод законов, и — что несравненно важнее — заметно уменьшила 
число не зависящих друг от друга гипотез, лежащих в основе теории. 
Теория относительности придала теории Максвелла — Лоренца такую 
степень очевидности, что физики были бы полностью убеждены в ее спра
ведливости даже в том случае, если бы эксперимент говорил бы в ее поль
зу не столь убедительно.

Классическая механика нуждается в некоторой модификации, чтобы 
быть в согласии с требованиями специальной теории относительности. 
Однако эта модификация касается по существу лишь законов быстрых
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движений, когда скорость движения материи V  не очень мала по срав
нению со скоростью света. Такие быстрые движения мы встречаем лишь 
для электронов и ионов; в других движениях отклонения от законов клас
сической механики слишком малы, чтобы их можно было заметить пра
ктически. О движениях звезд мы будем говорить лишь в связи с об
щей теорией относительности. Согласно теории относительности, кинети
ческая энергия материальной точки с массой те дается уже не общеизвест
ным выражением 2

т Т ’
а выражением

тс2

V I  —  (ъ2/с2) •
Это выражение становится бесконечным, когда скорость V  приближает

ся к скорости света с. Следовательно, скорость всегда должна оставаться 
меньшей с, как бы ни была велика энергия, затраченная на ускорение. 
Разлагая приведенное выше выражение для кинетической энергии в ряд, 
получаем

2 1 г?2 . 3 г;4 .
т е с 2 +  т е  —  +  - д -  т е  - ^ -  +  . . . .

Третий член этого разложения всегда мал по сравнению со вторым (ко
торый только и принимается во внимание в классической механике),
если величина г?2/с2 значительно меньше единицы. Первый член тес2 не со
держит скорости г;и, следовательно, не интересен в тех случаях, когда 
в задаче существенна лишь зависимость энергии материальной точки от ско
рости. О принципиальном значении этого слагаемого будет сказано ниже.

Важнейший результат общего характера, к которому привела спе
циальная теория относительности, относится к понятию массы. Дореля- 
тивистская физика знала два фундаментальных закона сохранения, 
а именно: закон сохранения энергии и закон сохранения массы; оба этих 
фундаментальных закона считались совершенно независимыми друг от 
друга. Теория относительности слила их в один. Расскажем кратко, как 
это произошло и как следует понимать это слияние.

Принцип относительности требует, чтобы закон сохранения энергии 
был справедлив не только относительно о д н о й  системы координат К , 
но и относительно всякой другой системы координат К ' , движущейся от
носительно К  (короче говоря, относительно всякой «галилеевой» системы 
координат) равномерно и прямолинейно. Переход от одной такой системы 
к другой, в отличие от классической механики, определяется преобразо
ванием Лоренца.

Из этих предпосылок вместе с основными уравнениями электро
динамики Максвелла можно путем сравнительно простых рассуждении с
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необходимостью придти к следующему выводу. Некоторое тело, движу
щееся со скоростью V и получающее энергию Е0 в форме излучения 11 без 
изменения своей скорости, увеличивает при этом свою энергию на вели
чину

Ео
V 1 — (»2/с2) *

Тогда, искомая энергия тела с учетом приведенного выше выражения 
для кинетической энергии будет

(т  -У Ер/с2) с2

V I — (у2/с2) '

Следовательно, тело обладает такой же энергией, как и тело, движу-
Ещееся со скоростью V и имеющее массу т -)— . Таким образом,

можно сказать: если тело получает энергию Е0, то его инертная масса воз
растает на Е0/с2; инертная масса тела не является постоянной, но изме
няется с энергией тела. Инертная масса системы тел может рассматри
ваться как мера энергии этой системы. Закон сохранения массы системы 
совпадает с законом сохранения энергии и выполняется потому, что сис
тема не получает и не отдает энергию. Записав выражение для энергии в
ВИДе тс* +  Е 0

/1  — (г;2/с2) ’

увидим, что член тс2, уже встречавшийся ранее, есть не что иное, как 
энергия, которую имело тело 12 до получения энергии Е0.

Непосредственное сравнение этого заключения с опытом пока что не
возможно потому, что изменения энергии Е0, которые мы можем сообщить 
телу, недостаточно велики, чтобы их можно было заметить как изменения 
инертной массы системы. Величина Е0/с2 слишком мала по сравнению с 
массой т , которую имело тело до изменения энергии. Этим обстоятель
ством объясняется тот факт, что закон сохранения массы с успехом мог 
иметь самостоятельное значение.

Сделаем еще одно принципиальное замечание. Успех объяснения Фа
радеем и Максвеллом электромагнитного дальнодействия с помощью про
межуточных процессов, имеющих конечную скорость распространения, 
привел физиков к убеждению, что непосредственные, мгновенные дально
действия типа ньютоновского закона тяготения в действительности не

11 Здесь Ео — полученная телом энергия при наблюдении из системы координат, 
движущейся вместе с телом.

12 С точки зрения системы координат, движущейся вместе с телом.
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существуют. Согласно теории относительности, вместо мгновенного дей
ствия на расстоянии, или дальнодействия с бесконечной скоростью рас
пространения, должно существовать дальнодействие со скоростью света. 
Это обстоятельство связано с той принципиальной ролью, которую ско
рость с играет в этой теории. Во второй части настоящей работы будет 
показано, каким образом этот результат видоизменяется в общей теории 
относительности.

§ 1 6 .  С п е ц и а л ьн ая  теория относительности  
и о п ы т

Ответ на вопрос, в какой мере специальная теория относительности 
подтверждается опытом, невозможно дать по одной причине, о которой 
мы уже упоминали в связи с фундаментальным опытом Физо. Специальная 
теория относительности выкристаллизовалась из теории Максвелла — 
Лоренца электромагнитных явлений. Тем самым, все опытные данные, 
подтверждающие эту теорию электромагнитных явлений, подтверждают 
и теорию относительности. Упомяну здесь в качестве особенно важного 
факта, что теория относительности чрезвычайно просто и в согласии с 
опытом объясняет влияние движения Земли, относительно неподвижных 
звезд, на свет, испускаемый этими звездами. Этими эффектами являются: 
годичное перемещение кажущегося положения неподвижных звезд вслед
ствие движения Земли вокруг Солнца (аберрация) и влияние радиальной 
составляющей относительного движения неподвижных звезд по отноше
нию к Земле на цвет посылаемого звездами света; последний эффект 
проявляется в небольшом смещении спектральных линий доходящего до 
нас света неподвижной звезды по сравнению с положением тех же спек
тральных линий, получаемых от земных источников света (принцип 
Допплера). Экспериментальные аргументы в пользу теории Максвелла — 
Лоренца, являющиеся вместе с тем и аргументами в пользу теории отно
сительности, слишком многочисленны, чтобы излагать их здесь. В дейст
вительности они настолько суживают возможности теории, что нельзя 
отстаивать никакую другую теорию, кроме теории Максвелла — Лоренца, 
не входя в противоречие с опытом.

Однако имеется два класса экспериментальных данных, которые мо
гут быть объяснены теорией Максвелла — Лоренца лишь с помощью вспо
могательной гипотезы; причем эта гипотеза сама по себе, т. е. без при
влечения теории относительности, выглядит странной.

Известно, что катодные лучи и так называемые [3-лучи, испускаемые 
радиоактивными веществами, состоят из отрицательно заряженных час
тиц (электронов), обладающих весьма незначительной инертной массой
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и большими скоростями. Исследуя отклонение этих лучей в электриче
ском и магнитном полях, можно очень точно изучить закон движения 
этих частиц.

При теоретическом изучении этих электронов встречаются затрудне
ния, заключающиеся в том, что одна электродинамика ничего не может 
сказать об их природе. В самом деле, поскольку электрические заряды 
о д н о г о  знака отталкиваются, то образующие электрон отрицатель
ные электрические заряды должны бы были разлетаться вследствие 
взаимодействия, если бы между ними не существовали еще силы другого 
рода, природа которых нам до сих пор неизвестна13. Если теперь предпо
ложить, что относительные расстояния электрических зарядов, обра
зующих электрон, остаются неизменными при движениях электрона (жест
кая связь в смысле классической механики), то мы прийдем к закону 
движения электрона, не согласующемуся с опытом. Г. А. Лоренц с чисто 
формальной точки зрения впервые выдвинул гипотезу, согласно которой 
части электрона при движении испытывают сокращение в направлении 
движения, пропорциональное величине У 1 — у2/с2. Эта гипотеза, ничем 
не оправдываемая с электродинамической точки зрения, приводит к за
кону движения, с большой точностью подтвержденному опытом в пос
ледние годы.

Теория относительности выводит этот же закон движения, не прибегая 
к какой-либо специальной гипотезе о строении и поведении электрона. 
Как мы видели в § 13, аналогично обстоит дело и с опытом Физо, резуль
таты которого были объяснены теорией относительности без каких-либо 
гипотез о физической природе жидкости.

Второй класс фактов, на которые было указано выше, касается вопро
са о том, можно ли в опытах, производимых на Земле, обнаружить дви
жение последней в мировом пространстве. В § 5 уже было отмечено, что 
все такие усилия дали отрицательный результат. До установления теории 
относительности это отрицательное обстоятельство ставило науку в за
труднительное положение: а именно, ситуация была следующей. Пред
убеждения о пространстве и времени, унаследованные от механики Гали
лея — Ньютона, не позволяли сомневаться в том, что переход от одного 
тела отсчета к другому определяется преобразованием Галилея. Если 
предположить, что уравнения Максвелла — Лоренца справедливы для 
некоторого тела отсчета К,  то мы найдем, что они не выполняются для 
тела отсчета К ' , равномерно движущегося относительно К , если принять, 
что координаты в системе А  связаны с координатами в системе К '  преоб
разованием Галилея. Отсюда, по-видимому, следует, что из всех гали

13 С точки зрения общей теории относительности можно предположить, что элек
трические заряды электрона удерживаются силами тяготения.
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леевых систем координат физически выделена одна система (К), движу
щаяся определенным образом. Физическая интерпретация этого резуль
тата состоит в том, что система К  рассматривается как покоящаяся отно
сительно гипотетического светового эфира. Напротив, все движущиеся 
относительно К  системы координат К '  должны быть движущимися отно
сительно эфира. Этому движению К '  относительно эфира («эфирному вет
ру» в системе К ')  приписывали более сложные законы, которые должны 
были бы выполняться относительно К '.  Приходилось предполагать, 
что такой эфирный ветер должен существовать и относительно Земли, и 
физики стремились обнаружить этот ветер.

Майкельсон нашел для этого путь, который, казалось, должен был 
привести к цели. Представим себе, что на твердом теле прикреплены два 
зеркала, отражающие поверхности которых направлены друг к другу. 
Луч света проходит от одного зеркала к другому и обратно за определен
ный промежуток времени Т, если вся эта система покоится относитель
но светового эфира. Но вычисления дают другое время Т ' , если тело вме
сте с зеркалами движется относительно эфира. Более того, вычисления 
показывают, что это время Т' при данной скорости V относительно эфира 
будет иным в том случае, когда тело движется перпендикулярно к плос
костям зеркал, чем в случае, когда оно движется параллельно этим пло
скостям. Несмотря на то, что вычисленная разность этих промежутков 
времени исключительно мала, Майкельсон и Морли выполнили интерфе
ренционный эксперимент, в котором эта разность должна была отчетливо 
обнаруживаться. К большому смущению физиков, эксперимент дал отри
цательный результат. Лоренц и Фицджеральд вывели теорию из этого 
затруднительного положения, предположив, что движение тела относи
тельно эфира вызывает сокращение тела в направлении движения, и след
ствием этого сокращения является исчезновение указанной разности про
межутков времени. Такой выход из затруднения, как показывает срав
нение с рассуждениями § 12, правилен и с точки зрения теории относи
тельности. Но истолкование, предлагаемое теорией относительности, не
сравненно более удовлетворительно. Согласно этой теории не существует 
никакой привилегированной системы координат, которая давала бы 
повод для введения концепции эфира, а следовательно, и эфирного 
ветра, а также эксперимента, способного доказать его существование. 
Сокращение движущихся тел следует здесь без особых гипотез из обоих 
основных принципов теории, причем это сокращение определяется не 
движением самим по себе, которое для нас не имеет никакого смысла, а 
движением относительно избранного в данном случае тела отсчета. Следо
вательно, тело с зеркалами Майкельсона и Морли не сокращается в си
стеме отсчета, движущейся вместе с Землей; но сокращение происходит 
относительно системы, покоящейся относительно Солнца.
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§ 1 7 .  Ч еты рехм ерн ое п р остр ан ство  М инковского

Когда нематематик слышит о «четырехмерном», его охватывает мистиче
ское чувство, подобное чувству, возбуждаемому театральными привиде
ниями. Тем не менее нет более банального утверждения, что окружающий 
нас мир представляет собой четырехмерный пространственно-временной 
континуум.

П р о с т р а н с т в о  представляет собой трехмерный континуум. 
Это значит, что положение (покоящейся) точки можно описать тремя чис
лами (координатами ) х, у, г ж что около каждой точки имеются сколь 
угодно близкие «соседние» точки, положение которых может быть описа
но такими значениями координат (координатами) хг, у\, щ, которые могут 
быть сколь угодно близки к координатам ж, у, г исходной точки. Благода
ря последнему свойству мы говорим о «континууме» (непрерывности), 
а ввиду того, что число координат равно трем — о его «трехмерности».

Аналогично, мир физических явлений, названный Минковским просто 
«миром», естественно, является четырехмерным в пространственно-времен
ном смысле. В самом деле, он складывается из отдельных событий, каждое 
из которых описывается четырьмя числами, а именно: тремя пространст
венными координатами х, у, г и временной координатой — значением 
времени £. «Мир» в этом смысле является также непрерывным (кон
тинуумом); для каждого события имеются сколь угодно близкие «сосед
ние» (происходящие или мыслимые) события, координаты которых хг, 
у 1, щ, А сколь угодно мало отличаются от координат первоначально наб
людавшегося события х, у, 2, Тот факт, что мы обычно не рассматри
ваем мир в этом смысле как четырехмерный континуум, объясняется тем, 
что время в дорелятивистской физике играет иную, более самостоятельную 
по сравнению с пространственными координатами роль. Поэтому и вы
работалась привычка рассматривать время как самостоятельный конти
нуум. В самом деле, в классической физике время абсолютно, т. е. не за
висит от п о л о ж е н и я  и с о с т о я н и я  д в и ж е н и я  системы 
отсчета. Это находит свое выражение в последнем уравнении преобразо
вания Галилея (£ =  £').

Благодаря теории относительности появляется возможность четырех
мерной трактовки «мира», так как в этой теории время утрачивает свою 
самостоятельность, как показывает четвертое уравнение преобразования 
Лоренца:

_  г  —  ( у / с 2 ) х  

1̂ 1   (У2/с2)
Действительно, согласно этому уравнению, разность Д£' времен двух 

событий относительно К ' , вообще говоря, не обращается в нуль, и тогда, 
когда разность времен Дг этих событий относительно А  исчезает. Чисто
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пространственному расстоянию двух событий относительно системы от
счета К  соответствует расстояние во времени этих же событий относитель
но К '.  Однако и не в этом заключается открытие Минковского, важное 
для формального развития теории относительности. Оно состоит скорее 
в осознании того, что четырехмерный пространственно-временной конти
нуум теории относительности по своим основным формальным свойствам 
глубоко родствен трехмерному континууму эвклидовой геометрии14. 
Для полного выявления этого родства необходимо вместо обычной времен
ной координаты £ ввести пропорциональную ей мнимую величину]/— 1 с£. 
Но тогда законы природы, удовлетворяющие требованиям (специальной) 
теории относительности, принимают такую математическую форму, в ко
торой временная координата играет точно такую же роль, как и три про
странственные координаты. Формально эти четыре координаты совершенно 
точно соответствуют трем пространственным координатам эвклидовой 
геометрии. Даже нематематику должно быть ясно, что благодаря этому 
чисто формальному положению теория относительности чрезвычайно вы
играла в наглядности и стройности.

Эти краткие указания дают читателю лишь смутное представление о 
важных мыслях Минковского, без которых общая теория относительности, 
основные положения которой излагаются ниже, быть может, оставалась 
бы в зачаточном состоянии. Но более глубокое усвоение этого материала, 
несомненно, трудного для читателя без математической подготовки, не 
является необходимым для понимания как специальной, так и общей тео
рии относительности; поэтому мы оставим здесь изложение этого вопроса 
и снова вернемся к нему лишь на последних страницах этой работы.

Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я  

ОБ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

§ 18. Специальный и общий принцип относительности
Основным тезисом, вокруг которого развивалось все предшествующее 

изложение, был с п е ц и а л ь н ы й  принцип относительности, т. е. 
принцип физической относительности всякого р а в н о м е р н о г о  дви
жения. Тщательно проанализируем еще раз его содержание.

Всегда признавалось, что всякое движение по определению должно 
мыслиться как о т н о с и т е л ь н о е  движение. В неоднократно исполь-

14 Ср. несколько более подробное изложение этого вопроса в Приложении II.
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зовавшемся нами примере с полотном железной дороги и вагоном можно, 
например, с одинаковым правом говорить о движении в двух формах:

а) вагон движется относительно полотна железной дороги;
б) полотно железной дороги движется относительно вагона.
В случае «а» телом отсчета служит полотно дороги, а в случае «б» — 

вагон. При простом констатировании или описании движения принципи
ально безразлично, к какому телу отсчета относится движение. Это утвер
ждение, как мы уже говорили, очевидно само собой и его не следует сме
шивать с более глубоким утверждением, которое мы назвали «принципом 
относительности» и положили в основу наших исследований.

Примененный нами принцип утверждает не только то, что для опи
сания любого события в качестве тела отсчета можно выбрать как вагон, 
так и полотно дороги (это также очевидно). Он утверждает значитель
но большее: если общие законы природы формулировать в том виде, 
как они получаются из опыта, пользуясь в качестве тела отсчета: а) 
полотном железной дороги, б) вагоном, то эти общие законы природы 
(например, законы механики или закон распространения света в пустоте) 
будут совершенно одинаковыми в обоих случаях. Это можно выразить 
также следующим образом: для ф и з и ч е с к о г о  описания процессов 
природы ни одно из тел отсчета К, К '  не выделено среди других. Это 
последнее положение не обязано быть справедливым априори; оно не со
держится в понятиях «движение» и «тело отсчета» и не выводится из них; 
вопрос о его справедливости может быть решен только о п ы т о м .

Однако до сих пор мы не утверждали равноценности в с е х  тел отсче
та К  в отношении формулирования законов природы. Наш путь был сле
дующим. Мы исходили прежде всего из предположения о существовании 
тела отсчета К ,  движущегося таким образом, что по отношению к К  при
меним основной закон Галилея: материальная точка, предоставленная 
самой себе и достаточно удаленная от других материальных точек, дви
жется равномерно и прямолинейно. По отношению к К  ( г а л и л е е в о  
тело отсчета) законы природы должны выражаться возможно проще. Но 
кроме К , все тела отсчета К ' , которые движутся относительно / ^ п р я 
м о л и н е й н о ,  р а в н о м е р н о  и б е з  в р а щ е н и я ,  совер
шенно эквивалентный при формулировании законов природы;все эти тела 
отсчета можно рассматривать как г а л и л е е в ы .  Справедливость прин
ципа относительности предполагалась только для этих, но не для других 
(иначе движущихся) тел отсчета. В этом смысле мы говорим о с п е ц и 
а л ь н о м  принципе относительности или о специальной теории отно
сительности.

В противоположность этому под «общим принципом относительности» 
мы подразумеваем утверждение, что все тела отсчета и т. д. экви
валентны в отношении описания природы (формулирования общих зако
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нов природы), каким бы ни было их состояние движения. Заметим здесь 
же, что эта формулировка должна быть позднее заменена другой, более 
абстрактной, по причинам, которые выяснятся позже.

После того как введенный специальный принцип относительности на
шел оправдание на опыте, всякому, кто стремится к обобщению, может 
показаться заманчивым сделать шаг и к общему принципу относитель
ности. Но одно простое и, на первый взгляд, совершенно бесспорное 
соображение как будто обрекает подобную попытку на неудачу. Пусть 
читатель представит себе, что он находится в столь часто упоминавшемся 
нами равномерно движущемся вагоне железной дороги. Пока вагон дви
жется равномерно, пассажир совершенно не замечает движения. Отсюда 
следует, что пассажир может без особого труда интерпретировать это 
событие таким образом, будто вагон покоится, а движется полотно доро
ги. Впрочем, с точки зрения специального принципа относительности эта 
интерпретация полностью оправдывается и с физической точки зрения.

Однако, если движение вагона становится неравномерным, например 
при сильном торможении вагона, то пассажир испытывает сильный толчок 
вперед. Ускорение вагона проявляется в механическом движении тел по 
отношению к нему; механическая картина здесь иная, чем в предшес
твующем случае, и поэтому представляется невозможным, чтобы одина
ковые механические законы были справедливы как относительно нерав
номерно движущегося вагона, так и по отношению к покоящемуся или 
равномерно движущемуся вагону. Во всяком случае ясно, что в отноше
нии неравномерно движущегося вагона основной закон Галилея не 
выполняется. Поэтому сначала мы чувствуем себя вынужденными, воп
реки общему принципу относительности, приписать неравномерному дви
жению некоторого рода абсолютную физическую реальность. Однако 
мы скоро увидим, что этот вывод неоснователен.

§ 19. Поле тяготения
На вопрос: «Почему камень, который мы поднимаем и затем выпускаем 

из рук, падает на землю?» — обычно отвечают: «Потому что его притяги
вает Земля». Современная физика формулирует ответ несколько иначе по 
следующей причине. Более точное исследование электромагнитных явле
ний показало, что непосредственное действие на расстоянии не имеет 
места. Например, в случае притяжения магнитом куска железа нельзя 
удовлетворяться представлением, что магнит действует на железо непос
редственно через пустое пространство между ними; согласно Фарадею, 
магнит вызывает появление в окружающем пространстве некоторой физи
ческой реальности, называемой «магнитным полем». В свою очередь это
36 А .  Э й н ш тей н , т о м  I  561
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магнитное поле воздействует на кусок железа, так, что он стремится дви
гаться к магниту. Мы не будем обсуждать здесь законность этого, не
сколько произвольного, вспомогательного представления. Заметим лишь, 
что с его помощью можно дать значительно более удовлетворительное тео
ретическое описание электромагнитных явлений и в особенности распрост
ранения электромагнитных волн, чем без этого представления. Ана
логичным образом истолковывается и действие тяготения.

Воздействие Земли на камень происходит не непосредственно. Земля 
создает в окружающем пространстве поле тяготения. Последнее действует 
на камень и вызывает его падение. Как показывает опыт, действующая на 
камень сила уменьшается с расстоянием от Земли по вполне определен
ному закону. Согласно нашему толкованию, это означает: закон, управ
ляющий пространственными свойствами поля тяготения, должен быть 
вполне определенным, чтобы правильно описывать убывание силы тяготе
ния с увеличением расстояния между взаимодействующими телами. Пред
ставим себе, что тело (например, Земля) в непосредственной близости от 
себя создает поле; величина и направление поля на большем, растоянии 
определяются отсюда законом, регулирующим пространственнее свойства 
полей тяготения.

В противоположность электрическому и магнитному полю, поле 
тяготения обладает одним в высшей степени замечательным свойством, 
имеющим фундаментальное значение для дальнейшего. Тела, которые 
движутся исключительно под действием поля тяжести, испытывают 
ускорение, н е з а в и с я щ е е  н и  о т  м а т е р и а л а ,  ни  от  ф и з и ч е 
с к о г о  С о с т о я н и я  т е л а .  Например, кусок свинца и кусок де
рева падают в поле тяжести (в безвоздушном пространстве) в точности 
одинаково, если они имеют одинаковую, в частности равную нулю, нача
льную скорость. Этот исключительно точно выполняющийся закон можно 
также формулировать иначе на основе следующих соображений.

Согласно закону движения Ньютона,
(Сила) =  (Инертная масса) X (Ускорение),

где «инертная масса» представляет собой характерную постоянную уско
ряемого тела. С другой стороны, если силой, вызывающей ускорение, 
является тяжесть, то

(Сила) =  (Тяжелая масса)X(Напряженность поля тяжести),

где «тяжелая масса» также представляет собой постоянную, характеризу
ющую тело. Из этих соотношений следует:

елт . (Тяжелая масса)
(Ускорение) =  “("Инертная масса) Х (НапРяженность подя тяжести).
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Если, как показывает опыт, в заданном поле тяжести ускорение не за
висит от природы и состояния тела, то и отношение тяжелой массы к инер
тной, равным образом, должно быть одинаковым для всех тел. Следова
тельно, это отношение при надлежащем выборе единиц можно положить 
равным единице. Тогда можно выдвинуть следующее положение: т я- 
ж е л а я  и и н е р т н а я  массы тела равны.

До настоящего времени механика констатировала, но не и с т о л к о- 
в ы в а л а  это важное положение. Удовлетворительное истолкование 
можно дать в следующей форме: в зависимости от обстоятельств о д н о  
и т о ж е  качество тела проявляется либо как «инерция», либо как «тя
жесть». В какой мере это оправдывается в действительности и как связан 
этот вопрос с общим постулатом относительности, будет показано в после
дующих параграфах.

§ 2 0 . Р а вен ство  инертной и тяж елой  массг.л 
к а к  ар гум ен т  

в  п о л ьзу  общ его п о сту л а т а  относительности

Представим себе обширную область пустого мирового пространства, 
настолько удаленную от звезд и значительных масс, что со значительной 
степенью точности осуществляется случай, предусмотренный основным 
законом Галилея. Тогда для этой части мира можно выбрать г а л и л е 
е в с к о е  тело отсчета, относительно которого покоящиеся точки оста
ются в покое, а движущиеся — в состоянии прямолинейного и равномер
ного движения. В качестве тела отсчета представим себе обширный ящик 
в виде комнаты; в нем находится наблюдатель, снабженный необходимы
ми приборами. Для него, естественно, тяжесть не существует. Он должен 
прикрепить себя к полу веревками, чтобы от малейшего удара о пол не 
всплывать медленно к потолку комнаты.

Пусть в центре крышки ящика с наружной стороны прикреплен 
трос, за который какое-то существо начинает тянуть ящик с постоян
ной силой. Тогда ящик с наблюдателем будет двигаться равномерно уско
ренно «вверх». Его скорость с течением времени будет возрастать до фан
тастической величины, если наблюдать с другого тела отсчета, которое 
уже никто не тянет.

Как же судит об этом явлении человек, находящийся в ящике? Уско
рение ящика передается ему давлением со стороны пола. Следовательно, 
он будет воспринимать это давление своими ногами, если только не захо
чет прийти в соприкосновение с полом всем своим телом. При этом он сто
ит в ящике совершенно так же, как и в комнате своего дома на Земле.Ес
ли он выпускает из рук некоторое тело, то этому телу уже не будет
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передаваться ускорение ящика; поэтому оно будет приближаться к полу 
ящика с ускорением относительно последнего. Далее наблюдатель убедится, 
что у с к о р е н и е  т е л а  о т н о с и т е л ь н о  п о л а  я щ и к а  
в с е г д а  о д и н а к о в о ,  с к а к и м  б ы  т е л о м  н и  п р о и з 
в о д и л с я  о п ы т .

Итак, человек в ящике, основываясь на своих сведениях о поле тя
жести в том виде, как мы изложили их в последнем параграфе, придет к 
выводу, что он вместе с ящиком находится в постоянном во времени поле 
тяжести. Правда, какое-то время он будет удивлен тем, что сам ящик не 
падает в этом поле тяжести. Но затем он обнаружит в центре крышки 
крюк с прикрепленным к последнему натянутым тросом и придет к выво
ду, что ящик подвешен и покоится в поле тяжести.

Можем ли мы посмеяться над этим человеком и сказать, что его пред
положение ошибочно? Думаю, что мы не вправе поступить так, если хо
тим оставаться последовательными; мы должны также признать, что его 
предположение не содержит ни логических противоречий, ни противоречий 
с известными законами механики. Мы можем рассматривать^ ящик покоя
щимся, если даже он движется ускоренно относительно упомянутого выше 
« г а л и л е е в с к о г о  пространства». Следовательно, мы имеем доста
точное основание распространить принцип относительности на тела от
счета, движущиеся ускоренно одно относительно другого; таким путем 
мы получаем сильный аргумент в пользу обобщенного постулата относи
тельности.

Следует учесть, что возможность такого понимания основывается на 
фундаментальном свойстве поля тяжести сообщать всем телам одно и то 
же ускорение или, иными словами, на равенство инертной и тяжелоьь масс. 
Если бы этот закон природы не существовал, человек в движущемся с уско
рением ящике не мог бы объяснить поведение окружающих его тел с помо
щью предположения о существовании поля тяжести и никакой опыт не 
давал бы ему основания считать, что его тело отсчета «находится в сос
тоянии покоя».

Пусть человек в ящике прикрепил внутри ящика к его крышке веревку 
и к свободному концу ее привязал какое-либо тело. Под действием послед
него веревка будет натянута в «вертикальном» направлении. Мы ставим 
вопрос о причине натяжения веревки. Человек в ящике скажет: «Подве
шенное тело испытывает действие силы тяжести, направленной вниз и 
уравновешиваемой натяжением веревки; то  ̂ чем определяется натяже
ние веревки, это т я ж е л а я  м а с с а  подвешенного тела». Но, с другой 
стороны, наблюдатель, который свободно парит в пространстве, так объя
снит натяжение веревки: «Веревка ускоренно движется вместе с ящиком 
и передает это ускорение прикрепленному к нему телу. Величина натя
жения веревки такова, что она сообщает данное ускорение телу. Величина
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натяжения веревки определяется и н е р т н о й  м а с с о й  тела». Из 
этого примера видно, что из нашего обобщения принципа относительности 
с необходимостью следует положение о равенстве инертной и весомой 
масс. Тем самым мы получаем физическую интерпретацию этого положения.

Рассмотрение явлений в ускоренно движущемся ящике показывает, 
что общая теория относительности должна привести к важным выводам 
о законах тяготения. Фактически последовательное проведение идеи об
щего принципа относительности привело к законам, которым удовлетво
ряет поле тяготения. Однако я здесь же должен предостеречь читателя от 
одного недоразумения, которое легко может возникнуть при этих рассуж
дениях. Для человека в ящике существует поле тяготения, в то время 
как для первоначально выбранной системы координат таковое не суще
ствует. В связи с этим можно подумать, что существование поля тяготе
ния всегда является лишь кажущимся. Можно также подумать, что в 
любом поле тяготения всегда можно выбрать такое другое тело отсчета, 
относительно которого никакого поля тяготения не существует. Однако 
это возможно отнюдь не для всех полей тяготения, но лишь для полей 
весьма специальной структуры. Так, например, невозможно выбрать та
кое тело отсчета, чтобы при наблюдении с него поле тяготения Земли (на 
всем его протяжении) исчезало.

Теперь мы видим, почему неубедителен аргумент против общего прин
ципа относительности, приведенный в конце § 18. Конечно, совершенно 
правильно, что наблюдатель, находящийся в заторможенном железнодо
рожном вагоне, вследствие торможения испытывает толчок вперед и тем 
самым замечает неравномерность движения (ускорение) вагона. Но ничто 
не заставляет его объяснять этот толчок «истинным» ускорением вагона. 
Свое ощущение он может интерпретировать иначе: «Мое тело отсчета (ва
гон) продолжительное время остается в состоянии покоя. Но в вагоне 
(в течение времени торможения) действует поле тяжести, направленное впе
ред по движению и меняющееся во времени. Под влиянием этого поля 
железнодорожное полотно вместе с Землей движется неравномерно, так 
что его первоначальная, направленная назад скорость постоянно умень
шается. Именно это поле тяжести и дает толчок, который испытывает 
наблюдатель».

§ 2 1 . Н а ск о л ьк о  н еп ол н ы  осн овы  классической м еханики  
и специальной теории относительности ?

Уже неоднократно упоминалось, что классическая механика исходит 
из следующего положения: материальные точки, достаточно удаленные 
от других материальных точек, движутся прямолинейно и равномерно 
или же находятся в состоянии покоя. Мы также неоднократно указывали,
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что этот основной закон выполняется лишь для тел отсчета К , находящих
ся в определенном состоянии движения, а именно движущихся равномер
но и прямолинейно относительно друг друга. По отношению к другим 
телам отсчета это положение несправедливо. Как в классической меха
нике, так и в специальной теории относительности различают тела отсчета 
К , относительно которых законы природы выполняются, и тела отсчета К, 
относительно которых законы природы не выполняются.

Но такое положение вещей не может удовлетворить последовательно 
мыслящего человека. Он задает вопрос: «Каким образом возможно такое 
положение, что определенные тела отсчета (или их состояния движения) 
отличаются от других тел отсчета (или их состояний движения)? К а к о е  
о с н о в а н и е  д л я  т а к о г о  п р е д п о ч т е н и  я?». Чтобы ясно 
показать, что я подразумеваю под этим вопросом, воспользуюсь таким 
сравнением.

Я стою перед газовой плитой. На ней поставлены рядом два совершенно 
одинаковых чайника. Оба они до половины наполнены водой. Я замечаю, 
что из одного непрерывно поднимается пар, а из другого нет. Я удивлен 
этим больше, чем зрелищем газовой плиты и чайников, хотя бы ранее мне 
никогда не приходилось их видеть. Но если я замечаю, что под первым 
чайником светится нечто голубое, а под другим нет, то мое удивление 
исчезает, если даже я никогда не видел газового пламени. Я могу лишь 
сказать, что это нечто голубоватое вызывает (или, по крайней мере, м о- 
ж е т б ы т ь  вызывает) возникновение пара. Однако, если я не заме
чаю это^о нечто голубоватого ни под одним из чайников, и в то же время 
вижу, что в одном из них вода непрерывно кипит, а в другом нет, то я 
останусь удивленным и неудовлетворенным до тех пор, пока не открою 
какого-либо обстоятельства, на которое я могу возложить ответственность 
за различное поведение обоих чайников.

Аналогично, тщетно было бы искать в классической механике (а так
же в специальной теории относительности) то реальное нечто, к которому 
можно было бы свести различное поведение тел относительно систем от
счета К  и К ' 15. Это возражение предвидел уже Ньютон, который тщетно 
стремился ослабить его. Однако яснее всего его понял Э. Мах, который 
выдвинул требование, чтобы механика была построена на новом основа
нии. Этого возражения может избежать только физика, основанная на 
общем принципе относительности. Уравнения такой теории справедливы для 
любого тела отсчета, в каком бы состоянии движения оно ни находилось.

15 Это возражение приобретает особое значение в том случае, когда состояние 
движения тела отсчета таково, что для своего сохранения оно не нуждается 
во внешнем воздействии, например, в случае равномерного вращения тела от
счета.
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§ 2 2 . Н екоторы е в ы в о д ы  
из общ его пр и н ц и па отн осительности

Рассуждения в § 20 показывают, что общий принцип относительности 
дает нам возможность вывести чисто теоретическим путем свойства гра
витационного поля. Именно, пусть нам известно пространственно-времен
ное развитие какого-либо естественного процесса, происходящего в гали
леевом пространстве относительно галилеева тела отсчета К. Тогда посред
ством чисто теоретических операций, т. е. лишь с помощью вычислений, 
можно найти, как будет протекать этот процесс относительно тела отсчета 
К 'д в и ж ущ егося  с ускорением относительно К. Но так как относитель
но этого нового тела отсчета К '  существует гравитационное поле, то 
таким путем мы найдем, как влияет гравитационное поле на изучаемый 
процесс.

Мы узнаем, например, что тело, движущееся относительно К  прямо
линейно и равномерно (в соответствии с законом Галилея), относительно 
ускоренно движущегося тела отсчета К '  (ящика) совершает ускоренное, 
вообще говоря, криволинейное движение. Это ускорение и кривизна 
соответствуют влиянию на движущееся тело гравитационного поля, су
ществующего относительно К '.  Такое влияние гравитационного поля на 
движение тел известно, так что эти рассуждения не вносят ничего прин
ципиально нового.

Однако получается новый фундаментальный результат,, если провести 
соответствующее рассуждение применительно к световому лучу. Свет 
распространяется относительно галилеевского тела отсчета К  по пря
мой линии со скоростью с. Относительно же движущегося с ускорением 
ящика (тело отсчета К ’) путь того же светового луча, как легко показать, 
уже не будет представлять собой прямую линию. Отсюда следует заклю
чить, что в г р а в и т а ц и о н н ы х  п о л я х  с в е т о в ы е  л у ч и  р а с 
п р о с т р а н я ю т с я ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  по  к р и в о л и н е й н о м у  
п у т и .  Этот вывод важен в двух отношениях.

Во-первых, этот вывод можно проверить экспериментально. Хотя 
при ближайшем рассмотрении оказывается, что искривление световых 
лучей, согласно общей теории относительности, крайне незначительно 
для гравитационных полей, доступных нашему опыту, тем не менее для 
световых лучей, проходящих вблизи Солнца, искривление должно состав
лять 1,7 угловых секунд. Это должно было бы проявляться в том, что 
неподвижные звезды, видимые вблизи Солнца при полных солнечных зат
мениях, казались бы смещенными на указанную величину по сравнению 
с тем положением, которое они занимают в том случае, когда Солнце на
ходится в другом месте неба. Проверка правильности этого вывода
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представляет собой задачу чрезвычайной важности и мы надеемся на 
скорое решение ее астрономами16.

Во-вторых, этот вывод показывает, что закон постоянства скорости 
света в пустоте, представляющий собой одну из двух основных предпосы
лок специальной теории относительности, не может, согласно общей тео
рии относительности, претендовать на неограниченную применимость. 
Изменение направления световых лучей может появиться лишь в том слу
чае, если скорость распространения света меняется в зависимости от места. 
Можно было бы думать, что вследствие этого вывода становится несо
стоятельной специальная теория относительности, а вместе с ней и теория 
относительности вообще. На самом же деле это не так. Можно лишь 
заключить, что специальная теория относительности не может претендо
вать на неограниченную применимость; ее результаты применимы лишь 
до тех пор, пока можно не учитывать влияние гравитационного поля 
на физические явления (например, световые).

Поскольку противники теории относительности часто утверждали, 
что общая теория относительности опровергает специальную теорию 
относительности, для разъяснения действительного положения вещей 
обратимся к сравнению. До установления электродинамики законы элект
ростатики считались просто законами электрических явлений. Теперь мы 
знаем, что электростатика может дать правильное описание электриче
ского поля лишь в том никогда строго не реализующемся случае, когда 
электрические массы покоятся относительно друг друга и относительно 
системы координат. Опровергается ли тогда электростатика электроди
намическими уравнениями Максвелла? Никоим образом! Электростатика 
содержится в электродинамике в качестве предельного случая; законы 
электродинамики приводят непосредственно к электростатике в случае 
полей, независящих от времени. Лучший удел физической теории состоит 
в том, чтобы указывать путь создания новой более общей теории, в рамках 
которой она сама остается предельным случаем.

В только что приведенном примере распространения света мы видели, 
что общий принцип относительности дает нам возможность теоретически 
определить влияние поля тяготения на течение процессов, законы ко
торых в отсутствие поля тяготения уже известны. Однако наиболее увле
кательной задачей, ключ к решению которой дает общий принцип отно
сительности, является отыскание закона, которому подчиняется само 
гравитационное поле. Здесь дело заключается в следующем.

18 Существование требуемого теорией отклонения света было экспериментально 
установлено во время солнечного затмения 29 мая 1919 г. двумя английскими 
экспедициями Королевского и Королевского астрономического обществ под 
руководством астрономов Эддингтона и Кроммелина. (См. Приложение III.)
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Мы знаем пространственно-временные области, которые при соот
ветствующем выборе тела отсчета обладают (приблизительно) «галилеев
скими» свойствами, т. е. области, в которых гравитационные поля отсут
ствуют. Если такую область мы отнесем теперь к любому движущемуся 
телу отсчета К ' , то относительно К ’ будем иметь переменное во времени и 
пространстве гравитационное поле17. Свойства этого поля зависят, оче
видно, от того, каким мы выберем движение тела отсчета К'. Общий за
кон гравитационного поля должен, согласно общей теории относитель
ности, выполняться для всех получаемых таким образом гравита
ционных полей. Хотя отнюдь не все гравитационные поля могут быть 
созданы таким путем, все же можно надеяться вывести из этих специаль
ного типа гравитационных полей общий закон гравитации. Эта надежда 
блестяще оправдалась! Но между ясным пониманием этой цели и ее дей
ствительным осуществлением остается преодолеть еще одну серьез
ную трудность, о которой я не могу умолчать перед читателем, так как 
она связана с существом вопроса. Нам необходимо еще раз углубить по
нятие пространственно-временного континуума.

§ 23. Поведение часов и масштабов 
на вращающихся телах отсчета

До сих пор я умышленно не говорил о физической интерпретации про
странственных и временных отсчетов в случае общей теории относитель
ности. Тем самым я допустил некоторую небрежность, которая, как мы 
знаем из специальной теории относительности, никоим образом не являет
ся несущественной и простительной. Теперь весьма своевременно воспол
нить этот пробел; однако замечу, что это потребует от читателя терпения 
и способности к абстрактному мышлению.

Мы опять исходим из много раз использованных, но весьма частных 
примеров. Рассмотрим пространственно-временную область, в которой 
относительно тела отсчета К , движущегося соответствующим образом,, 
не существует никакого гравитационного поля; тогда К  в отношении дан
ной области является галилеевым телом отсчета, и к нему применимы 
выводы специальной теории относительности. Отнесем ту же область 
ко второму телу отсчета К ' , равномерно вращающемуся относительно К. 
Для того чтобы картину сделать наглядной, представим себе К' в виде* 
плоского диска, равномерно вращающегося вокруг оси, перпендику
лярной его плоскости и проходящей через его центр. Наблюдатель, ко
торый сидит не в самом центре диска К', подвергается действию силыг

17 Это следует из обобщения рассуждений в § 20.
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направленной радиально от центра; наблюдатель, находящийся в покое 
относительно первого тела отсчета К , будет считать эту силу действием инер
ции (центробежной силой). Пусть, однако, наблюдатель, находящийся на 
диске, рассматривает этот диск как «покоящееся» тело отсчета; он вправе 
это сделать на основании общего принципа относительности. Силу, кото
рая действует на него и вообще на тела, покоящиеся относительно диска 
К ' , он считает действием гравитационного поля. Правда, пространствен
ное распределение этого поля тяжести не может быть согласовано с зако
ном тяготения Ньютона18. Но наблюдатель убежден в справедливости 
общего принципа относительности и это его не смущает; он справедливо 
надеется, что можно установить такой общий закон тяготения, который 
правильно объяснит не только движение созвездий, но и наблюдаемое им 
силовое поле.

Наблюдатель, находясь на диске, производит эксперименты с часами 
и измерительными стержнями, стремясь на основании своих наблюдений 
дать точное определение временным и пространственным отсчетам отно
сительно диска К ’ . Какие при этом эксперименты он будет производить?

Прежде всего наблюдатель поместит двое одинаковых часов: одни — 
в центре диска, другие — на его периферии, так что и те и другие покоят
ся относительно диска. Сначала мы спросим, одинаково ли будут идти эти 
двое часов с точки зрения невращающегося галилеева тела отсчета К. 
Относительно этого тела часы, находящиеся в центре, покоятся, тогда 
как часы, расположенные на периферии, движутся вследствие вращения 
относительно К. Поэтому, согласно одному из выводов § 12, часы на пе
риферии, с точки зрения тела отсчета ./£, будут идти медленнее, чем часы 
в центре диска. То же самое, очевидно, должен был бы констатировать 
и человек на диске, если мы представим его сидящим почти в центре дис
ка, вблизи соответствующих часов. Следовательно, на таком диске и во
обще во всяком гравитационном поле часы будут идти быстрее или медлен
нее, в зависимости от места, где они расположены (покоятся). Таким 
образом, разумное определение времени с помощью часов, неподвижных 
относительно тела отсчета, невозможно. Подобная же трудность возникает 
и при попытке применить здесь ранее данное нами определение одновре
менности, но я не буду подробно останавливаться на этом.

Но в данном случае и определение пространственных координат 
с самого начала встречает непреодолимые трудности. Именно, если на
блюдатель, движущийся вместе с диском, приложит свой единичный 
масштаб (линейку, длина которой очень мала, по сравнению с радиусом 
диска) по касательной к внешнему краю и диска, то этот масштаб, с точки

18 Поле обращается в нуль в центре диска и растет к периферии пропорционально 
расстоянию от центра.
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зрения галилеевой, системы будет короче единицы длины, так как, согласно 
§ 12, движущиеся тела испытывают сокращение в направлении движения. 
Если же масштаб приложить в направлении радиуса диска, то он, с точки 
зрения К , не сокращается. Следовательно, если наблюдатель измерит 
своим масштабом сначала длину окружности диска, а затем его диаметр, 
и разделит первый результат измерения на второй, то получит для отношения 
не общеизвестное число я =  3,14..., а большее число19; в то же время, если 
сам диск покоится относительно К, то мы должны при этой операции полу
чить в точности число я. Тем самым доказано, что положения геометрии Эв- 
клида не могут точно выполняться на вращающемся диске и, таким образом,, 
вообще в гравитационном поле по крайней мере в случае, когда масштабу 
во всех точках и при всех ориентациях приписывается длина, равная еди
нице. При этом понятие прямой также теряет свой смысл. Поэтому мы не 
можем точно определить координаты х , у , г относительно диска с помощью 
метода, использованного в специальной теории относительности. Но если 
не определены ни координаты, ни времена событий, то не имеют точного 
смысла и законы природы, в которые входят эти координаты.

Все это ставит под сомнение правильность изложенных выше рассуж
дений об общей относительности. На самом деле для точного применения 
общего принципа относительности требуется тонкий обходной путь. После
дующим изложением читатель должен быть подготовлен к нему.

§ 24. Эвклидов и неэвклидов континуум
Пусть передо мной поверхность мраморного стола. Я могу перейти 

от какой-либо точки поверхности к любой другой точке, переходя боль
шое число раз к «соседним» точкам, или, другими словами, переходя от 
точки к точке без «скачков». Читатель, по-видимому, достаточно ясно по
нимает (если только он не очень придирчив), что означает здесь понятие 
«соседний» и «скачки». Эту же мысль мы выражаем, утверждая, что по
верхность представляет собою континуум.

Теперь представим себе большое количество небольших по сравнению с 
размерами стола линеек одинаковой длины; это значит, что концы любой 
пары линеек совпадают при наложении. Расположим на поверхности сто
ла четыре линейки таким образом, чтобы они образовали четырехуголь
ник, диагонали которого равны между собой (квадрат).Чтобы обеспечить

19 Во всех этих рассуждениях в качестве тела отсчета следует применять галилееву 
(невращающуюся) систему К , так как выводы специальной теории относитель
ности справедливы лишь относительно К  (относительно же К'  существует гра
витационное поле).
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равенство диагоналей, мы пользуемся контрольной линейкой. К этому 
квадрату мы подстраиваем такие же квадраты, имеющие одну общую 
сторону с первым; таким же образом рядом с этими последними квадратами 
строим новые и т. д. В конце концов вся поверхность стола будет покрыта 
квадратами, причем каждая сторона является общей для двух квадратов 
и каждая вершина — для четырех квадратов.

То, что это можно сделать без больших трудностей,— истинное чудо! 
Достаточно только подумать о следующем. Если в некоторой вершине у н т  
сходятся три квадрата, то тем самым уже имеются две стороны четвертого 
квадрата. Этим уже полностью определено, как должны быть уложены 
остальные две стороны. Но.теперь я уже не могу составить четырехуголь
ник так, чтобы его диагонали были равны. Если они уже равны сами по 
себе, то это объясняется особо благоприятными свойствами стола и линеек, 
которым я могу только удивляться! С подобным чудом мы должны были 
сталкиваться неоднократно, если это построение нам удалось довести 
до конца. I

Если все это удалось действительно гладко, то можно утверждать, что 
точки поверхности стола образуют эвклидов континуум относительно ис
пользованных линеек в качестве отрезков. Взяв вершину одного из квад
ратов за «начальную точку», я могу охарактеризовать любую другую вер
шину одного из квадратов по отношению к начальной точке двумя числа
ми. Чтобы достигнуть рассматриваемой вершины квадрата, я должен ука
зать, сколько линеек я должен отложить «вправо» и сколько — «вверх» 
от начальной точки. Тогда эти два числа и будут представлять собой «де
картовы координаты» указанной вершины относительно определяемой 
уложенными линейками «декартовой системе координат».

То, что существуют случаи, когда подобный эксперимент не удается,, 
можно увидеть, несколько изменив этот мысленный эксперимент. Как 
известно, линейки должны «удлинняться» в зависимости от температуры. 
Пусть крышка стола нагрета в середине, а по краям остается ненагретой, 
причем любые две наши линейки по-прежнему могут быть совмещены 
друг с другом в любом месте стола. Но при этом наша конструкция иэ 
квадратов неизбежно должна расстроиться, так как линейки в середине 
стола удлинились, а линейки у краев стола — нет.

По отношению к нашим линейкам, определенным в качестве единиц 
длины, поверхность стола уже не будет эвклидовым континуумом, и мы 
уже не в состоянии непосредственно определить с ее помощью декартовы 
координаты, так как вышеописанное построение более невыполнимо. 
Однако имеются другие предметы, на которые температура стола влияет 
иначе, чем на наши линейки (или вовсе не влияет), и,следовательно, можно 
естественным путем сохранить представление о поверхности стола как об 
«эвклидовом континууме»; это может быть достигнуто удовлетворитель
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ным образом более тонким определением понятия измерения, т. е. сравне
ния отрезков.

Но если бы длина линеек любого рода, т. е. из любых материалов 
о д и н а к о в ы м  о б р а з о м  зависела от температуры на неодинаково 
нагретой поверхности стола, и если бы у нас не было другого средства 
установить влияние температуры, кроме геометрических свойств линеек 
при опытах, аналогичных описанному выше, то было бы целесообразно 
принять за единицу расстояние между двумя точками на поверхности сто
ла, если концы одной из наших линеек совпадают с этими точками. В са
мом деле, как можно было бы иначе определить отрезок без явного произ
вола? Однако в таком случае мы должны отказаться от метода декартовых 
координат и заменить его другим методом, который не предполагал бы 
применимости эвклидовой геометрии к твердым телам20. Читатель заме
чает, что описанное здесь положение соответствует тому, которое привело 
к общему принципу относительности (см. § 23).

§ 2 5 . Г а у с с о в ы  к о о р д и н а т ы

Аналитико-геометрический метод рассмотрения может быть, согласно 
Гауссу, описан следующим образом. Представим себе, что на поверхность 
стола нанесена система некоторых кривых (см. рис. 4), которые мы назовем 
и- кривыми и пронумеруем их какими-либо числами. На рис. 4 изображены 
кривые м =  1, в =  2 и в  =  3. Но между кривыми и — 1 и и =  2 следует 
представить себе бесконечно много кривых, которые соответствуют всем 
вещественным числам между 1 и 2. Тогда получается система и-кривых, 
которые бесконечно плотно покрывают всю поверхность стола. Ни одна 
кривая и не должна пересекать другую; через каждую точку поверхности 
стола проходит одна и только одна кривая. Тогда каждой точке поверхно

20 Математики формулируют нашу задачу следующим образом. Если в трехмер
ном эвклидовом метрическом пространстве дана некоторая поверхность, напри
мер эллипсоид, то на этой поверхности, так же как на плоскости, выполняется 
двумерная геометрия. Гаусс поставил перед собой задачу исследовать эту дву
мерную геометрию, не предполагая, что поверхность принадлежит эвклидову 
континууму трех измерений. Если на э т о й  п о в е р х н о с т и  осуществляются 
построения из жестких линеек (аналогичные описанному выше построению на 
поверхности стола), то для этих построений выполняются уже иные законы, 
отличные от законов эвклидовой геометрии на плоскости. Поверхность не 
будет эвклидовым континуумом в отношении линеек, и н а  п о в е р х н о с т и  
нельзя определить декартовы координаты. Гаусс показал, на каких принци
пах может быть основана трактовка геометрических соотношений на поверхно
сти, и тем самым указал путь к риманову методу исследования многомерных 
неэвклидовых континуумов. Таким образом, математиками уже давно решены 
формальные проблемы, к которым приводит общий принцип относительности.
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сти стола соответствует совершенно определенное значение и. Начертим 
на той же поверхности систему н-кривых, которые удовлетворяют тем 
же условиям и обозначены соответствующим образом числами, но также 
могут иметь произвольную форму. Тогда каждой точке поверхности стола 
соответствует одно значение и и одно значение и; эти два числа мы назо
вем координатами поверхности стола (гауссовы координаты). Например»

Рис.

точка Р  на рис. 3 имеет гауссовы координаты и — 3; V =  1. Тогда две со
седние точки Р  и Р '  на поверхности соответственно имеют координаты

и,  V
и

и +  с1и, V

где с1и и йн означают весьма малые числа. Расстояние между Р  и Р', из
меренное линейкой, также является весьма малым числом Тогда со
гласно Гауссу, мы имеем

йя2, =  +  2#12е?ийг; -\-gwdv'2,

где §и, § 12, §22 — величины, которые вполне определенным образом за
висят от и и V. Величины §и, § х% и §22 определяют поведение линеек по 
отношению к и-кривым и гнкривым, а следовательно, по отношению к по
верхности стола. Только в том случае, когда точки рассматриваемой по
верхности образуют эвклидов континуум (по отношению к измеритель
ным линейкам), можно начертить и-кривые и н-кривые и приписать им 
числа таким образом, что

с£$2 =  с£к2 +  йг;2.
В этом случае и-кривые и гнкривые становятся прямыми линиями в 
смысле эвклидовой геометрии, причем перпендикулярными друг другу. 
Здесь гауссовы координаты являются просто декартовыми координатами. 
Гауссовы координаты, очевидно, и естр сопоставление точке рассматривае
мой поверхности пары чисел, причем такое, что очень мало различающим
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ся численным значениям однозначно соответствуют соседние точки в про
странстве.

Это рассуждение применимо прежде всего к двумерному континууму. 
Но метод Гаусса может быть применен также к континууму трех, четырех 
и более измерений. Если, например, имеется четырехмерный континуум, 
мы можем представить его следующим образом. Каждой точке континуума 
мы произвольно ставим в соответствие четыре числа хг, х2, #3, х4, которые 
называются «координатами». Соседние точки соответствуют соседним зна
чениям координат. Если соседним точкам Р  и Р' сопоставлено расстояние 
йэ, измеренное и вполне определенное с физической точки зрения, то вы
полняется следующая формула:

=  § 1 1 & Х х  “Г  2 g 12r f x 1r fЖ2 - { - • • • - { -  ^ 4 4 ^ 4 ,

где величины gn  и т. д. имеют значения, которые изменяются от точки к 
точке в континууме. Лишь в том случае, когда континуум является эв
клидовым, координаты Хх, х2, х3, х4 можно связать с точками континуума 
так, что мы получаем формулу

Йя2 =  й х \  +  с1х 2 +  с1х з +  с1х
Тогда в четырехмерном континууме выполняются соотношения, ко
торые аналогичны соотношениям, справедливым для измерений в трех
мерном пространстве.

Правда, приведенная выше гауссовская трактовка с£?2 не всегда возмож
на; она возможна лишь в том случае, когда достаточно малые области рас
сматриваемого континуума можно считать эвклидовыми континуумами. 
Например, это осуществляется, очевидно, в случае неравномерно нагретой 
доски стола, температура которой изменяется в зависимости от места. Тем
пература малой части доски стола практически постоянна, и таким образом 
геометрические свойства линеек п о ч т и  такие, какими они должны быть 
в соответствии с правилами эвклидовой геометрии. Следовательно, ука
занные в предыдущем параграфе затруднения в построении квадратов 
не проявятся четко до тех пор, пока это построение не распространено на 
значительную часть поверхности стола.

Резюмируя, мы можем сказать следующее: Гаусс предложил ме
тод математического описания любого континуума, в котором определены 
метрические соотношения («расстояния» между соседними точками). Каж
дой точке континуума приписывается столько чисел (гауссовых коорди
нат), сколько измерений имеет континуум. Способ приписания выбран 
таким, чтобы он был однозначным и чтобы соседним точкам соответствова
ли числа (гауссовы координаты), отличающиеся на бесконечно малую 
величину. Гауссова система координат является логическим обобщением 
декартовой. Она применима также и к неэвклидовым континуумам, но
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лиш ь тогда, когда малые по отношению к определенному размеру («рассто
янию») части рассматриваемого континуума тем более похожи на эвклидов 
континуум, чем меньше рассматриваемая часть континуума.

§ 26. Пространственно-временной континуум 
специальной теории относительности 

как эвклидов континуум
Теперь мы можем несколько точнее сформулировать мысль Минков- 

ского, которая лишь в общих чертах намечена в § 17. Согласно специаль
ной теории относительности, преимущества для описания четырехмерного 
пространственно-временного континуума дают определенные системы ко
ординат. Мы назвали их «галилеевыми системами координат». Для этих 
систем четыре координаты х, у , г, t, которые определяют некоторое собы
тие, или, иначе говоря, точку четырехмерного континуума, физически опре
деляются простым путем, подробно описанным в первой части настоящей 
работы. Для перехода от одной галилеевой системы к другой, движущейся 
равномерно относительно первой, применимы уравнения преобразования 
Лоренца. Последние служат основой для вывода следствий специальной 
теории относительности и представляют собой не что иное как выраже
ние универсальной применимости закона распространения света для всех 
галилеевых систем отсчета.

Минковский нашел, что преобразования Лоренца удовлетворяют сле
дующим простым условиям. Рассмотрим два соседних события, взаимное 
положение которых в четырехмерном континууме по отношению к гали- 
леевому телу отсчета К  определяется разностями Ах, Ау, Аг простран
ственных координат и разностью &  времени. По отношению ко второй га
лилеевой системе отсчета мы будем предполагать, что соответствующие 
разности для этих двух событий есть Ах', Ау', Аъ', АА. Тогда для этих ве
личин всегда выполняется следующее условие21:

Ах1 - р  Ау2 - р  Аг2 —  сЧР  =  Ах'2 -Р Ау'2 - р  Ач'2 —  с2АА2.
Из этого условия следует справедливость преобразования Лоренца. 

Это можно выразить следующим образом. Величина
Аб2 =  Ах2 -р Ау2 -Р Аг2 —  с2с?£2,

которая относится к двум соседним точкам четырехмерного пространст
венно-временного континуума, имеет одно и то же значение для всех

21 См. Приложения I и II. Выведенные там соотношения (11а) и (12) для самих 
координат справедливы также для р а з н о с т е й  координат, а следователь
но и для дифференциалов координат (бесконечно малых разностей).
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выбранных (галилеевых) тел отсчета. Если мы заменим х, у, г, У  1 щ
соответственно на XI, Х2, х3, х4, то в результате получим, что выражение

бй 2 =  (1х 1 +  с!х% +  <1х\ +

не зависит от выбора тела отсчета. Величину б^мы называем «расстоянием» 
между двумя событиями или точками четырехмерного континуума.

Итак, если мы выбрали в качестве временной переменной мнимую вели
чину У — 1 с£ вместо вещественной величины £, мы можем рассматривать 
пространственно-временной континуум — согласно специальной теории 
относительности — как «эвклидов» четырехмерный континуум; этот ре
зультат следует из последнего параграфа.

§ 27. Пространственно-временной континуум 
общей теории относительности 

не является эвклидовым
В первой части этой работы мы имели возможность пользоваться 

пространственно-временными координатами, которые допускали непо
средственную простую физическую интерпретацию и которые могли, 
согласно § 26, рассматриваться как четырехмерные декартовы координаты. 
Эта возможность следовала из закона постоянства скорости света. Но, 
согласно § 21, в общей теории относительности этот закон уже не справед
лив. Наоборот, мы пришли к выводу, что, согласно последней, скорость 
света всегда должна зависеть от координат, если присутствует гравита
ционное поле. В связи со специальным примером в § 23 мы нашли, что гра
витационное поле делает невозможным то определение координат и вре
мени, которое привело нас к цели в специальной теории относительности.

Из этих соображений мы приходим к убеждению, что, согласно общему 
принципу относительности, пространственно-временной континуум не 
может рассматриваться как эвклидов и что здесь мы встречаемся с об
щим случаем, с которым мы познакомились на примере двумерного кон
тинуума неравномерно нагретой доски стола. Так же, как в указанном 
примере было невозможно построить декартову систему координат из оди
наковых линеек, здесь невозможно построить из твердых тел и часов 
такую систему (тело отсчета), чтобы линейки и часы, закрепленные 
жестко по отношению друг к другу, непосредственно указывали бы 
положение и время. В этом состоит сущность той трудности, с которой 
мы встретились в § 23.

Однако соображения, изложенные в § 25 и 26, указывают нам путь 
преодоления этой трудности. Отнесем четырехмерный пространственно-
37 а .  Эйнштейн, том I 577
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временной континуум произвольным образом к гауссовым координатам. 
Припишем каждой точке континуума (событию) четыре числа ад, Х2, х3, 
ж4 (координаты), которые не имеют никакого непосредственного физи
ческого смысла, но служат лишь для определенной, хотя и произволь
ной нумерации точек континуума. При этом нумерация вовсе не должна 
быть такой, чтобы XI, Х2, х3 рассматривались обязательно как «простран
ственные» координаты, а ж4 — как «временная» координата.

Читатель может подумать, что подобное описание мира было бы совер
шенно неадэкватным; какой смысл в том, что я приписываю некоторому 
событию определенные координаты хх, Х2, х3, ж4, если сами эти координаты 
лишены смысла? Однако более внимательное рассмотрение показывает, 
что это беспокойство неосновательно. Рассмотрим, например, любую дви
жущуюся материальную точку. Если бы эта точка существовала лишь 
мгновение, а не продолжительное время, то она описывалась бы в про
странстве-времени единственной системой значений хг, Х2, х3, гс4. Дли» 
тельное же существование материальной точки характеризуется бесконеч
но большим числом таких систем, значений, которые примыкают друг 
к другу, образуя континуум. Таким образом, материальной точке 
соответствует (одномерная) линиц в четырехмерном континууме. Другим 
движущимся материальным точкам соответствует столько же линий наше
го континуума. Только те из утверждений относительно этих точек могут 
претендовать на физическую реальность, которые касаются встреч этих 
точек. В нашей математической формулировке такая встреча описывает
ся тем, что обе линии, представляющие соответствующие движения 
рассматриваемых материальных точек, имеют одну определенную общую 
систему значений координат х\, ж2, х3, х±. После тщательного размыш
ления читатель, несомненно, согласится с тем, что единственное реальное 
утверждение пространственно-временного характера, которое содер
жится в наших физических высказываниях, относится только к таким 
встречам.

Описывая движение материальной точки относительно некоторого те
ла отсчета, мы констатировали лишь встречи этой точки с определенными 
точками тела отсчета. Соответствующие значения времени мы можем 
также определить путем констатации встреч тела с часами вместе с кон
статацией встреч стрелок часов с определенными точками циферблатов. 
После некоторого размышления мы видим, что точно так же обстоит дело 
с пространственными измерениями с помощью масштабов.

Вообще, всякое физическое описание сводится к некоторому числу 
констатаций, каждое из которых относится к пространственно-временному 
совпадению двух событий А и В. В гауссовых координатах всякая такая 
констатация выражается через совпадения четырех координат хх, хг, х3, х4 
этих событий. Таким образом, -в действительности описание пространст
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венно-временного континуума в гауссовых координатах вполне заменяет 
описание с помощью тела отсчета, не страдая при этом недостатками по
следнего метода описания; оно не связано с эвклидовым характером они- 
сываемого континуума.

§ 28. Точная формулировка общего принципа 
относительности

Теперь мы в состоянии заменить предварительную формулировку об
щего принципа относительности, данную в § 18, более точной. Первона
чально мы формулировали общий принцип следующим образом: «Все тела 
отсчета К , К' и т. д. эквивалентны для описания природы (формулировки 
общих законов природы), каково бы ни было состояние движения этих .тел 
отсчета». Эта формулировка не может быть сохранена, поскольку не
возможно пользоваться твердыми телами отсчета в том смысле, в каком 
это делалось в специальной теории относительности, при пространственно- 
временном описании. Место тела отсчета занимает гауссова система ко
ординат. Основной идее общего принципа относительности соответствует 
следующее утверждение: « Вс е  г а у с с о в ы  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  
в п р и н ц и п е  э к в и в а л е н т н ы  д л я  ф о р м у л и р о в а н и я  о б 
щ и х  з а к о н о в  п р и р о д ы » .

Этот общий принцип относительности можно выразить еще и в другой 
форме, из которой еще отчетливее видно, что он является естественным 
обобщением специального принципа относительности. Согласно специаль
ной теории относительности, уравнения, которые выражают общие зако
ны природы, сохраняют свою форму, если вместо пространственно-вре
менных переменных х , г/, г, ({относительно (галилеева) тела отсчета К  ввести 
с помощью преобразования Лоренца переменные ж', у ', г ', С относительно 
нового тела отсчета К'. Согласно же общей теории относительности, этц 
уравнения при любом преобразовании гауссовых переменных ал, хг, х8, 
ж4 должны переходить в уравнения того же вида поскольку всякое пре
образование (не только преобразование Лоренца) отвечает переходу от 
одной гауссовой системы координат к другой.

Тот, кто не желает отказываться от обычного трехмерного представле
ния, может охарактеризовать развитие основной идеи общей теории от
носительности следующим образом: специальная теория относительности 
относится к галилеевым областям, т. е. к таким, в которых не существует 
гравитационного поля. При этом телом отсчета служит галилеево тело от
счета, т. е. твердое тело, находящееся в таком состоянии движения, что 
для него выполняется галилеев закон равномерного и прямолинейного 
движения «изолированных» материальных точек.
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Некоторые соображения позволяют распространить те же галилеевы 
области и на негалилеевы тела отсчета. Тогда относительно последних 
существует гравитационное поле специального вида (см. § 20 и 23).

Но в полях тяготения не существует твердых тел с эвклидовыми свой
ствами; поэтому понятие твердого тела отсчета не применимо в общей 
теории относительности. Гравитационные поля влияют и на ход часов, 
так что физическое определение времени непосредственно с помощью часов 
совершенно не обладает той степенью очевидности, какой оно обладает в 
специальной теории относительности.

Поэтому используются нежесткие тела отсчета, которые могут не толь
ко двигаться произвольным образом как целое, но и претерпевать изме
нения формы при своем движении. Для определения времени служат часы 
со сколь угодно нерегулярным ходом. Мы должны представить себе, 
что. эти часы помещены в какой-либо точке нежесткого тела отсчета; они 
удовлетворяют лишь одному условию, которое заключается в том, что 
одновременно воспринимаемые показания часов, находящихся в сосед
них пространственных точках, различаются бесконечно мало. Это дефор
мируемое тело отсчета, которое не без основания можно назвать «мол
люском отсчета», по существу равноценно любой четырехмерной гауссовой 
системе координат. По сравнению с гауссовой системой «моллюск» имеет 
известную наглядность, благодаря формальному сохранению (собственно 
говоря, без оснований) самостоятельного существования пространствен
ных координат по отношению к временной координате. Каждая точка 
моллюска рассматривается как пространственная точка, и каждая покоя
щаяся относительно моллюска материальная точка считается просто по
коящейся, пока сам моллюск рассматривается как тело отсчета. Общий 
принцип относительности требует, чтобы все эти моллюски могли быть ис
пользованы в качестве тел отсчета с одинаковым успехом при формули
ровании общих законов природы; эти законы совершенно не должны за
висеть от выбора моллюска. Именно в далеко идущих ограничениях, 
которые налагаются на законы природы, и лежит истинная сила общего 
принципа относительности.

§ 29. Решение проблемы гравитации 
на основе общего принципа относительности

Если читатель внимательно следил за всеми предыдущими рассужде
ниями, то он без труда поймет и методы, ведущие к решению проблемы 
гравитации.

Мы Исходим из рассмотрения галилеевой области, т. е. области, в кото
рой не существует поле тяготения относительно галилеева тела отсчета К .
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Поведение масштабов и часов так же, как и поведение «изолированных» 
материальных точек относительно К , известно из специальной тео
рии относительности; последние движутся прямолинейно и равномерно.

Теперь отнесем эту область к любой системе гауссовых координат или 
к «моллюску» как телу отсчета К '. Тогда по отношению к К' существует гра
витационное поле С (особого вида). Поведение измерительных линеек, ча
сов, а также свободно движущихся материальных точек относительно 
К' мы изучаем просто путем математических расчетов. Это поведение мы 
интерпретируем как поведение измерительных линеек, часов и матери
альных точек под влиянием гравитационного поля С. Затем мы вводим 
следующую гипотезу: гравитационное поле воздействует на измеритель
ные линейки, часы и свободно движущиеся материальные точки согласно 
тем же законам и в том случае, когда существующее гравитационное поле 
не может быть выведено путем простого преобразования координат 
из галилеева специального случая.

Следующим шагом является исследование пространственно-временного 
поведения гравитационного поля П, которое было выведено из галилеева 
специального случая только путем преобразования координат. Это пове
дение формулируется в виде закона, который справедлив всегда, незави
симо от выбора тела отсчета (моллюска).

Этот закон еще не является о б щ и м  законом гравитационного поля, 
поскольку изученное поле представляет собой поле специального вида. 
Для нахождения общего закона гравитационного поля необходимо обоб
щить полученный закон, что и может быть сделано без какого-либо произ
вола при учете следующих требований:

а) искомое обобщение должно также удовлетворять общему прин
ципу относительности;

б) если в рассматриваемой области имеется материя, то создаваемое 
ею гравитационное поле определяется только ее инертной массой, и, сле
довательно, согласно § 15, только ее энергией;

в) гравитационное поле и материя вместе должны удовлетворять зако
ну сохранения энергии (и импульса).

Наконец, общий принцип относительности дает возможность выяс
нить влияние гравитационного поля на все те процессы, законы которых 
в отсутствие поля известны, т. е. уже включены в рамки специальной 
теории относительности. При этом пользуются в принципе тем же методом, 
который был изложен выше применительно к масштабам, часам и свобод
но движущимся материальным точкам.

Выведенная таким образом из общего принципа относительности тео
рия гравитации не только отличается своим изяществом, не только 
устраняет присущие классической механике недостатки, отмеченные 
в § 21, не только интерпретирует эмпирический закон равенства инертной
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и тящелой масс. Но она также объяснила уже два существенно различных 
результата астрономических наблюдений, которые не могла объяснить 
классическая механика. Мы уже упоминали о втором из этих результатов, 
а именно: об искривлении световых лучей в поле тяготения Солнца; первый 
же касается орбиты планеты Меркурия.

Если уравнения общей теории относительности применить к случаю, 
когда гравитационные поля можно считать слабыми и когда все массы 
движутся относительно системы координат со скоростями, малыми по 
сравнению со скоростью света, то как первое приближение получается 
прежде всего теория Ньютона. Последняя получается здесь без особых 
предположений, тогда как Ньютон вынужден был ввести в качестве ги
потезы силу притяжения, обратно пропорциональную квадрату расстоя
ния между двумя взаимодействующими материальными точками. При 
повышении точности вычислений выявляются отклонения от теории Нью
тона, которые, правда, настолько незначительны, что почти все усколь
зают от наблюдения.

Одно из этих отклонений мы должны здесь рассмотреть специально. 
Согласно теории Ньютона, планета движется вокруг Солнца по эллипсу, 
который вечно сохраняет свое положение относительно неподвижных 
звезд, если можно было бы отвлечься от воздействия других планет на рас
сматриваемую планету и от собственного движения «неподвижных» звезд. 
После введения поправок в наблюдаемое движение планет на оба эти эффек 
та орбита планеты по отношению к неподвижным звездам должна пред
ставлять собою неизменный эллипс, если теория Ньютона верна в точности. 
Для всех планет, за исключением ближайшей к Солнцу планеты Меркурий, 
был подтвержден этот вывод теории, который может быть проверен с вы
сокой точностью, какая только достижима при современных методах на
блюдения. Со времен Леверье о планете Меркурий известно, что эллипс 
ее орбиты с учетом указанных выше поправок не остается в неизменном 
положении относительно неподвижных звезд, но вращается, хотя и чрез- 
вычайно медленно, в плоскости орбиты и в направлении орбитального 
движения планеты. Это вращение эллипса орбиты составляет 43 угловых 
секунды в столетие, причем это значение установлено с точностью до не 
скольких секунд. В классической механике это явление удается объяс
нить лишь ценой введения маловероятных гипотез, придуманных только 
для данного случая.

Согласно общей теории относительности получается, что эллипс ор
биты каждой планеты должен вращаться вокруг Солнца вышеуказанным 
образом и что это вращение для всех планет, кроме Меркурия, слишком 
мало, чтобы его можно было заметить при современной точности наблю
дений; для Меркурия же вращение должно составлять именно 43 угловых 
секунды в столетие, в точном сбгласии с наблюдаемым.
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Кроме этого, из теории до сих пор можно было вывести еще два след
ствия, доступных проверке наблюдением: искривление световых лучей гра
витационным полем Солнца22 и смещение спектральных линий света, 
посылаемого к нам большими звездами, по сравнению со спектральными 
линиями света, испускаемого теми же самыми атомами на Земле. Я не 
сомневаюсь в том, что и это последнее следствие теории скоро найдет 
свое подтверждение.

О МИРЕ БАБ ЦЕЛОМ

§ 30. Космологические затруднения теории Ньютона

Кроме изложенного в § 21 затруднения, классическая небесная меха
ника встречается со вторым принципиальным затруднением, которое, на
сколько мне известно, было впервые подробно рассмотрено астрономом 
Зеелигером. Если подумать над вопросом, как следует представлять себе 
мир в целом, то прежде всего напрашивается следующий ответ. Мир бес
конечен в пространстве (и времени). Всюду существуют звезды, так что 
хотя плотность материи в отдельных случаях весьма различна, в среднем 
она всюду одинакова. Иными словами: как бы далеко ни проникать в ми
ровое пространство, всюду мы найдем рассеянные скопления неподвижных 
звезд примерно одного типа и одинаковой плотности.

Это представление несовместимо с теорией Ньютона. Больше того, 
последняя требует, чтобы мир имел нечто вроде центра, где плотность чис
ла звезд была бы максимальной и чтобы эта плотность убывала с расстоя
нием от центра так, что на бесконечности мир был бы совсем пустым. 
Звездный мир должен представлять собой конечный остров в бесконечном 
океане пространства23.

Это представление не очень удовлетворительно само по себе. Оно не
удовлетворительно еще и потому, что приводит к следствию, что свет, 
излучаемый звездами, а также отдельные звезды звездной системы должны

22 Впервые наблюдалось А. Эддингтоном и другими в 1919 г. (см. Приложение III).
23 О б о с н о в а н и е .  Согласно теории Ньютона, на некоторой массе т оканчи

вается определенное число «силовых линий», которые приходят из бесконеч
ности, причем это число пропорционально массе т.  Если плотность ро массы 
в мире в среднем постоянна, то в шаре объемом V заключается в среднем масса 
р{У. Таким образом, число силовых линий, входящих внутрь шара через его 
поверхность Е, пропорционально величине роЕ . Через единицу поверхности 
шара проходят силовые линии, число которых пропорционально величине 
ро(Е /Е ), или р0 Я. Следовательно, напряженность поля на поверхности возра
стала бы до бесконечности с увеличением радиуса шара В., что невозможно.
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непрерывно удаляться в бесконечность, никогда не возвращаясь и не 
вступая во взаимодействие с другими объектами природы. Такой мир, 
материя которого сконцентрирована в конечном пространстве, должен 
был бы медленно, но систематически опустошаться.

Чтобы избежать этих следствий, Зеелигер изменил закон Ньютона, 
предположив, что притяжение двух масс на больших расстояниях убы
вает быстрее, чем по закону 1/г2. Тогда плотность может оставаться 
постоянной всюду в бесконечной Вселенной, не приводя к бесконечно боль
шим полям тяготения. Так можно освободиться от неприятного предста
вления о том, что материальный мир обладает каким-то центром. Правда, 
это освобождение от описанных выше принципиальных трудностей дости
гается ценой изменения и усложнения закона Ньютона, которые не имеют 
ни экспериментального, ни теоретического обоснования.

Можно указать сколько угодно законов, приводящих к тому же ре
зультату, причем нет оснований предпочесть один другому; каждый из 
этих законов, как и закон Ньютона, не обоснован общими теоретическими 
принципами.

§ 31. Возможность конечного 
и все же неограниченного мира

Предположения о структуре Вселенной развивались еще и в совершен
но ином направлении. А именно: развитие неэвклидовой геометрии при
вело к осознанию того факта, что можно сомневаться в б е с к о н е ч 
н о с т и  нашего пространства, не вступая в противоречие с законами 
мышления и с опытом (Риман, Гельмгольц). Эти соображения уже деталь
но выяснены с исключительной отчетливостью Гельмгольцем и Пуан
каре; здесь же я могу лишь кратко коснуться этого вопроса.

Сначала представим себе некоторое двумерное пространство. Пусть 
в п л о с к о с т и  свободно передвигаются плоские существа с плоскими 
инструментами, в частности с плоскими жесткими масштабами. Для них 
ничего не существует вне этой плоскости, тогда как все происходящее в их 
плоскости и наблюдаемое ими самими-или при помощи их плоских инстру 
ментов является каузально замкнутым. В частности, для них осущест 
вимы построения плоской эвклидовой геометрии с помощью линеек, 
например, рассмотренное в § 24 построение сетки. Мир этих существ, 
в отличие от нашего, является пространственно-двумерным, но, как и наш 
мир, простирается в бесконечность. В их мире умещается бесконечно много 
одинаковых квадратов, построенных из линеек, т. е. объем (поверхность) 
этого двумерного мира бесконечен. Утверждение существ этого мира, что 
их мир является «плоским», имеет тот смысл, что при помощи имеющихся
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у них линеек можно выполнить построения из квадратов в плоском 
эвклидовой геометрии, причем каждая линейка, независимо от своего 
положения, всегда представляет один и тот же отрезок.

Теперь снова представим себе двумерное существо, но не на плоскости,, 
а на сферической поверхности. Плоские существа со своими масштабами 
и другими предметами лежат точно на этой поверхности и не могут поки
нуть ее; весь воспринимаемый ими мир простирается исключительно на 
сферическую поверхность. Могут ли эти существа рассматривать геомет
рию своего мира как двумерную геометрию Эвклида и при этом рассмат
ривать свои линейки как осуществление понятия «расстояния»? Они не 
могут поступить так, поскольку при попытке провести прямую они по
лучат кривую, которую мы, трехмерные существа, называем дугой боль
шого круга, т. е. замкнутую линию определенно конечной длины, которую 
можно измерить с помощью линейки. Площадь поверхности этого мира 
также конечна и ее можно сравнить с площадью одного из квадратов, по
строенного из линеек. Прелесть такого рассуждения заключается в том, 
что мы увидели м и р  э т и х  с у щ е с т в  к о н е ч н ы м  и в с е  же  не
и м е ю щ и м  г р а н и ц .

Но существам, обитающим на поверхности шара, не требуется совер
шать кругосветного путешествия, чтобы заметить неэвклидовость мира, 
в котором они живут. Они могут убедиться на всяком участке своего мира, 
если этот участок не слишком мал. Они проводят из некоторой точки во 
всех направлениях «прямые отрезки» (дуги окружностей, с точки зрения 
трехмерного пространства) одинаковой длины. Линию, соединяющую 
свободные концы этих линий, они будут называть «окружностью». Со
гласно эвклидовой геометрии на плоскости, отношение длины окружности, 
измеренной некоторой линейкой, к длине диаметра, измеренной той же 
линейкой, равно постоянной величине я, не зависящей от диаметра окруж
ности. Наши плоские существа на своей сферической поверхности нашли 
бы для этого отношения следующую величину:

sin (r/R)
(r/R)  ’

т. е. величину, меньшую л, причем отличающуюся от л тем значительнее, 
чем больше радиус окружности по сравнению с радиусом R этого мира 
(сферы). Из этого соотношения существа, обитающие на сфере, могут 
определить радиус R своего мира, если даже их измерениям доступна лишь 
сравнительно небольшая часть их мира-сферы. Но если эта часть слиш
ком мала, то они уже не в состоянии установить: находятся ли они 
на сферической поверхности или на эвклидовой плоскости; небольшой 
участок сферической поверхности очень мало отличается от участка ча
сти плоскости такой же величины.

585.



О специальной и общей теории относительности 1917 г.

Таким образом, если сферически-поверхностные существа обитают 
на планете, солнечная система которой составляет лишь ничтожно малую 
часть сферического мира, то они не могли бы решить, живут ли они в 
конечном или бесконечном мире, поскольку часть мира, доступная их опыту, 
в обоих случаях является практически плоской, т. е. эвклидовой. Непо
средственно видно, что для обитающих на сфере существ длина окружности 
сначала возрастает с радиусом до «окружности мира» и затем, при даль
нейшем возрастании радиуса, постепенно уменьшается до нуля. При этом 
площадь круга постоянно возрастает, пока она наконец не станет равной 
полной площади всего сферического мира.

Читатель, быть может, удивится тому, что мы поместили наши сущест
ва именно на сферу, а не на какую-либо иную замкнутую поверхность. 
Но это имеет свое оправдание, поскольку сфера отличается от всех других 
замкнутых поверхностей тем свойством, что все ее точки равноценны. 
Отношение длины окружности и к своему радиусу г хотя и зависит от г, 
но при данном г оно одинаково для всех точек сферического мира; иными 
словами, этот мир-сфера есть «поверхность постоянной кривизны».

Имеется трехмерный аналог двумерного сферического мира, а именно: 
трехмерное сферическое пространство, открытое Риманом. Все его точки 
также равноценны. Оно обладает конечным объемом, который определяет
ся его «радиусом» Л и равен 2л2Л3. Можно ли представить себе сферическое 
пространство? Представить себе какое-либо пространство означает не что 
иное, как представить себе сущность «пространственных» опытов, т. е. 
опытов, которые можно производить при движении «твердых» тел. В этом 
смысле сферическое пространство можно себе представить.

Пусть из некоторой точки проведены прямые (или натянуты шнуры) 
во всех направлениях и на каждой из них отложена при помощи масштаба 
длина г. Все свободные концы этих отрезков лежат на сфере. Эту поверх
ность Л мы можем измерить масштабным квадратом. Для эвклидова мира 
F  =  4яг2; если же мир сферический, то Л всегда меньше 4ттг2. С воз
растанием г площадь поверхности Л растет от нуля до некоторого максиму
ма, определяемого «радиусом мира», а при дальнейшем возрастании г 
величина Л снова постепенно уменьшается до нуля. Выходящие из началь
ной точки радиальные прямые сначала все более удаляются друг от друга, 
а затем снова сближаются и в конце концов вновь сходятся в точке, «про
тиволежащей» начальной точке; таким образом, они промеряют все сфери
ческое пространство. Легко убедиться, что трехмерное сферическое про- 
етранство вполне аналогично двумерному (поверхности сферы). Оно ко
нечно (т. е. имеет конечный объем), но не имеет границ.

Заметим, что существует еще одна разновидность сферического про
странства, а именно, «эллиптическое пространство». Его можно предста
вить себе как сферическое пространство, в котором «противолежащие
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точки» совпадают. Таким образом, эллиптический мир можно рассматри
вать до некоторой степени как центрально-симметричный сферический 
мир.

Из сказанного следует, что мыслимы замкнутые пространства, не имею
щие границ. Среди них выделяется своей простотой сферическое (и соответ
ственно, эллиптическое) пространство, все точки которого равноценны. 
Отсюда перед астрономами и физиками возникает чрезвычайно интересный 
вопрос: является ли мир, в котором мы живем, бесконечным или же он, 
подобно сферическому миру, конечен? Наш опыт далеко не достаточен для 
ответа на этот вопрос Однако общая теория относительности дает воз
можность ответить на этот вопрос со значительной достоверностью; при 
этом разрешается также затруднение, изложенное в § 30.

3 2 .  Структура пространства, 
согласно общей теории относительности24

Согласно общей теории относительности, геометрические свойства 
пространства не самостоятельны: они обусловлены материей. Отсюда 
мощно сделать какое-либо заключение о геометрической структуре мира, 
лишь положив в основу рассмотрение предположения о том, что состоя
ние материи является известным. Из опыта известно, что, при соответ
ствующем выборе системы координат, скорости звезд малы по сравнению 
со скоростью распространения света. Поэтому мы можем в грубом при
ближении выяснить свойства мира в целом, считая материю покоящейся.

Из предшествующих рассуждений мы уже знаем, что поля тяготения, 
т. е. распределение материи, влияют на поведение часов и масштабов. 
Отсюда уже ясно, что не может быть и речи о точной применимости эвкли
довой геометрии в нашем мире. Однако мыслимо, что наш мир мало откло
няется от эвклидова; это предположение допустимо, поскольку, согласно 
расчету, даже массы порядка массы нашего Солнца лишь совершенно незна
чительно влияют на метрику окружающего нас пространства. Можно пред
ставить себе, что наш мир по своим геометрическим свойствам подобен 
поверхности, неравномерно искривленной в некоторых частях, нигде, 
однако, не отклоняющейся значительно от плоскости, и похож на поверх
ность слабо волнующегося моря. Такого рода мир можно назвать квази- 
эвклидовым. Он был бы пространственно бесконечным. Однако вычисле
ния показывают, что в квазиэвклидовом мире средняя плотность материи 
должна равняться нулю. Следовательно, такой мир не может всюду быть 
заполнен материей; он приводит к той неудовлетворительной картине, 
которую мы набросали в § 30.

24 См. Приложение IV (стр. 599).— Прим.  ред.
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Но если средняя плотность материи в мире даже очень мало отличает
ся от нуля, то мир не может быть квазиэвклидовым. Больше того, вычис
ления показывают, что при равномерно распределенной материи мир с 
необходимостью должен быть сферическим (или эллиптическим). Так как 
в действительности в отдельных областях материя распределена неравно
мерно, то реальный мир в отдельных частях будет отклоняться от сфери
ческого; он будет квазисферическим. Однако он должен быть конечным. 
Теория дает простое соотношение 25 между пространственной протяжен
ностью мира и средней плотностью материи в нем.

ПРИЛОЖЕНИЕ I

Простой вывод преобразования «Лоренца
(Дополнение к § 11)

При расположении систем координат, изображенном на рис. 2, оси X  
обеих систем постоянно совпадают. Мы можем здесь разделить задачу 
на две части и сначала рассматривать лишь события, локализированные 
на оси X . Такое событие определяется относительно системы координат К  
абсциссой х  и временем I, а относительно К '— абсциссой ж' и временем 
Требуется найти х' и V , если даны х и I.

Световой сигнал, распространяющийся в положительном направлении 
оси X , движется в соответствии с уравнением

х =  М,
или

х —  с/ =  0. (1)
Так как этот же световой сигнал распространяется и относительно К '  
с той же скоростью с, то его движение относительно системы К '  будет опи
сываться уравнением

х' — М' — 0. (2)
Пространственно-временные точки (события), удовлетворяющие урав
нению (1), должны удовлетворять также уравнению (2). Это, очевидно, 
будет иметь место в том случае, если вообще выполняется соотношение

х' — сЬ' =  К(х — с£), (3)
где А, — некоторая постоянная. В самом деле, согласно соотношению (3)^

25 А именно, для «радиуса мира» И получается соотношение

Я 2 =  — .хр
При этом в системе СГС 2/х 1,08-Ю27, а р — средняя плотность материи.
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обращение в нуль выражения х — с£ означает обращение в нуль и х '  сЬ'.
Совершенно аналогичное рассуждение, примененное к световым 

лучам, распространяющимся в отрицательном направлении оси X , приводит 
к условию

х'-\- сЬ’ — р (х +  с£). (4 )

Складывая и вычитая соотношения (3) и (4) и при этом вводя для 
удобства вместо постоянных А, и ц новые постоянные

А -{- (Ла =  г

Ъ =

2

А, —  \х

2
получаем

х' =  ах +  bet,
cV =  act —  bx. (5)

Наша задача была бы решена, если бы были известны постоянные а и Ь; 
последние определяются из следующих соображений.

Для начала координат системы К '  все время х' =  0, следовательно, 
согласно первому уравнению (5), имеем

Ьсх =  — t. 
а

Обозначая через v скорость, с которой начало координат системы К'  
движется относительно К, находим

То же самое значение V получается из уравнений (5), если вычислять 
скорость какой-либо другой точки системы К '  относительно К  или ско
рость некоторой точки системы К  (направленную в сторону отрицатель
ных значений х) относительно К ' . Итак, величину V кратко можно назвать 
относительной скоростью обеих систем.

Далее, из принципа относительности ясно, что с точки зрения систе
мы К  длина некоторого единичного масштаба, покоящегося относительно 
К ' , должна быть точно такой же, как и длина такого же масштаба, покоя
щегося относительно К, с точки зрения К ' . Чтобы знать, как ведут себя 
точки оси X ',  с точки зрения системы К, нам надо лишь сделать «момен
тальный снимок» системы К '  из системы К; это значит, что вместо / (время 
системы К) мы должны подставить некоторое определенное значение его,
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например, £ =  0. Тогда из первого уравнения (5) получим
х' ах.

Следовательно, две точки оси X ' ,  расстояние между которыми при из
мерении в системе К '  равно 1 (Ах' =  1), на нашей моментальной фотогра
фии находятся на расстоянии

Ах — —  . (7)а у '

Но если моментальный снимок делается из системы К ’ (Р =  0), то,, 
исключая £ из уравнений (5) при помощи равенства (6), получаем

х' =  а ^1-----^  х.

Отсюда заключаем, что две точки на оси X , находящиеся на расстоя
нии, равном единице (относительно К), на нашей моментальной фотогра
фии разделены расстоянием

А х'—- а ( 1 ---------- . (7а)

Так как, согласно сказанному выше, обе моментальные фотографии 
должны быть идентичны, то А хъ  соотношении (7) должно быть равно А х ' 
в соотношении (7а), так что получаем

1

1 —  ( о г/ с %) ' '

Равенства (6) и (76) определяют постоянные аиЪ.  Подставляя выраже
ния для а и Ь в уравнения (5), получаем первое и четвертое уравнения, 
приведенные в § 11:

. X    Щ  ч% =    — |
/ 1  — (»а/ с 2) ’

Г (8)
—  1 ~  х  )

-  Р’2АЛ •
Итак, мы получили преобразование Лоренца для событий на оси X.  

Оно удовлетворяет условию
х '2 — сЧ'2 =  х2 — сЧ2. (8а)

Распространение этого результата на события, происходящие вне оси 
X , достигается сохранением уравнений (8) и добавлением уравнений

У =  У.
г =  2; }  (я>
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При этом постулат постоянства скорости света в пустоте остается 
в силе для световых лучей любого направления как для системы К  так 
и для системы К ' . Это можно показать следующим образом.

Пусть в момент времени Ь =  0 из начала координат системы К  посы
лается световой сигнал. Он будет распространяться согласно уравнению

г =  х2 +  Уг +  22 — сг, 
или, после возведения этого уравнения в квадрат,

х2 у2 4~ ъ2 •— сЧ2 =  0. (Ю)
Закон распространения света в соединении с постулатом относитель

ности требует, чтобы упомянутый сигнал — при наблюдении из системы 
К ' — распространялся согласно формуле

г' — с1',
или

х 2 -)- у'2 4~ г '2 — с2£'2 =  0. (Юа)
Чтобы уравнение (10а) было следствием уравнения (10), должно выпол
няться соотношение:

х'2 -}- у'2 -)- г'2 —  сЧ'2 =  в (.г2 +  у2 +  ъ2 —  Л 2). (11)
Так как для точек на оси X  должно выполняться уравнение (8а), то* 

о =  1. Легко убедиться, что преобразование действительно удовлетворяет 
соотношению (11) при 0 =  1; именно, соотношение (11) является следствием 
соотношения (8а) и уравнений (9), а следовательно, и уравнений (8) и (9). 
Тем самым преобразование Лоренца выведено.

Преобразование Лоренца, выраженное уравнениями (8) и (9), еще 
должно быть обобщено. Очевидно, несущественно, что координатные 
оси системы К  были выбраны пространственно параллельными осям си
стемы К '. Несущественно также, что скорость равномерного и прямо
линейного движения системы К ' относительно К  имела направление оси 
X . Из простого рассуждения следует, что в этом общем случае преобразо
вание Лоренца можно составить из двух преобразований, а именно: из 
преобразований Лоренца для частного случая и из чисто пространственных 
преобразований, которые соответствуют переходу от одной прямоуголь
ной системы координат к другой, с иным направлением осей.

Обобщенное преобразование Лоренца характеризуется математически 
таким образом.

Оно выражает переменные х ' , у\  %', V как такие однородные линейные 
функции переменных х, у, г, £, что тождественно выполняется соотноше
ние

х '2 -|- у'2 4- ъ'2 —  сЧ'2 — х2 -ф у ‘ 4- г2 с212. (11а)
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Это означает: если в левую часть последнего равенства вместо ж', у ', 
z ’ , f  подставить их выражения через ж, у , z, t, то левая часть равенства 
(11а) совпадет с правой.

ПРИЛОЖЕНИЕ II

Четырехмерный мир Минковского 
(Дополнение к § 17)

Обобщенное преобразование Лоренца может быть охарактеризовано 
еще проще, если вместо Ь как переменной времени ввести мнимую величи
ну V — 1 <Д. Если в соответствии с этим положить

х х —  X , 

ж2 =  у, 
х 3 =  г ,

х 4 =  У  — 1 сЬ,

и аналогично для системы К ', то условие, которому преобразование тож
дественно удовлетворяет, будет иметь вид

Х\ -[- ж22 х 3 х 4 =  х х -(- ж2 -(- ж3 -|~ ж4. (12)

Именно в это соотношение переходит соотношение (11а) при указанном 
выборе «координат».

Из соотношения (12) видно, что мнимая временная координата ж4 
и пространственные координаты х\, Х2, х3 входят в него симметрично. На 
этом основании, согласно теории относительности, «время» ж4 входит в вы
ражение законов природы в такой же форме, что и пространственные ко
ординаты X I ,  ж2, ж3.

Четырехмерный континуум, описываемый «координатами» Ж1, Ж2, ж3, ж4, 
Минковский назвал «миром», а событие в данной точке — «мировой точ
кой». Из изучающей « п р о и с х о д я щ е е »  в трехмерном пространст
ве физика становится в известном смысле изучающей « с у щ е с т в у ю -  
щ е е» в четырехмерном «мире».

Этот четырехмерный «мир» имеет глубокое сходство с трехмерным 
«пространством» (эвклидовой) аналитической геометрии. Именно, если в 
последней ввести новую декартову систему координат (ж', ж', х'з)- с тем же 
началом, то ж', ж̂ , ж̂  будут однородными линейными функциями Ж1,
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хч, х3, которые тождественно удовлетворяют соотношению
'2 I '2 I '2 2 , 2 , 2

Х х -{- ж 2  Х 3 —  +  Х 2 +  Х 3 '

Аналогия с соотношением (12) полная. Мир Минковского формально 
можно рассматривать как четырехмерное эвклидово пространство (с мни
мой временной координатой); преобразование Лоренца соответствует «вра
щению» системы координат в четырехмерном «мире».

ПРИЛОЖЕНИЕ I I I 23

Экспериментальное подтверждение 
общей теории относительности

С точки зрения теории познания эволюцию опытной науки можно 
представить себе как непрерывный процесс индукции. Теории развивают
ся и выражаются как объединения большого числа отдельных опытных 
фактов в форме эмпирических законов, из которых путем сравнения уста
навливаются общие законы. С этой точки зрения развитие науки имеет 
сходство с составлением каталога и является чисто эмпирическим делом.

Но эта точка зрения никоим образом не охватывает весь действитель
ный процесс. Она умалчивает о важной роли интуиции и дедуктивного мы
шления в развитии точной науки. Как только какая-нибудь наука выхо
дит из начальной стадии своего развития, прогресс теории достигается уже 
не просто в процессе упорядочения. Исследователь, отталкиваясь от опыт
ных фактов, старается развивать систему понятий, которая, вообще говоря, 
логически опиралась бы на небольшое число основных предположений, 
так называемых аксиом. Такую систему понятий мы называем т е о р и е й .  
Теория черпает свое подтверждение в том, что она связывает большое чи
сло отдельных эмпирических фактов и в этом состоит ее «справедливость».

Для одного и того же комплекса опытных фактов может существовать 
несколько теорий, значительно различающихся друг от друга. Но в отно
шении выводов из теорий, которые доступны для опытной проверки, 
согласие между теориями может быть настолько полным, что трудно найти 
такие следствия, в которых эти теории отличаются друг от друга. 
Широко известным примером такого рода в области биологии служит 
дарвиновская теория развития видов путем естественного отбора в 
процессе борьбы за существование и теория эволюции, основывающаяся 
на гипотезе наследственности приобретенных свойств.

26 Перевод приложений III и IV выполнен по 15-му английскому изданию книжки.
П рим . ред.
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Другой случай далеко идущего совпадения следствий двух теорий встре
чается в механике Ньютона, с одной стороны, и в общей теории относи
тельности — с другой. Это совпадение идет настолько далеко, что до на
стоящего времени мы смогли найти лишь немного допускающих опытную 
проверку следствий общейтеории относительности, к которым не приводила 
дорелятивистская физика; и это несмотря на глубокое различие основных 
предпосылок обеих теорий. Здесь мы еще раз рассмотрим эти важные 
следствия, а также обсудим относящиеся к ним опытные данные, которые 
получены.

а. Движение перигелия планеты Меркурий

Согласно ньютоновой механике и ньютонову закону тяготения, неко
торая планета, вращающаяся вокруг Солнца, должна описывать эллипс 
вокруг последнего, точнее, вокруг общего центра тяжести Солнца и плане
ты. При этом Солнце, или общий центр тяжести, находится в одном из фо
кусов эллиптической орбиты, так что в течение планетного года расстояние 
между Солнцем и планетой растет от минимума к максимуму и затем сно
ва уменьшается до минимума. Если вместо закона Ньютона мы примем 
несколько иной закон притяжения, то найдем, что и при этом новом за
коне движение по-прежнему будет происходить так, что расстояние между 
Солнцем и планетой будет испытывать периодические колебания; но в этом 
случае угол, описываемый линией, соединяющей Солнце и планету, за 
время такого периода (от перигелия — ближайшего положения к Солнцу До перигелия) отличался бы от угла 360°. Траектория не была бы 
тогда замкнутой, но заполняла бы с течением времени кольцеобразную 
область в плоскости орбиты, т. е. между окружностями с радиусами, рав
ными наименьшему и наибольшему расстояниям планеты от Солнца.

Согласно общей теории относительности, которая, конечно, отличает
ся от теории Ньютона, должно также иметь место небольшое отклонение 
от движения планеты по орбите в соответствии с законами Кеплера — 
Ньютона, так что угол, описываемый радиусом, соединяющим Солнце и 
планету, от одного перигелия до другого должен превосходить угол, со
ответствующий полному обороту, на величину, определяемую выраже
нием

. 24я3а2
+  ТЧ2 (1 — е2) '

(Один полный оборот соответствует углу 2л в абсолютной угловой мере, 
как это обычно принято в физике.) Здесь а — большая полуось эллипса, 
е — его эксцентриситет, с — скорость света, Т — период обращения пла
неты. Этот результат можно представить также и в следующем виде: со
694



43 О специальной и общей теории относительности

гласно общей теории относительности, большая ось эллипса вращается 
вокруг Солнца в направлении вращения планеты. Согласно теории это 
вращение должно составлять для планеты Меркурий 43 угловых секун
ды в столетие, а у других планет нашей солнечной системы оно должно 
быть настолько незначительным, что недоступно наблюдению27.

В самом деле, астрономы нашли, что теория Ньютона недостаточна для 
того, чтобы рассчитать наблюдаемое движение Меркурия с точностью 
которая может быть достигнута при наблюдениях в настоящее время. По
сле того как были приняты в расчет все возмущающие влияния остальных 
планет на движение Меркурия, было найдено (Леверьэ, 1859; Ньюкомб, 
1895), что остается необъясненным движение перигелия орбиты Меркурия, 
скорость которого не отличается заметно от упомянутых выше + 4 3  угло
вых секунд в столетие. Ошибка этого эмпирического результата состав
ляет лишь несколько секунд.

б. Отклонение луча света гравитационным полем

В § 22 уже было упомянуто, что согласно общей теории относительно
сти луч света, проходя через гравитационное поле, должен искривлять
ся подобно тому, как искривляется траектория тела, движущегося в гра* 
витационном поле. Согласно этой теории можно ожидать, что луч света, 
проходящий мимо какого-либо небесного тела, должен отклониться в на
правлении последнего. Для луча света, проходящего мимо Солнца на рас
стоянии А радиусов Солнца от его центра, угол отклонения а будет со
ставлять

1,7 секунды <* =  : ^  .

Можно добавить, что половина этого отклонения вызывается, согласно этой 
теории, ньютоновским полем тяготения Солнца, а другая половина — 
геометрическим искажением («искривлением») пространства, обусловлен
ным Солнцем.

Этот результат допускает экспериментальную проверку путем фото
графирования звезд во время полного солнечного затмения. Единственной 
причиной, почему мы должны выбирать такой момент, является то, что 
во всякое другое время земная атмосфера, освещенная Солнцвм, светит 
настолько сильно, что делает невидимыми звезды, расположенные вблизи, 
диска Солнца. Предсказываемый эффект можно ясно видеть из рис. 5. 
Если бы Солнца (А1) не было, то практически бесконечно удаленную звезду

27 Особенно, если учесть, что орбита следующей планеты, Венеры, представляет 
собой почти точный круг, а это затрудняет точное определение положения пе
ригелия (Ср. примечание редактора на стр. 447 Ред.).
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при наблюдении с Земли мы увидели бы в направлении И\. Но вслед
ствие отклонения Солнцем луча света от звезды мы будем видеть звезду 
в направлении В 2, т. е. на несколько большем расстоянии от центра 
диска Солнца, чем ее реальное положение.

На практике это проверяется следующим образом. Звезды, находя
щиеся вблизи Солнца, фотографируются во время солнечного затмения.

Затем делается вторая фотография тех же звезд, когда Солн
це находится в другой части неба, т. е. на несколько меся
цев раньше или позже. При сравнении фотографии, сделан
ной во время солнечного затмения, с этой контрольной фо
тографией положения звезд должны оказаться смещенными 
в радиальном направлении (от центра солнечного диска) на 
величину, соответствующую углу а.

Исследованием этого важного вывода мы обязаны Коро
левскому обществу и Королевскому астрономическому об
ществу. Несмотря на войну и вызванные ею трудности ма
териального и психологического характера, эти общества сна
рядили две экспедиции — в Собраль (Бразилия) и на
о. Принсипи (у побережья Западной Африки) — и послали 

нескольких знаменитых английских астрономов (Эддингтона, Коттин- 
гэма, Кроммелина и Дэвидсона) для фотографирования солнечного зат
мения 29 мая 1919 г. Ожидавшиеся относительные смещения положений 
ввезд на снимках солнечного затмения по сравнению с контрольными 
снимками достигали лишь нескольких сотых долей миллиметра. Таким 
образом, при фотографировании и в последующих измерениях была 
необходима высокая точность.

Результаты измерений весьма удовлетворительно подтвердили теорию 
Две прямоугольные координаты наблюдавшихся и вычисленных откло
нений звезд (в угловых секундах) приведены в таблице.

Та б л и ц а

Номер
ввезды

П ервая координата В торая координата

наблюдаемое
вначение

вычисленное
значение

наблюдаемое
вначение

вычисленное
значение

и — 0,19 —0,22 + 0 ,1 6 + 0 ,0 2
5 + 0 ,2 9 + 0 ,31 —0,46 —0,43
4 + 0 ,1 1 + 0 ,1 0 + 0 ,8 3 + 0 ,7 4
3 + 0 ,2 0 +  0,12 + 1 ,0 0 + 0 ,8 7
6 + о , ю + 0 ,0 4 + 0 ,5 7 + 0 ,4 0

10 - 0 ,0 8 + 0 ,0 9 + 0 ,3 5 + 0 ,3 2
2 + 0 ,9 5 + 0 ,8 5 —0,27 —0,09

*0'

|>1 

р\|/Р>

Рис. 5.
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и. Смещение спектральных линий в красному концу спектра
В § 23 было показано, что в системе К ' , вращающейся относительно га

лилеевой системы К, скорость хода покоящихся относительно К ' часов 
одинаковой конструкции зависит от их места. Исследуем теперь эту за
висимость количественно. Часы, находящиеся на расстоянии г от центра 
диска, имеют относительно системы К  скорость

V =  озг,

где со — угловая скорость вращения диска К ' относительно К.
Если у0 есть число тиканий часов в единицу времени («скорость» хода 

часов) относительно К , в случае, когда часы неподвижны, то «скорость» 
кода V часов, движущихся относительно К  со скоростью и, но покоящихся 
относительно диска, в соответствии с § 12 будет равна

V =  Го V I  — {к2/с2), 
или, с достаточной точностью,

Это соотношение может быть записано также в форме
(л 1 ю2г2 \

Обозначим через ф разность потенциалов центробежной силы между 
местом расположения часов и центром диска, т. е. взятую со знаком минус 
работу, которую необходимо совершить против центробежной силы для 
перемещения единицы массы из места расположения часов на вращающем
ся диске в центр диска. Тогда будем иметь

Отсюда следует, что

Из этой формулы прежде всего видно, что двое часов одинаковой кон
струкции идут с различной «скоростью», если они расположены на раз
личных расстояниях от центра диска. Этот вывод справедлив также с точ
ки зрения наблюдателя, вращающегося вместе с диском.

Теперь, с точки зрения наблюдателя на диске, часы на диске находят
ся в гравитационном поле с потенциалом ф; следовательно, полученный 
результат будет справедлив и для любого гравитационного поля. Больше 
того, мы можем рассматривать атом, который испускает излучение,

&91
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соответствующее определенным спектральным линиям, как часы, так что 
справедливо следующее утверждение.

А т о м  п о г л о щ а е т  и л и  и с п у с к а е т  с в е т ,  ч а с т о т а  к о т о 
р о г о  з а в и с и т  о т  п о т е н ц и а л а  г р а в и т а ц и о н н о г о  п о л я ,  
в к о т о р о м  н а х о д и т с я  а т о м.

Частота излучения атома, находящегося на поверхности небесного те
ла, будет несколько меньше частоты излучения атома такого же элемента, 
находящегося в свободном пространстве (или атома на поверхности
меньшего небесного тела). Так как ф =  — К  , где К  — ньютоновская
постоянная тяготения, М  — мдсса небесного тела и г — его радиус, то 
должно происходить смещение спектральных линий излучения атомов, на
ходящихся на поверхности звезд, к красному концу спектра, по сравне
нию со спектральными линиями атомов того же элемента, находящихся на 
земной поверхности. При этом величина этого смещения будет равна

VI) — V   КМ
VI) с2/1

Для Солнца ожидаемое смещение спектральных линий к красному 
концу спектра составляет около двух миллионных длины волны. Надеж
ный расчет смещения для неподвижных звезд невозможен, поскольку ни 
масса М, ни радиус г вообще говоря неизвестны.

Вопрос о том, существует ли этот эффект, остается открытым; в на
стоящее время астрономы с большим упорством работают над его решени
ем. Вследствие того, что этот эффект в случае Солнца весьма мал, трудно су
дить о его существовании. В то время как Гребе и Бахем (Бонн), на осно
ве своих собственных измерений и измерений Эвершеда и Шварцшильда 
для полос циана, считают существование этого эффекта почти не вызываю
щим сомнений, другие исследователи, в частности С. Джон, приходят на 
основании своих измерений к противоположному выводу.

Средние смещения спектральных линий в сторону длинноволновой ча
сти спектра определенно обнаружены при статистических исследованиях 
неподвижных звезд; но до настоящего времени состояние обработки имею
щегося материала не позволяло прийти к определенному выводу о том, 
можно ли эти смещения действительно объяснить влиянием тяготения. 
Результаты наблюдений собраны вместе и подробно обсуждаются с точки 
зрения рассматриваемого здесь вопроса в работе Э. Фройндлиха «К про
верке общей теории относительности»28.

Во всяком случае, в ближайшие годы будет получено определенное ре
шение проблемы. Если смещение спектральных линий к красному концу

28 1919, № 35, 520.
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спектра под действием гравитационного поля не существует, то общая 
теория относительности несостоятельна. С другой стороны, если будет 
определенно установлена связь смещения спектральных линий с гравита
ционным потенциалом, то изучение этого смещения может дать нам важ
ную информацию о массах небесных тел 29.

ПРИЛОЖЕНИЕ IV

Структура пространства, 
согласно общей теории относительности 

(Дополнение к § 32)

Со времени публикации первого издания этой работы наши знания о 
структуре пространства в больших областях («космологическая проблема») 
получили важное развитие, о котором необходимо упомянуть даже в по* 
пулярном изложении данного вопроса.

Раньше мы рассуждали, исходя из следующих предположений.
1. Существует некоторая средняя плотность материи во всем простран

стве, которая всюду одна и та же и отлична от нуля.
2. Размеры («радиус») пространства не зависят от времени.
Оба эти предположения могут быть согласованы с общей теорией отно

сительности лишь после добавления в уравнения поля гипотетического 
члена, который не следует из теории и не представляется естествен
ным с теоретической точки зрения («космологический член в уравнениях 
гравитационного поля»).

В то время предположение (2) представлялось мне неизбежным, по
скольку я считал, что в случае отказа от него открываются безграничные 
возможности для всевозможных спекуляций.

Однако уже в двадцатых годах русский математик Фридман показал, 
что с чисто теоретической точки зрения более естественным является иное 
предположение. Он показал, что, опуская предположение (2), можно со
хранить предположение (1), не вводя довольно неестественный космологи
ческий член в уравнения гравитационного поля. Именно, первоначальные

29 Гравитационное красное смещение впервые наблюдалось в 1924 году Адам
сом в спектре спутника Сириуса — белого карлика Сириус-В*, при этом вели
чина смещения оказалась эквивалентной допплеровскому смещению при ско
рости удаления источника около 20 км/сек. Наблюдаемое красное смешение 
спектральных линий в гравитационном поле Солнца соответствует 0,6 к м / с е к .  

В 1960 году Паунд и Ребка с помощью эффекта Мессбауэра впервые наблю
дали красное смещение спектральных линий в гравитационном доле Земли. 
Это смещение у поверхности Земли при разности высот в 21 м составляет 
7,5 4 0  5 см/сек. — Прим. ред.
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уравнения поля допускают решение, в котором «радиус мира» зависит 
от времени (расширяющееся пространство). В этом смысле, согласно Фрид
ману, можно сказать, что теория требует расширения пространства.

Несколькими годами позже Хэббл в специальных исследованиях 
внегалактических туманностей показал,что спектральные линии обнаружи' 
вают красное смещение, которое непрерывно возрастает с увеличением рас
стояния до туманности. В соответствии с нашими современными знаниями, 
это можно интерпретировать только в смысле принципа Допплера как все
стороннее расширение системы звезд, требуемое согласно Фридману, урав
нениями гравитационного поля. Поэтому открытие Хэббла можно рас
сматривать до некоторой степени как подтверждение теории.

Однако возникает странная трудность. Интерпретация галактического 
смещения спектральных линий, открытого Хэбблом, как расширения 
(в котором трудно сомневаться с теоретической точки зрения) приводит 
к заключению, что существовало начало расширения «всего лишь» около 
109 лет назад, тогда как, по данным физической астрономии, развитие от
дельных звезд и звездных систем продолжалось значительно большее вре
мя. Пока неизвестно, как преодолеть это противоречие30.

Далее, я хотел бы заметить, что теория расширяющейся Вселенной 
вместе с наблюдательными данными астрономии не позволяет решить 
вопрос о том, является (трехмерное) пространство конечным или бесконеч
ным, в то время как первоначальная модель «статической» Вселенной при
водила к замкнутому (конечному) пространству.

Популярная книжка Эйнштейна «О специальной и общей теории относительно
сти», сыгравшая большую роль в пропаганде идей теории относительности, издавалась 
много раз в Германии. Первый раз она вышла в серии «Sammlung Vieweg» (Н. 38. Bra
unschweig, Vieweg, 1917). В третьем издании к ней были добавлены два приложения: 
«Простой вывод преобразования Лоренца» и «Четырехмерный мир Минковского». 
Начиная с 10-го издания, в нее включалось третье приложение: «Экспериментальная 
проверка общей теории относительности», написанное специально для английского 
издания 1920 г В 14-м издании добавлено еще Приложение IV, касающееся космоло
гических проблем. В 15-м издании 1952 г. добавлено Приложение V «Относитель
ность и проблема пространства» (статья 139, том II).

На русском языке книжка выходила четыре раза: в Государственном издательстве 
(Петроград, 1922) и в Научном книгоиздательстве (Петроград, 1922); второе русское 
издание включало и перевод «Диалога» (статья 43). Книжка вышла также двумя рус
скими изданиями в переводе Г. Б. Идельсона в Берлине в издательстве «Слово» (1921 
и 1922).

Известны издания: американское (Нью-Йорк, 1921, 1931, 1933, 1946, 1948, 1954), 
испанское (Толедо, 1921), итальянское (Болонья, 1921), французское (Париж, 1921), 
венгерское (Будапешт, 1922), еврейское (Варшава, 1923) и иврит (древнееврейское) 
(Тель-Авив, 1928).

30 После более точного определения шкалы расстояний «возраст» возрос до 
~ 1 3 ’ 109 лет. — Прим. ред.
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ВОПРОСЫ к осм ол оги и  

И ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

Известно, что дифференциальное уравнение Пуассона
Аф =  кпКр (1)

в совокупности с уравнением движения материальной точки не может 
вполне заменить теорию дальнодействия Ньютона. Необходимо добавить 
условие, что потенциал ф в пространственной бесконечности стремится 
к определенному пределу. Аналогично обстоит дело и в теории тяготения,, 
следующей из общего принципа относительности; здесь также к диффе
ренциальным уравнениям должны быть добавлены граничные условия 
для пространственной бесконечности, если мы на самом деле рассматри
ваем мир бесконечно протяженным в пространстве.

При рассмотрении задач, связанных с планетной системой, мы выбрали 
эти граничные условия, допустив, что можно выбрать такую координат
ную систему, в которой все потенциалы тяготения в пространственной 
бесконечности становятся постоянными. Но априори отнюдь не очевидно,, 
что при рассмотрении более значительных частей Вселенной можно поль
зоваться теми же самыми граничными условиями. Ниже будут изложены 
соображения, которые мы получили до настоящего времени по этому 
принципиально важному вопросу.

§ 1. Теория Ньютона
Как известно, граничное условие Ньютона в форме существования по

стоянного предела для ф в пространственной бесконечности ведет к пред
ставлению о том, что плотность материи в бесконечности обращается в

* Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitätstheorie. Sitzungsber. 
preuss. Akad. Wiss., 1917, 1, 142— 152. (Русский перевод опубликован в сб. 
«Принцип относительности». — Ред.).
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нуль. В самом деле, представим себе, что во Вселенной можно найти ме
сто, вокруг которого гравитационное поле материи, рассматриваемое в 
целом, обладает сферической симметрией (центр). Тогда из уравнения 
Пуассона следует, что средняя плотность р с увеличением расстояния г 
от центра должна стремиться к нулю быстрее, чем 1/г2, для того чтобы ф 
в бесконечности стремилось к некоторому пределу1. В этом смысле мир по 
Ньютону конечен, хотя и может обладать бесконечно большой общей 
массой.

Отсюда прежде всего следует, что излучение, испускаемое небесными 
телами, частично покинет мир Ньютона по радиальному от центра напра
влению с тем, чтобы бесследно затеряться в бесконечности. Не может ли 
произойти то же с целым небесным телом? Едва ли можно отрицать этот 
факт, поскольку из предположения о существовании конечного предела 
для ф в пространственной бесконечности следует, что обладающее конечной 
кинетической энергией небесное тело может достичь пространственной 
бесконечности, преодолев ньютоновские силы притяжения. Согласно стати
стической механике, такие события должны происходить до тех пор, пока 
общая энергия звездной системы достаточно велика, чтобы — при перено- 
се ее на одно небесное тело — последнее могло совершить путешествие 
в бесконечность, откуда оно никогда не сможет вернуться.

Можно было бы попытаться обойти эту своеобразную трудность, до
пустив, что указанный граничный потенциал имеет в бесконечности очень 
большое значение. Это было бы приемлемо, если бы изменение потенциала 
тяготения не обусловливалось самим небесным телом. В действительности 
мы ^неизбежностью приходим к заключению, что наличие значительных 
разностей потенциалов гравитационного поля противоречит фактам. На
против, разности потенциалов должны быть столь малого порядка, чтобы 
определяемые ими скорости звезд не превосходили фактически наблюдае
мых скоростей.

Если больцмановский закон распределения молекул газа применить 
к звездам, рассматривая звездную систему как газ, находящийся в стацио
нарном тепловом движении, то получается, что ньютоновская Вселенная 
вообще не могла бы существовать, так как конечной разности потенциалов 
между центром и бесконечностью соответствует конечное отношение плот
ностей. Следовательно, нулевая плотность на бесконечности влечет за со
бой нулевую влотность в центре.

Эти трудности, по-видимому, нельзя преодолеть, оставаясь в рамках 
теории Ньютона. Возникает вопрос, нельзя ли преодолеть их путем

1 Здесь о — средняя плотность материи, определенная для области пространства, 
большой по сравнению с расстоянием между соседними неподвижными звездами, 
но малой по сравнению с размерами всей звездной системы.
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Kosmologisobe Betrachtungen zur allgemeinen

in Verbindung mit der Bewegungsgleichung des materiellen Punktes 
die N e w t o n s  che Fernwirkungstheorie noch nicht vollständig ersetzt. 
Es muß noch die Bedingung hirizutreten, daß im  räumlich Unend
lichen das Potential <p einem festen G-renzwerte zustrebt. Analog ver
hält es sieh bei der Gravitationstheorie der allgemeinen Relativität; 
auch hier müssen zu den Differentialgleichungen Grenzbedingungen 
hinzutreten für das räumlich Unendliche, falls man die W elt wirklich 
als räumlich unendlich ausgedehnt anzusehen hat.

Bei der Behandlung des Planetenproblems habe ich diese Grenzbe- 
dingungen in Gestalt folgender Annahme gewählt: Es ist m öglich, ein 
Bezugssystem so zu wählen, daß sämtliche Gravitationspotentiale 
im räumlich Unendlichen konstant werden. Es ist aber a priori durch
aus nicht evident, daß man dieselben Grenzbedingungen ansetzen darf, 
wenn man größere Partien der Körperwelt ins Auge fassen will. Im 
folgenden sollen die Überlegungen angegeben werden, welche ich bis
her über diese prinzipiell wichtige Frage angestellt habe.

Es ist wohlbekannt, daß die NEWTOssche Grenzbedingung des kon
stanten Limes für ф im räumlich Unendlichen zu der Auffassung hin
führt, daß die Dichte der Materie im Unendlichen zu null wird. W ir  
denken uns nämlich, es lasse sich ein Ort im W eltraum finden, um 
den herum das Gravitationsfeld der Materie, im großen betrachtet, 
Kugelsymmetrie besitzt (Mittelpunkt). Dann folgt aus der Poissonschen

Gleichung, daß die mittlere Dichte о rascher als — mit wachsender

Entfernung r vom Mittelpunkt zu null herahsiuken muß, damit <p im
Первая страница статьи A. Эйнштейна «Вопросы космологии и общая теория

относительности»

Von A. E instein.

E s  ist wohlbekannt, daß die PoissoNsche Differentialgleichung

&ф ss  4iriTf? (0

§ i. D ie NEWTONSche T h e o r ie .
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модификации теории Ньютона. Для этого прежде всего укажем путь, 
который не следует принимать слишком серьезно, так как он служит толь
ко для того, чтобы лучше уяснить последующие рассуждения. Вместо 
уравнения Пуассона напишем

Дф —  Аф =  4:гкйГр, (2 )

где А представляет собой некоторую универсальную постоянную.
Если р0 есть постоянная плотность распределения массы, то

4 лК  0
Ф = ----^ -Р о  (3)

является решением уравнения (2). Это решение соответствует случаю рав
номерного пространственного распределения неподвижных звезд, при
чем плотность ро может равняться действительной средней плотности ма
терии в мировом пространстве Это решение соответствует» бесконечно 
протяженному пространству, в среднем равномерно заполненному ма
терией.

Если теперь предположить, что имеются местные неравномерности в рас
пределении материи, не изменяющие среднего значения плотности распре
деления, то к постоянному значению (3) потенциала ф придется добавить 
дополнительную величину ф, которая вблизи более плотных масс будет 
тем более похожа на поле Ньютона, чем меньше Аф по сравнению с 4лАр.

Такой мир не имел бы центра по отношению к гравитационному
полю и не было бы надобности допускать, что плотность уменьшается на 
бесконечности; наоборот, и средний потенциал и средняя плотность были 
бы постоянны вплоть до бесконечности. При этом конфликт, отмеченный 
между теорией Ньютона и статистической механикой, здесь отсутствует. 
При постоянной (крайне малой) плотности материя находится в равнове
сии, не требуя внутренних сил (давления) для поддержания этого равно
весия.

§ 2. Граничные условия, 
требуемые общей теорией относительности

В дальнейшем я предлагаю читателю последовать по пройденному 
мной самим извилистому и неровному пути, поскольку, как мне кажется, 
только так будет интересен конечный результат. Я пришел к убеждению, 
что уравнения гравитационного поля, которых я до сих пор придержи
вался, нуждаются еще в некоторой модификации, чтобы можно было на 
базе общей теории относительности избежать тех принципиальных трудно
стей, которые в предыдущем параграфе были указаны для теории Ньюто
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на. Эта модификация полностью соответствует переходу от уравнения 
Пуассона (1) к уравнению (2) предыдущего параграфа. Тогда, наконец, 
получается, что граничные условия в пространственной бесконечности во
обще отпадают, так как мировой континуум должен в отношении своих 
пространственных размеров рассматриваться как замкнутый континуум, 
имеющий конечный пространственный (трехмерный) объем.

Высказанное мной недавно мнение относительно граничных условий 
на пространственной бесконечности основано на следующих соображе
ниях. В последовательной теории относительности нельзя определять 
инерцию по отношению к «пространству», но можно определять инерцию 
масс относительно друг друга. Поэтому, если я удаляю какую-нибудь 
массу на достаточно большое расстояние от всех других масс Вселенной, 
то инерция этой массы должна стремиться к нулю. Попытаемся сформули
ровать это условие математически.

Согласно общей теории относительности, импульс (с обратным знаком) 
определяется первыми тремя компонентами, а энергия — последней ком
понентой умноженного на У  —g ковариантного тензора

т У :=Г88^а-1 — , (4)
причем, как всегда,

с?.?2 =  йх^ йхч. (5)
В особенно наглядном случае, когда координатную систему можно
выбрать так, чтобы гравитационное поле в каждой точке было простран
ственно изотропно, эта величина принимает более простой вид

С?5Ч =  — А ((1x1 +  (1х\ (1х̂ ) 4~ В(1x1.

Если одновременно

то в случае малых скоростей из выражения (4) для компонент импульса
в первом приближении имеем

А (1х] А (1х2 А  (1х3т — =г ——  , т —— - — , т —— ,у в  у  в  у  в  ах 4, ’

и для энергии (в случае покоя)
тУ~ В.

А
Из выражений для импульса следует, что т у — играет роль инертной

массы. Так как т —  константа, связанная с точечной массой и неза
висящая от положения этой массы, то при соблюдении условия, 
установленного для определителя,это выражение в пространственной беско
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нечности только тогда обращается в нуль, когда А стремится к нулю, а В — 
к бесконечности. Таким образом, подобное поведение коэффициентов 
представляется нам как бы следствием относительности всякой инерции. 
Отсюда следует также и то, что потенциальная энергия В точки в бес
конечности становится бесконечно большой. Таким образом, точечная 
масса никогда не может покинуть систему; более подробное исследование 
показывает, что то же самое справедливо и для лучей света. Вселенная при 
таком поведении потенциала гравитационного поля в бесконечности не 
подвергалась бы, следовательно, опасности стать пустой, на что указы
валось при обсуждении ньютоновской теории.

Заметим, что упрощенные допущения о гравитациогнэм потенциале, 
положенные в основу этих рассуждений, сделаны только ради большей 
наглядности. Для описания поведения ^  на бесконечности можно найти 
общую формулировку, которая выразит суть дела без каких-либо ограни
чивающих допущений.

Пользуясь дружеской помощью математика Громмера, я исследрвал 
центрально-симметричное статическое гравитационное поле, которое 
выражается на бесконечности указанным образом. Из заданного потенци
ала гравитационного поля ^  на основе уравнений гравитационного поля 
был вычислен тензор 7 ^  энергии материи. Но при этом оказалось, что 
для звездной системы подобного рода граничные условия никак не могут 
быть приняты, как недавно вполне справедливо было отмечено также аст
рономом де Ситтером.

В самом деле, контравариантный тензор Т^  энергии весомой материи 
имеет вид

где р означает естественно измеренную плотность материи.
При надлежащем выборе координатной системы скорости звезд очень 

малы по сравнению со скоростью света. Поэтому можно заменить через 
V £44 йх±. Отсюда видно, что все компоненты тензора очень малы по срав
нению с последней его компонентой, Ти . Но это условие никак нельзя было 
совместить с выбранными граничными условиями. После всего изложен
ного этот результат не вызывает удивления. Факт незначительности скоро
стей звезд позволяет сделать заключение, что всюду, где имеются не
подвижные звезды, потенциал гравитационного поля (в нашем случае 
К  5) не может быть существенно больше, чем у нас; это следует из ста
тистических соображений так же, как и в теории Ньютона. Во всяком слу
чае наши вычисления привели меня к убеждению, что подобные условия 
вырождения для в пространственной бесконечности не могут быть по
стулированы.
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После неудачи этой попытки прежде всего возникают две возможно
сти: а) требовать, как в случае планетной проблемы, чтобы на пространст
венной бесконечности ^  при надлежащем выборе системы координат 
стремились к значениям

— 1 0 0 0
0 — 1 0 0

0 0 — 1 0

0 0 0 1

или б) не устанавливать для пространственной бесконечности никаких 
всегда справедливых граничных условий; в каждом отдельном случае 
следует особо задавать ^  на пространственной границе рассматриваемой 
области так же, как мы привыкли это делать до сих пор, задавая начальные 
условия.

Возможность «б» не соответствует какому-либо решению проблемы и 
означаёт отказ от ее решения. Правомерность этой точки зрения нельзя 
отрицать; в настоящее время ее придерживается де Ситтер2. Но я должен 
признаться, что мне трудно было бы пойти на столь большие уступки в 
этом принципиальном вопросе. С этим я соглашусь только в том случае, 
если все усилия найти удовлетворительные граничные условия окажутся 
тщетными.

Возможность «а» неудовлетворительна во многих отношениях. Во-пер
вых, такие граничные условия предполагают определенный выбор системы 
отсчета, что несовместимо с духом принципа относительности. Во-вторых, 
при таком рассмотрении приходится отказаться от требования относитель
ности инерции. В самом деле, инерция материальной точки с естественно 
измеренной массой т зависит от ^у , но последние лишь очень мало отли
чаются от постулированных значений на пространственной бесконечности. 
Благодаря этому, хотя материя (находящаяся на конечном расстоянии) и 
влияет на инерцию, но все-таки не обусловливает последнюю. Если бы су
ществовала только одна материальная точка, то она, согласно этому пред
ставлению, обладала бы почти такой же инерцией, как и в том случае, 
когда она окружена всеми прочими массами нашего реального мира. На
конец, против этого представления нужно выдвинуть те же статистические 
возражения, которые выше были указаны для теории Ньютона.

Из сказанного до сих пор следует, что мне не удалось установить гра
ничных условий для пространственной бесконечности. Тем не менее 
существует еще одна возможность, позволяющая обойтись без отказа, упо-

2 Б. Э 1 Ь Ь е г. Акаб. уап \Vetensch 1е АпЫегс1ат, 8 ноября 1916.
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мянутого в «б». Именно, если бы можно было рассматривать мир в его про
странственной протяженности как замкнутый континуум, то вообще от
пала бы необходимость в подобного рода граничных условиях. Из даль
нейшего будет видно, что и требование общего принципа относительности 
и факт незначительности скоростей звезд совместимы с гипотезой прост
ранственной замкнутости Вселенной; правда, для осуществления этого 
необходимо некоторое обобщение уравнений гравитационного поля.

§ 3. Пространственно замкнутый мир 
с равномерно распределенной материей

Согласно общей теории относительности, метрический характер (кри
визна) четырехмерного пространственно-временного континуума опре
деляется в каждой точке находящейся в ней материей и состоянием послед
ней. Поэтому вследствие неравномерности распределения материи мет
рическая структура этого континуума должна быть крайне запутанной. 
Но если говорить о структуре пространства в целом, то мы можем пред
ставить материю как бы равномерно распределенной по отень большой 
области пространства, так что ее плотность распределения становится 
чрезвычайно медленно меняющейся функцией. В данном случае мы посту
паем так же, как геодезисты, которые крайне сложную в деталях поверх
ность Земли заменяют приближенно эллипсоидом.

Самое важное из всего, что нам известно из опыта о распределении ма
терии, заключается в том, что относительные скорости звезд очень малы 
по сравнению со скоростью света. Поэтому я полагаю, что на первых по
рах в основу наших рассуждений можно положить следующее приближен
ное допущение: имеется координатная система, относительно которой 
материю можно рассматривать находящейся в течение продолжительного 
времени в покое. По отношению к этой координатной системе контрава- 
риантяый тензор материи в силу (5), имеет следующий простой вид:

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 р

Скаляр р (средней) плотности распределения априори может быть функ- 
пией пространственных координат. Однако если мы предполагаем, что мир 
пространственно замкнут, то естественно сделать гипотезу, что р 
не зависит от места; эту гипотезу мы и положим в основу дальнейших рас- 
суждений.

608



44 Вопросы космологии и общая теория относительности

Что касается гравитационного поля, то из уравнения движения мате
риальной точки

следует, что материальная точка в статическом гравитационном поле 
может находиться в покое только тогда, когда £44 не зависит от места. 
Так как, кроме того, мы для всех величин предполагаем независимость 
от временной координаты я4, то для искомого решения можем потребо
вать, чтобы для всех аг„

Далее, как это обычно делается в статических задачах, нужно положить, 
что

Теперь остается еще определить те компоненты потенциала гравита
ционного поля, которые характеризуют чисто пространственно-геометри
ческие свойства нашего континуума п , ^12, — , £зз)- Из нашего допущения 
о равномерности распределения масс, создающих поле, следует, что и 
кривизна искомого метрического пространства должна быть постоянной. 
Таким образом, при заданном распределении масс искомый замкнутый 
континуум (хг, х2, х3 при постоянном ж4) должен быть сферическим про
странством.

К такому пространству мы приходим, например, следующим образом. 
Будем исходить из эвклидова пространства (§4, £2, £*) четырех изме
рений с линейным элементом д,о\ пусть тогда

где Я — постоянная. Точки этой гиперповерхности образуют трехмерный 
континуум — сферический объем с радиусом кривизны Я.

Четырехмерное эвклидово пространство, из которого мы исходили, 
служит только для удобного определения нашей гиперповерхности. Нас 
интересуют только точки этой поверхности, метрические свойства кото
рой должны совпадать со свойствами физического пространства с равно
мерным распределением материи. Для описания этого трехмерного конти
нуума можно пользоваться координатами |4, |2, Ез (проекции на гипер
плоскость |4 — 0), так как, в силу (10), можно |4 выразить через 
|3. Исключая |4 из (9), получаем следующее выражение для линейного
39 а . Эйнштейн, том I 609

(7)

§  14 —  &24 —  &34 —  0 . (8)

(10)

(9)
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элемента сферического пространства:

[ ( И >Н" В2 —  р2’

где =  1, если [I =  V ,  и йр =  0, если р ф  V ,  а р 2 =  |2 +  Ц +  £2. 
Выбранные координаты удобны, когда речь идет об исследовании окрест
ности Т О Ч К И  11 =  12 =  1 3 =  0 .

Итак, нам дан теперь также и линейный элемент искомого четырехмер
ного пространственно-временного мира. Очевидно, для потенциалов 
у которых оба индекса отличаются от 4, мы должны написать

^  +  Л2 _  (ж2 +  х2 +  дф I • (12>

Это равенство вместе с (7) и (8) вполне определяет свойства масштабов,, 
часов и лучей света в рассматриваемом четырехмерном мире.

§ 4. О дополнительном члене, 
который необходимо ввести в уравнения 

гравитационного поля
Уравнения гравитационного поля, предложенные мной для произволь

но выбранной системы координат, имеют следующий вид:

Сум — —  Т

где (13)

Система уравнения (13) никогда не будет удовлетворена, если вместо 
подставить их значения из (7), (8) и (12), а вместо (контравариантного) 

тензора материи энергии—значения (6). В следующем параграфе будет 
показано, как удобнее всего произвести подобный расчет. Таким образом, 
если бы была уверенность в том, что только уравнения поля (13), которые 
я цока но использовал, согласуются с общим принципом относительности, 
следовало, конечно, заключить, что теория относительности несовмести
ма с гипотезой пространственной замкнутости мира.

Однако система уравнений (13) допускает одно весьма простое обоб
щение, совместимое с постулатом относительности и полностью аналогич-
«10
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ное данному выше в виде уравнения (2) обобщению уравнения Пуассона. 
В самом деле, к левой части уравнения поля (13) мы можем прибавить фун
даментальный тензор glxv, умноженный на неизвестную пока универсаль
ную константу — к, не нарушая этим общей ковариантности, т. е. вместо 
уравнения поля (13) положить

С^ — ^ ч = — к ( т ^ --------------------------------------------- (13а)

Это уравнение поля при достаточно малом значении к во всяком случае 
тоже совместимо с результатами наблюдений над солнечной системой. 
Оно удовлетворяет также законам сохранения импульса и энергии; в са
мом деле, вместо уравнения (13) можно получить уравнение (13а), если 
в принцип Гамильтона, гарантирующий правильность этих законов, вме
сто скаляра тензора Римана подставить этот же скаляр, умноженный на 
универсальную постоянную. Ниже будет показано, что уравнение поля 
(13а) совместимо с нашими предположениями относительно поля и 
материи.

§ 5. Вычисления. Результат
Так как все точки нашего континуума равноценны, то достаточно вы

полнить вычисление для одной точки, например, для точки с координата
ми XI =  х2 =  х3 =  =  0.

При этом для в уравнении (13а) всюду, где gv.v не дифференциро
ваны или же продифференцированы только один раз, должны быть под
ставлены значения

— 1 0 0 0
0 — 1 0 0
0 0 — 1 0
0 0 0 1,

Таким образом, получается сначала 

С, д Гр V' 
дхі І 1

д
дх*

р V
2 +

д
дхя

Р V

3 +
э2 V — g

дх^дх^

Приняв во внимание (7), (8) и (13), легко найдем, что все уравнения 
(13а) удовлетворяются, если выполнены следующие два соотношения:

2
№

хр
" У

Хр

~г
39* 611
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ИЛИ -1 *Р 1 / л / \
2 Я2 * ( ^ )

Итак, вновь введенная универсальная константа X определяется, если 
известны средняя плотность распределения р, сохраняющаяся в состоя
нии равновесия, радиус Л сферического пространства и его объем 2п?Л3. 
Полная масса М  Вселенной, по нашему представлению, конечна 
и равняется

М  =  р-2л2Я 3 =  4л2—  =  . (15)
^ И / х 3-р 4 '

Теоретическое представление о реальном мире, согласно нашим рас
суждениям, было бы следующим. Характер кривизны пространства в со
ответствии с распределением материи зависит от места и времени; однако 
это пространство в целом можно приближенно представить в виде сфери
ческого пространства. Во всяком случае это представление логически не
противоречиво и с точки зрения общей теории относительности является 
наиболее естественным. Мы не будем здесь рассматривать вопрос о том, 
приемлемо ли это представление с точки зрения современных астрономи
ческих знаний. Правда, для того, чтобы прийти к этому непротиворечи
вому представлению, мы должны были все же ввести новое обобщение урав
нений гравитационного поля, неоправдываемое нашими действительны
ми знаниями о тяготении. Необходимо, однако, отметить, что положитель
ная кривизна пространства, обусловленная находящейся в нем материей, 
получается и в том случае, когда указанный дополнительный член не 
вводится; последний нам необходим для того, чтобы обеспечить возмож
ность квазистатическогр распределения материи, соответствующего фак
тическим малым скоростям звезд.

Поступила 15 февраля 1917 г.

В этой работе сделан следующий шаг в развитии общей теории относительности, 
положивший начало новой науке — релятивистской космологии.

Однако в этой работе Эйнштейн считал, что решение уравнений космологии долж
но быть, во-первых, статическим, а, во-вторых, приводить к замкнутой модели Все
ленной. Первое условие потребовало введения космологической постоянной.

Оба эти условия были в дальнейшем отброшены А. А. Фридманом, работы которо
го привели теорию к согласию с опытом (эффект Хэббла — разбегание галактик). 
Эйнштейн после неправильных возражений признал правильность идей Фридмана 
(см. статью 69, том II).
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ПРИНЦИПИАЛЬНОЕ СОДЕРЖАНИЕ 
ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ*

Ряд опубликованных в последнее время работ, особенно появившаяся 
недавно в этом журнале (т. 53, № 16) остроумная работа Кречмана, побудили 
меня вновь вернуться к основам общей теории относительности. При этом 
я хочу выделить лишь основные идеи, предполагая теорию известной.

Теория, как мне кажется сегодня, покоится на трех основных положе
ниях, которые ни в какой степени не зависят друг от друга. Ниже они 
будут коротко сформулированы, а в дальнейшем освещены с некоторых 
сторон.

а) Принцип относительности: законы природы являются лишь вы
сказываниями о пространственно-временных совпадениях; поэтому они 
находят свое естественное выражение в общековариантных уравнениях.

б) Принцип эквивалентности: инерция и тяжесть тождественны; от
сюда и из результатов специальной теории относительности неизбежно 
следует, что симметричный «фундаментальный тензор» ( ^ )  определяет 
метрические свойства пространства, движение тел по инерции в нем, 
а также и действие гравитации. Описываемое фундаментальным тензо
ром состояние пространства мы будем обозначать как «С-поле».

в) Принцип М аха1: С-поле полностью определено массами тел. Масса 
и энергия, согласно следствиям специальной теории относительности, 
представляют собой одно и то же; формально энергия описывается симмет
ричным тензором энергии; это означает, что С-поле обусловливается и опре
деляется тензором энергии материи.

* Prinzipielles zur allgemeinen Relativitätstheorie. Ann. Phys., 1918, 55, 241— 244.

1 До сих пор я не разделял принципа «а» и «в», но это приводило к путанице. 
Название «принцип Маха» выбрано потому, что этот принцип является обобще
нием требования Маха, что инерция должна сводиться к взаимодействию 
тел.

613
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Относительно «а» Кречман замечает, что так сформулированный прин
цип относительности ничего не говорил бы о физической реальности, т. е. 
о внутреннем содержании законов природы, а касался бы лишь требований 
к математической формулировке. Так как физический опыт вообще имеет 
дело лишь с совпадениями, то всегда возможно представить сведения о за
кономерных связях между этими совпадениями в виде общековариантных 
уравнений. Поэтому он считает необходимым придать другой смысл тре
бованию относительности. Я считаю аргументы Кречмана правильными, 
но предлагаемые им нововведения не могу поддержать. Именно, если 
справедливо, что каждый эмпирический закон может быть записан в обще- 
ковариантной форме, принцип «а» приобретает значительную эвристиче
скую силу, которая проявилась при решении гравитационных проблем и 
основана на следующем: из двух согласующихся с опытом теоретических 
систем предпочтение должно быть отдано той, которая проще и прозрач
нее с точки зрения абсолютного дифференциального исчисления. Пели 
гравитационной механике Ньютона придать форму ковариантных (че
тырехмерных) уравнений, то легко убедиться, что принцип «а» практи
чески (хотя и не вполне строго, исключает эту теорию!

Принцип «б» является исходным пунктом всей теории и прежде всего 
приводит к установлению принципа «а»; он, несомненно, не может быть 
отброшен, если придерживаться основных идей теоретической системы.

Иначе обстоит дело с «принципом Маха» «в»; необходимость придержи
ваться его отнюдь не разделяется другими авторами, но я и сам считаю,что 
выполнение его необязательно. По принципу Маха, согласно уравнениям 
гравитационного поля, не может существовать никакого б^поля без ма
терии. Очевидно, что постулат «в» тесно связан с вопросом пространст
венно-временной структуры мира как целого, так как в порождении 
(г-поля принимают участие все массы.

В качестве общековариантных уравнений гравитационного поля я 
предлагал сначала

=  — х ( г н. , - 4 - ^ . г ) ,  (О
где введено сокращение

=  S  g0T (pa, tv).
О, т

Однако эти уравнения поля не удовлетворяют постулату «в», так как 
они допускают решение

gp.v =  const (для всех р и v),
=  0 (для всех р и v).

Итак, из уравнений (1) следует, что может быть G-поле без какой бы то 
ни было материи, вопреки постулату Маха.
614
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Постулат «в» будет выполняться, насколько я понимаю, для уравнений 
п ол я 2, полученных из уравнений (1), путем введения Я-члена

Уравнения (2) не могут привести к свободному от сингулярностей 
пространственно-временному континууму с тензором энергии материи, 
всюду равным нулю. Простейшим мыслимым решением уравнения (2) 
является статический сферический или эллиптический, по отношению 
к пространственным координатам, мир с равномерно распределенной по
коящейся материей. Но нужно не только мысленно сконструировать 
мир, отвечающий принципу Маха; важнее представить себе, что наш ре
альный мир может быть апроксимирован только что упомянутым сфери
ческим миром. В реальном мире материя не распределена равномерно, 
а сконцентрирована в отдельные небесные тела; не покоится, а находится 
в состоянии относительного движения (со скоростью, малой по сравнению 
со скоростью света). Однако вполне возможно, что средняя («естественно 
измеренная») пространственная плотность материи, полученная для об
ласти пространства, охватывающей очень много неподвижных звезд, бу
дет близка к постоянному значению для всего мира. В этом случае мы 
■обязаны дополнить уравнения (1) добавочными членами, имеющими ха
рактер À-членов; тогда мир будет замкнутым, и его геометрия будет 
отклоняться от геометрии сферического и соответственного эллиптиче
ского пространства лишь слегка и лишь в отдельных областях, подобно 
тому, как форма земной поверхности отклоняется от эллипсоида.

Поступила 6 марта 1918 г.

Работа Э. Кречмана [Erich K r e t s c h m a n n .  Über den physikalischen Sinn 
der Relativitätspostulate. A . Einstein neue und ursprüngliche Relativitätstheorie. Ann. 
Phys. (4. Folge), 1917, 53, 575] содержит обзор результатов Эйнштейна и некоторые 
критические замечания. Главным замечанием является сомнение автора в том, что 
общая ковариантность уравнений не заключает в себе какого-либо физического резуль
тата, ибо всякое уравнение, заданное в одной системе координат, можно записать в 
ковариантной форме. Ответ Эйнштейна разъясняет эту сторону дела.

Кроме этого, Эйнштейн подчеркивает здесь, что принцип Маха (а с ним и гипотеза 
о  пространственной замкнутости модели) не является необходимым.

2 «Вопросы космологии и общая теория относительности», Sitzungsberpreuss. 
Акаб. \Viss., 1917, 142 (Статья 44.— Р е д . ) .
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ДИАЛОГ ПО ПОВОДУ ВОЗРАЖЕНИЙ 

ПРОТИВ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

К р и т и к .  Уже не раз в различных журналах высказывались со
мнения по поводу теории относительности, но релятивисты отвечали на 
них весьма редко1. Не будем уточнять, высокомерие ли, слабость или лень 
лежат в основе этого упущения; возможно даже, что здесь действует смесь 
этих психологических моментов; возможно также, что критические за
мечания нередко делают очевидной слишком малую компетентность кри
тика. Об этом, повторяю, не стоит говорить. Но сегодня я зашел к тебе для 
того, чтобы ты не мог уклониться как обычно. Уверяю тебя, что я не от
ступлюсь, пока ты не ответишь мне на все вопросы.

Однако, чтобы ты не очень пугался и даже получил некоторое удоволь
ствие от нашей беседы, я скажу тебе и нечто утешительное. В отличие от 
некоторых моих коллег, я не столь высоко мню о себе, чтобы выступать 
как сверхразумное существо, обладающее нечеловеческой проницатель
ностью и уверенностью (подобно газетному рецензенту научной литера
туры или даже театральному критику). Я говорю как простой смертный,, 
сознавая, что критик нередко испытывает недостаток в собственных мы
слях.

Не хочу я так же, как это недавно сделал один мой коллега, низвер
гая гром и молнию, подобно прокурору, обвинять тебя в краже духовных 
ценностей и иных бесчестных действиях. Мои возражения вызваны лишь 
необходимостью выяснить некоторые вопросы, мнения по которым сильно 
расходятся. Во всяком случае я прошу тебя разрешить мне опубликовать

* Eine Dialog über Einwände gegen die Relativitätstheorie. Naturwiss., 1918, 6, 697— 
702. [Русский перевод включен во второе издание книги Эйнштейна «О специаль
ной и общей теории относительности». (Статья 43).— Прим. ред.]

1 Под «релятивистом» здесь следует понимать сторонника физической теории 
относительности, а не философа-релятивиста.
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нашу беседу, зная, что заботы о том, как достать бумагу, не единст
венные заботы, которые не дают спать моему другу, редактору Беро- 
линензису 2.

Будучи заранее уверенным в твоем согласии, перехожу немедля к су
ти дела. С тех пор как была создана специальная теория относительности, 
ее вывод о замедляющем влиянии движения на ход часов вызывал возра
жения и, как мне кажется, весьма основательные. В самом деле этот 
вывод обязательно приводит к противоречию с основами теории. Чтобы 
лучше понимать друг друга, приведем его прежде всего с достаточной 
четкостью.

Пусть К  — галилеева система координат в смысле специальной теории* 
относительности; это означает, что есть тело, по отношению к которому“ 
изолированные материальные точки движутся прямолинейно и равномер
но. Пусть, далее, и 1 и £/2 — двое совершенно одинаковых часов, не испы
тывающих никаких влияний извне. Они будут идти с одинаковой скоро
стью, если их сверить в непосредственной близости друг около друга или 
на любом расстоянии друг от друга, при условии, что они покоятся от
носительно К. Но если одни из часов, например £/2, движутся по отноше
нию к системе К  равномерно и прямолинейно, то, согласно специальной 
теории относительности, они с точки зрения системы К  должны идти 
медленнее, чем установленные неподвижные по отношению к К  часы С/1. 
Этот вывод уже сам по себе является странным. Он тем более вызывает* 
серьезные сомнения, когда представляешь себе следующие хорошо из
вестные мысленные эксперименты.

Пусть А и В — две удаленные друг от друга точки системы К. Чтобы 
определить положения, примем точку А за начало координат системы К. 
Пусть В — некоторая точка на положительной оси х. Будем считать, что 
сначала и те и другие часы покоятся в точке А . Там они идут одинаково 
быстро; пусть положения их стрелок совпадают. Сообщим теперь часам 
С/2 некоторую постоянную скорость в положительном направлении оси 
х ,  чтобы они двигались к точке В. Представим себе, что в точке В скорость 
меняется на обратную, так что часы и 2 опять начнут двигаться к точке А. 
Когда часы достигнут точки А , их затормозят, так что по отношению к К  
они опять будут покоиться. Так как наблюдаемое из К  изменение положе
ния стрелок часов С/2, которое возможно при перемене направления ско
рости С/2, не может превзойти некоторой величины и так как часы II2 во 
время равномерного движения вдоль отрезка АВ  идут медленнее, чем и 1 
(если наблюдать из системы К ), то при достаточной длине отрезка А В

2 Вероятно, шутливо искаженная фамилия издателя « N a t u r w i s s e n s c h a f t e n »  А. Бер
линера.—Прим. ред.
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ч а с ы  Л2 должны, после своего возвращения, отставать от часов С/1. 
Согласен ли ты с этим заключением?

Р е л я т и в и с т .  Безусловно, согласен. Я с сожалением наблюдал, 
как некоторые авторы, в других случаях твердо стоявшие на точке зре
ния теории относительности, пытаются уклониться от этого неизбежного 
вывода.

К р и т и к .  Здесь-тои возникает трудность. Согласно принципу отно
сительности, весь процесс должен протекать совершенно одинаково, если 
его представить в системе К ' , которая движется вместе с часами С/2. 
По отношению к системе К ' движутся взад и вперед часы С/1, тогда как ча
сы и 2 все время остаются в покое. Но отсюда следует, что по окончании 
движения часы Ц1 должны отставать от часов £72, в противоположность 
сделанному выше выводу. Даже самые рьяные приверженцы теории не 
станут утверждать, что из двух покоящихся и расположенных друг возле 
друга часов каждые отстают друг от друга.

Р е л я т и в и с т .  Твое последнее утверждение безусловно верно, 
однако метод вывода несправедлив, потому что, согласно специальной 
теории относительности, системы координат К  ж К ' никоим образом не 
являются равноправными. В самом деле, эта теория утверждает равно
ценность только всех галилеевых (неускоренных) систем координат, т. е. 
таких систем координат, по отношению к которым в достаточной мере изо
лированные материальные точки движутся прямолинейно и равномерно. 
Такой системой координат является, конечно, система К , но не ускоряе
мая время от времени система К '. Поэтому нельзя выдвинуть никаких воз
ражений против основ теории относительности, исходя из того резуль
тата, что часы и 2 после передвижения туда и обратно отстают от 
часов Л1.

К р и т и к .  Признаюсь, что ты начисто отверг мое возражение, но 
должен сказать, что чувствую себя скорее изобличенным, чем убежден
ным твоими аргументами. Впрочем, мое возражение остается в силе, если 
встать на точку зрения общей теории относительности. В этом случае 
•системы координат могут двигаться произвольно; следовательно, рас
смотренный процесс может быть отнесен к системе координат К ', по
стоянно связанной с часами С/2, точно так же, как и к системе коор
динат К.

Р е л я т и в и с т .  Несомненно справедливо, что с точки зрения общей 
теории относительности мы можем в равной мере пользоваться как си
стемой К ', так и системой К. Однако легко заметить, что по отношению к 
рассматриваемому процессу системы К ж К ' никоим образом неравноцен
ны. Этот процесс в системе К  выглядит совершенно иначе (см. рис. 1), 
чем в том случае, если рассматривать его в системе К ' (рис. 2), как пока
зывает следующее сопоставление:
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Рис. 1. Часы В 2 движутся 
относительно системы К

Рис. 2. Часы и 1 движутся 
относительно системы К'

1. Часы и 2 ускоряются внешними си
лами в положительном направлении оси X  
до тех пор, пока не приобретут скорость г . 
Часы и 1 покоятся.

2. Часы I/2 движутся с постоянной 
скоростью V до точки В на положительной 
оси X .  Часы V 1 покоятся.

3. Часы и 2 ускоряются внешними си
лами, действующими в отрицательном 
направлении оси X  до тех пор, пока не 
приобретут скорость V в отрицательном 
направлении оси X .

4. Часы и 2 движутся с постоянной 
скоростью V назад, в отрицательном 
направлении оси X  до тех пор, пока не 
приблизятся к часам и 1. Часы II1 оста
ются в покое.

5. Часы и 2 останавливаются внешними 
силами.

1. В отрицательном направлении оси X  
возникает гравитационное поле, в котором 
часы В 1 ускоренно падают до тех пор, 
пока не приобретут скорость V .  Удержи
вающие часы и 2 внешние силы, дей
ствующие в положительном направлении 
оси X ,  не дают этим часам прийти в дви
жение в гравитационном поле. Когда 
часы 1п  приобретают скорость V ,  грави
тационное поле исчезает.

2. Часы и 1 движутся с постоянной 
скоростью V до точки В' на отрицатель
ной оси X .  Часы II2 покоятся.

3. Появляется однородное поле тяже
сти, направленное по положительной оси 
X ,  под действием которого часы II1 
ускоряются в положительном направле
нии оси X  до тех пор, пока не достигнут 
скорости V в этом направлении; затем 
поле тяжести исчезает. Удерживающие 
часы и 2 внешние силы, действующие 
в отрицательном направлении оси X ,  
предотвращают при этом движение часов 
и 2 в появлявшемся поле тяжести.

4. Часы II1 движутся с постоянной 
скоростью V в положительном направле
нии оси X  до тех пор, пока не прибли
зятся к часам и 2. Часы II2 остаются 
в покое.

5. Возникает поле тяжести, направ
ленное по отрицательной оси X ,  которое 
останавливает часы II1. После эт°го 
поле тяжести снова исчезает. Часы и 
при этом удерживаются внешними си
лами в состоянии покоя.
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Нужно, конечно, иметь в виду, что в левом и правом столбцах описан 
один и тот же процесс, только описание слева относится к координатной 
системе К , а описание справа — к координатной системе К ' . Согласна 
обоим описаниям, часы С/2 в конце описываемого процесса отстанут в 
результате от часов С/1 на определенную величину. Если относить все к ко
ординатной системе К \  то это явление объясняется следующим образом: 
в течение второго и четвертого этапов рассматриваемого процесса часы С/1, 
движущиеся со скоростью V, идут медленнее покоящихся часов II2. Но 
это отставание будет с избытком компенсировано быстрым ходом часов 
II1 во время третьего этапа процесса. В самом деле согласно общей тео
рии относительности, часы идут тем быстрее, чем больше гравитационный 
потенциал в том месте, где они находятся; часы же II1 на третьем этапе 
процесса действительно находятся в области большего гравитационного 
потенциала, чем часы С/2. Расчет показывает, что это опережение в два 
раза больше отставания на втором и четвертом этапах процесса. Это рас
суждение полностью объясняет приведенный тобой парадокс.

К р и т и к .  Ты, я вижу, искусно выбрался из западни, но я солгу, 
если скажу, что полностью удовлетворен. Камень преткновения не убран 
с дороги, а лишь передвинут на другое место. Твои соображения показа
ли мне связь между приведенными мной возражениями и другими трудно
стями, также уже не раз отмечавшимися. Ты разрешил парадокс, исполь
зуя влияние на часы действующего в системе К ' гравитационного поля. 
Но разве не является это гравитационное поле чем-то чисто фиктивным? 
Ведь это существование вызвано только выбором системы координат. 
Истинные же гравитационные поля всегда создаются массами и не могут 
быть устранены подходящим выборок системы координат. Как же можно 
поверить, что некоторое явно фиктивное поле оказывает влияние на ход 
ча.сов?

Р е л я т и в и с т :  На это я прежде всего должен заметить, что разли
чать реальное и нереальное для нас не имеет смысла. По отношению к си
стеме К ' гравитационное поле «существует» в том же самом смысле, как 
и всякая другая физическая величина, которая может быть определена 
в некоторой системе координат, несмотря на то, что ее не существует в си
стеме К. Здесь нет ничего странного, и это легко доказать следующим при
мером, заимствованным из классической механики. Никто не сомневает
ся в «реальности» кинетической энергии, так как иначе пришлось бы 
отрицать энергию вообще. Однако ясно, что кинетическая энергия тел 
зависит от состояния движения координатной системы: подходящим выбо
ром последней можно, очевидно, сделать так, что в некоторый определен
ный момент кинетическая энергия поступательного движения однога 
тела примет наперед заданное положительное или нулевое значение. 
В специальном случае, при одинаково направленных и равных по вели-
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чине скоростях всех масс, можно подходящим выбором координатной си
стемы сделать общую кинетическую энергию равной нулю. Аналогия 
на мой взгляд, полная.

Вместо того чтобы различать реальное и нереальное, мы четко разли
чаем величины, принадлежащие физической системе (независимо от вы
бора координатной системы), и величины, которые зависят от Коорди
натной системы. Далее следовало бы потребовать, чтобы физика вводила 
в свои законы лишь величины первого рода. На деле же выяснилось, что 
этот путь практически нереален, как ясно показало развитие классиче
ской механики. Можно было бы, например, подумать (да так, собственно, 
и попытались сделать) о введении в законы классической механики вме
сто координат лишь расстояний материальных точек друг от друга; мож
но было бы априори ожидать, что таким путем проще всего достичь той 
цели, которую поставила теория относительности. Но развитие науки 
не подтвердило этой догадки. Обойтись без координатной системы оказа
лось невозможно; необходимо было использовать значения координат, 
которые не связаны прямо с процессом измерения. Более того, в общей тео
рии относительности четыре координаты пространственно-временного кон
тинуума являются совершенно произвольно выбранными параметрами, 
каждый из которых имеет самостоятельный физический смысл. Час, 
тично этот произвол переносится и на те величины (компоненты поля), 
с  помощью которых описывается физическая реальность. Только некото
рые в общем довольно сложные выражения, образованные из компонент 
поля п координат, соответствуют величинам, измеряемым независимо от 
координатной системы (т. е. реальным величинам). Так, например, компо
нентам гравитационного поля в некоторой пространственно-временной 
точке вовсе не соответствует величина, независящая от выбора координат. 
Таким образом, «физическая реальность» соответствует вовсе не грави
тационному полю, взятому самому по себе, но только этому же нолю вместе 
с  другими явлениями. Поэтому нельзя сказать ни того, что гравитацион
ное поле само по себе есть нечто «реальное», ни того, что оно «чисто фик
тивно».

В том обстоятельстве, что в общей теории относительности связь между 
входящими в уравнения и измеряемыми величинами гораздо менее непосред
ственна, чем в обычных теориях, лежит, вероятно, основная трудность, 
появляющаяся при изучении общей теории относительности. Твое послед
нее возражение является следствием того, что ты забываешь об этом об
стоятельстве.

Ты счел фиктивным использованное в примере с часами поле еще и 
потому, что силовые линии истинного гравитационного поля обязательно 
должны порождаться массами, а в рассматриваемом примере нет ника
ких масс, которые могли бы породить это поле. Возразить на это можно
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двояко. С одной стороны, априори не является обязательным требование,, 
чтобы свойственный теории Ньютона взгляд, согласно которому любое- 
гравитационное поле нужно рассматривать как порождаемое массами, был 
перенесен неизменным в общую теорию относительности. Этот вопрос 
опять тесно связан с упомянутым выше обстоятельством, что значение 
компонент поля определено не столь непосредственно, как в теории Нью
тона. Но, с другой стороны, нельзя утверждать, что не существует масс, 
которым можно было бы приписать возникновение поля. Конечно, уско
ренные координатные системы не могут рассматриваться как реальные 
источники поля, хотя это мнение и приписывал мне один остроумный кри
тик. Однако все существующие во Вселенной звезды следует считать 
участвующими в создании гравитационного поля, поскольку в процессе- 
ускорения координатной системы К ' они ускоряются по отношению к по
следней и могут индуцировать гравитационное поле подобно тому, как 
ускоренно движущиеся электрические заряды индуцируют электриче
ское поле. Приближенное интегрирование уравнений гравитационного- 
поля показало, что подобного рода индуктивное действие со стороны ус
коренно движущейся массы действительно должно проявляться. Из этих 
соображений очевидно, что полная ясность по выдвинутому тобой вопро
су может быть достигнута лишь путем создания такого представления 
о геометрическо-механическом строении Вселенной, которое совпадало бы 
с теорией. Я пытался проделать это в прошлом году и пришел, как мне- 
кажется, к удовлетворительному результату; однако разбор его завел бы 
нас слишком далеко.

К р и т и к .  В самом деле, после твоего изложения мне кажется, 
что из парадокса с часами нельзя вывести внутренней противоречивости 
теории относительности. Возможно даже, как мне кажется, что теория эта 
вообще не имеет внутренних противоречий, но отсюда еще не следует, что- 
ее нужно серьезно принимать во внимание. Я  не понимаю, почему ради 
абстрактного преимущества, а именно, ради идеи относительности, 
нужно все так усложнять и вносить такие вычислительные трудности. 
А их значительность ты сам достаточно ясно показал в последнем ответе. 
Да станет ли кто-нибудь пользоваться теорией относительности, напри
мер, для того, чтобы рассмотреть движение небесных тел солнечной си
стемы в геоцентрической системе координат, которая к тому же принимает 
участие во вращательном движении Земли? Действительно ли можно рас
сматривать эту координатную систему, относительно которой неподвиж
ные звезды вращаются с громадными скоростями, «покоящейся» и равно
правной? Не грешит ли такой подход против здравого смысла и принци
па экономии мышления? Не могу не повторить здесь меткого замечания 
Ленарда по затронутой теме. После того как он изложил теорию относи
тельности, представив для наглядности «движущуюся» координатную си
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стему идущим железнодорожным поездом, он заметил: «Предположим 
теперь, что воображаемый железнодорожный поезд совершает явно не
равномерное движение. Если при этом под влиянием сил инерции все- 
в поезде превратилось в обломки, в то время как все снаружи осталось 
в целости, то, полагаю я, здравый смысл приведет к выводу, что это поезд, 
а не окружающая его среда, внезапно изменил свое движение. Обобщен
ный принцип относительности, в его простейшем понимании, требует, что
бы мы и в этом случае допустили, что изменила свою скорость окружаю
щая среда и что катастрофа поезда является лишь следствием этого- 
толчка внешнего мира, переданного посредством «гравитационного дей
ствия» из внешнего мира внутрь поезда. При этом возникают вопросы: 
почему колокольня возле поезда не обрушилась, хотя она испытала тол
чок вместе с окружением, почему следствие толчка проявляется так одно
сторонне, лишь в поезде, в то время как нельзя сделать вывода о том, где 
произошло изменение движения; принцип относительности не дает на 
них ни одного ответа, удовлетворительного для неискушенного ума.

Р е л я т и в и с т .  По многим причинам мы охотно миримся с трудно
стями, к которым нас приводит теория. Во-первых, всякий последователь
но мыслящий человек будет удовлетворен тем, что понятие абсолютного- 
движения, которому нельзя приписать никакого кинетического смысла, 
не должно использоваться в физике; нельзя отрицать, что основы физики 
выигрывают в логичности, избавляясь от этого понятия. Далее, факт тож
дественности инертной и тяжелой массы настойчиво требует разъяснения, 
не говоря уже о том, что физика нуждается в методе, который бы позво
лил осуществить идею близкодействия в применении к гравитации. Без 
действенного ограничительного принципа физики едва ли могут зани
маться этой проблемой, так как можно предложить очень много теорий,. 
удовлетворяющих довольно ограниченным знаниям в этой области. 
Embarras de richesse 3— один из злейших врагов, отравляющий сущест
вование физикам. Постулат относительности настолько ограничивает 
возможности, что он заранее определил путь, по которому должна идти 
теория. Наконец, должно быть объяснено вековое движение перигелия 
планеты Меркурий, существование которого окончательно установлено 
астрономами, но не может быть удовлетворительно объяснено теорией 
Ньютона.

Утверждение принципиальной эквивалентности координатных систем 
не означает, что каждая координатная система в равной мере удобна для 
исследования заданной физической системы точно так же, как в класси
ческой механике. Строго говоря, нельзя, например, утверждать, что

3 «Embarras de richesse» или «embarras de choix»—французское выражение: «Боль
ше альтернатив, чем можно справиться»; буквально: «затруднение от избытка» 
— П р и м . ред .
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Земля движется по эллипсу вокруг Солнца, так как подобное высказывание 
предполагает координатную систему, в которой Солнце покоится, в то 
время как классическая механика допускает также и системы, по отноше
нию к которым Солнце движется прямолинейно и равномерно. Однако 
маловероятно, что кому-либо придет в голову для исследования движения 
Земли использовать одну из координатных систем последнего рода; столь 
же маловероятно, что, анализируя эту задачу, он придет к выводу, что 
координатная система, начало координат которой все время находится 
в центре тяжести, принципиально предпочтительнее рассматриваемой 
системы. То же имеет место и в твоем примере. Для изучения солнечной 
системы никто не станет использовать координатную систему, покоя
щуюся относительно Земли, поскольку это непрактично. В принципе же 
такая система, согласно общей теории относительности, совершенно рав
ноправна со всеми другими. Тот факт, что неподвижные звезды будут дви
гаться с громадными скоростями, если в основу исследования положить 
такую систему координат, равно как и сложная структура существующе
го в этой системе гравитационного поля, имеющего, например, соответст
вующие центробежным силам компоненты, представляет собой возраже
ние не против допустимости, а только против целесообразности такого вы
бора координат. Так же обстоит дело и с примером господина Ленарда. 
Исходя из теории относительности, нельзя понимать этот случай в том 
смысле, что «возможно, окружение (поезда) изменило свою скорость». 
Дело идет не о двух исключающих друг друга гипотезах о месте, в котором 
происходит движение, а скорее о двух принципиально равноценных спо
собах описания положения вещей4. Вопрос о том, какое описание выбрать, 
может решаться лишь исходя из целесообразности, но не из принципиаль
ных соображений. Следующий встречный пример показывает, как мало 
сулит нам в подобных вещах так называемый «здравый смысл», призван
ный в качестве третейского судьи. Сам Ленард говорит, что до сих пор 
против специальной теории относительности (т. е. принципа относитель
ности для равномерно и прямолинейно движущихся координатных си
стем) не было выдвинуто ни одного действенного возражения. Движущий
ся с постоянной скоростью поезд можно считать с тем же правом «покоя
щимся», как рельсы вместе с окружающей местностью — «равномерно 
движущимися». Допускает ли это «здравый смысл» машиниста? Он будет 
возражать, что непрерывно топит и смазывает не окрестности, а паровоз

4 Тот факт, что колокольня не обрушилась, объясняется во втором способе опи
сания тем, что она вместе со всеми телами и Землей свободно падала в грави
тационном поле (во все время движения), в то время как поезд удерживался 
от свободного падения внешними силами (силами торможения). Свободно па
дающее тело ведет себя относительно внутренних изменений как изолирован
ное от всех внешних воздействий свободно движущееся тело.

*624



46 Диалог по поводу возражений против теории относительности

и что соответственно в движении этого последнего проявляются резуль
таты его работы.

К р и т и к .  После нашей беседы я должен признать, что опровергнуть 
положения теории относительности не так просто, как мне казалось рань
ше. Правда, у меня есть еще кое-какие возражения, но не хочу надое
дать тебе до тех пор, пока не продумаю до конца наш разговор. Прежде 
чем расстаться, задам еще один вопрос, не относящийся к возражениям- 
я задаю его из чистого любопытства. Как обстоит дело с «нашим бедным 
больным» из теоретической физики, с эфиром, который многие из вас 
окончательно объявили умершим?

Р е л я т и в и с т .  У него изменчивая судьба, и нельзя сказать окон
чательно, что он уже мертв. До Лоренца он существовал как все пронизы
вающая жидкость, газоподобная жидкость, и в других формах, разных 
в зависимости от автора. Лоренц сделал его неподвижным, олицетворяю
щим «покоящуюся» систему координат, т. е. предпочтительное состояние 
движения во Вселенной. Согласно специальной теории относительности, 
больше не существует предпочтительных состояний движения; это озна
чает отрицание эфира в смысле предыдущих теорий. В самом деле, если бы 
эфир все-таки существовал, то он должен был бы находиться в каждой про
странственно-временной точке в определенном состоянии движения, ко
торое должно было бы сказываться в оптических явлениях. Никакого 
предпочтительного состояния движения нет, как учит специальная теория 
относительности, поэтому нет никакого эфира в старом смысле. Общая тео
рия относительности также не знает предпочтительного состояния движе
ния в точке, которое можно было бы интерпретировать как скорость эфи
ра. Однако в то время как в специальной теории относительности область 
пространства без материи и без электрического поля представляется со
вершенно пустой, т. е. ее нельзя охарактеризовать никакими физически
ми величинами, в общей теории относительности даже пустое в этом смы
сле пространство имеет физические свойства. Последние характеризуются 
математически компонентами гравитационного потенциала, которые опре
деляют как гравитационное поле, так и метрические свойства этой 
области пространства. Это положение удобно понимать в том смысле, 
что речь идет о некотором эфире, состояние которого непрерывно из
меняется от точки к точке. Нужно только остерегаться приписывать это
му «эфиру» материальные свойства (например определенную скорость 
в каждой точке).

В несколько шутливой форме в этой работе разобран с исчерпывающей подроб
ностью так называемый «парадокс часов».

4 0  А . Э й н ш тей н , т о м  I
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ЗАМЕЧАНИЕ К РАБОТЕ Э. ШРЕДИНГЕРА 

„КОМПОНЕНТЫ ЭНЕРГИИ 
ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ“ *

Э. Шредингер1 показал, что при соответствующем выборе системы ко
ординат все компоненты *0 энергии гравитационного поля шара (вне его) 
обращаются в нуль2. Шредингер был, конечно, удивлен этим результатом, 
который сначала показался удивительным и нам. Особенно его заинтере
совал вопрос о том, следует ли в действительности трактовать 1% 
как компоненты энергии. К приведенным Шредингером соображениям 
я хочу добавить еще два.

1. В то время как компоненты энергии материи Т% образуют тензор, 
величины понимаемые как «компоненты энергии» гравитационного 
поля, тензора не образуют.

2. Величины Тат =4= 2  Т ^ лх симметричны относительно индексов <3
а

и т ,  а аналогичные величины не симметричны.
а

Г. А . Лоренц и Леви-Чивита вследствие первой причины тоже не ре
шились трактовать величины 1% как компоненты энергии гравитационного 
поля.

Хотя я и разделяю эти соображения, однако убежден, что более целе
сообразное определение компонент энергии гравитационного поля невоз
можно. Убедительнейшее, на мой взгляд, формальное обоснование такого 
выбора дано в работе «Принцип Гамильтона и общая теория относитель
ности» 3.

* Notiz zu E. Schrödingers Arbeit <d)ie Energiekomponenten des Gravitationsfeldes».
Phys. Z ., 1918, 19, 115, 116.

J Phys. Z ., 1918, 19, 4.
2 Уже несколько месяцев назад Г. Нордстрем обратил мое внимание на обращение

в нуль компоненты f* для рассматриваемого здесь случая.
3 Sizungsber.j preuss. Akad. W iss., 1916, 42, 1111 (Статья 42).
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Что же касается соображений Шредингера, то их убедительность за
ключается в аналогии с электродинамикой, в которой напряжения и плот
ность энергии любого поля отличны от нуля. Однако я не могу найти при
чину, почему также должно обстоять дело и для гравитационных полей. 
Гравитационные поля можно задавать, не вводя напряжений и плотности 
энергии. Роль величин to заключается в Т О М , ЧТО ОНИ вместе С тензором Та 
материи дают уравнение

( i )

CLа

принимающее после интегрирования по трехмерному объему V вид закона 
сохранения импульса и энергии,

+  ^  dV}  =  ^ (^ o  +  ^ C O S ^ ! )  +

-j- {Т% -}- £о) {п%ъ) (^о "Ь to) cos (пХд)] dS, (Їй)

а именно, tp являются единственными величинами, содержащими только 
первые производные g по координатам.

Далее следует указать на то, что напряжения ^  тех гравитационных 
полей, через которые осуществляется взаимодействие многих тел, никоим 
образом не могут обращаться в нуль. Это видно из следующего рассужде
ния. Пусть имеются два длительно покоящихся тела М\ и М г, связанных 
друг с другом жестким стержнем V (рис. 1). Пусть ^  — некоторая по
верхность, которая охватывает М 2 и не охватывает М\ и, следовательно 
пересекает стержень V. Вследствие гравитационного воздействия обо
их тел друг на друга этот стержень находится в напряженном состоянии.
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Если стержень прямой и параллелен оси Xi координатной системы, то пер
вое уравнение (1а) дает

О =   ̂T{dS +   ̂[Д cos (пхх) +  t\ cos (пхг) -j- t\ cos (n x 3)] dS.

Так как в нашем случае первый из этих интегралов не обращается 
в нуль, то отличен от нуля и второй. Таким образом, величины t\, t\, t\ 
не могут быть равны нулю всюду на поверхности S. Это рассуждение при
менимо во всех случаях, когда рассматриваемое поле реализует взаимо
действие между телами. Рассмотренное Шредингером поле не относится 
к этому типу.

Формальные соображения «1» и «2», по моему мнению, не могут приве
сти к отклонению предложенной мной формы закона сохранения энер
гии-импульса. Выражающее же этот закон уравнение справедливо в 
произвольно выбранной системе отсчета; по-видимому, нет оснований для 
того, чтобы выдвигать дальнейшие формальные требования. Соображения 
«1» я коснусь в работе, которая будет опубликована в ближайшем номере 
этого журнала.

Поступила 5 февраля 1918 г.

Заметкой Шредингера началась дискуссия о свойствах псевдотензора энергии- 
импульса гравитационного поля. В журнале «Physikalische Zeitschrift» не было боль
ше работ Эйнштейна\ на эту тему. По-видимому, речь идет о статье 51, опублико
ванной в другом месте.
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ЗАМЕЧАНИЕ К ЗАМЕТКЕ Э. ШРЕДИНГЕРА 

„О СИСТЕМЕ РЕШЕНИЙ 
ОБЩЕКОКАРИАНТНЫХ УРАИНЕНИЙ 

ГРАБИТАЦИИ“ *

Вариант моего представления космического гравитационного поля, 
данный Э. Шредингером г, я, конечно, принимал во внимание при напи
сании работы в качестве близкой возможности. Однако я должен при
знаться, что это возможное понимание не показалось мне достойным упоми
нания.

На языке теории Ньютона подлежащая решению задача может быть 
сформулирована примерно следующим образом. Пространственно замкну
тый мир мыслим только тогда, когда силовые линии гравитационного 
поля, которые оканчиваются на материальных телах (звездах), начина
ются в пустом пространстве, т. е. возможна такая модификация теории, 
в которой «пустое пространство» играет роль распределенной в межзвезд
ном пространстве отрицательной гравитирующей массы. Э. Шредингер 
допускает существование материи с отрицательной массой и характеризует 
ее скаляром р. Этот скаляр р не имеет никакого отношения к имеюще
муся внутри материальной массы давлению «реальной», т. е. наблюдаемой, 
конденсированной в звезды материи с плотностью р; в межзвездном про
странстве р обращается в нуль, а р отличен от нуля.

О законе, по которому должен определяться р как функция коорди
нат, автор умалчивает. Укажем на две очевидные возможности.

1. р — универсальная постоянная. В этом случае формула Шредингера 
точно совпадает с нашими формулами. В этом нетрудно убедиться, заме-

* D ie Bemerkung zu Schrödingers Notiz über das Losungssystem der allgemein ko
varianten Gravitationsgleichungen. Phys. Z ., 1918, 19, 165, 166.

1 Phys. Z ., 1918, 19, 20.
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нив р на К и добавив соответствующий член в левую часть уравнений 
поля. Следовательно, автор не мог иметь в виду этот случай.

2. р — переменная величина. Тогда необходимо дифференциальное 
уравнение, определяющее р как функцию ап,..., ж4. При этом в основу 
приходится положить не только гипотезу о существовании ненаблюдаемой 
материи с отрицательной массой в межзвездном пространстве; необходи
мо еще постулировать гипотетический закон пространственно-временно
го распределения этой материи.

Прокладываемый Э. Шредингером путь представляется мне непроходи
мым, потому что он слишком далеко заводит в густые дебри гипотез.

Поступила 3 марта 1918 г.
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Важный вопрос о том, как распространяются гравитационные поля, 
был рассмотрен мной уже полтора года назад в одной из моих работ Ч 
Однако, поскольку изложение этого вопроса было недостаточно ясным и, 
кроме того, искажено досадной расчетной ошибкой, мы должны здесь 
вновь вернуться к его рассмотрению.

Как и ранее, я ограничусь здесь случаем, когда рассматриваемый про
странственно-временной континуум лишь незначительно отличается от 
«галилеевского». Чтобы для всех значений индексов можно было поло
жить 2 — — б 4 -  Г  , (1)~ V [XV 1 1 [XV ’ \ /
выберем, как это принято в специальной теории относительности, времен
ную переменную чисто мнимой, полагая ж4 =  и, где £ означает «свето
вое время».

В равенстве (1) 6 ^  =  1 при ц =  V и 6 ^  =  0  при р, ф  V. Величины
малы по сравнению с 1 и описывают отклонение континуума от такового 

в отсутствие поля; они образуют тензор 2-го ранга относительно преобра
зований Лоренца.

§ X . Решение приближенных уравнение 
гравитационного ноля 

с помощью запаздывающих потенциалов
Мы исходим из уравнений поля, справедливых 2 для любой системы 

координат:

* ÏJber Gravitationwellen. Sitzungsber. preuss. Akad. W iss., 1918, 1, 154— 167.

1 A . E i n s t e i n .  Sitzungsber. preuss. Akad. W iss., 1916, 688 (Статья 41).
2 При этом не вводится «^,-член» [ср. A . E i n s t e i n .  Sitzungsber. preuss. Akad. 

W iss., 1917, 142 (Статья 44)].
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Здесь у — тензор энергии материи, Т — соответствующий скаляр 
га37’ар. Принимая в качестве малых величин п-то порядка величины

а/3
п-й степени относительно ч у  и ограничиваясь в обеих частях уравнения 
(2) членами наинизшего порядка, получаем систему приближенных урав
нений

У ' / Э % у  . 3 » Г , .  а 2 Т у ° .  \    2  ч п  г р  \  ( 2 д Л

Щ д х 2 дхр.дХч дх^дха дх д х ) ~ ^ \ 1 ^  2 ^  П  1 аа) '
а '  а г  V- /  а

1
Умножая это уравнение на — у ^ у  и суммируя по р ,  и V ,  получаем

прежде всего (с измененным обозначением индексов) скалярное уравне
ние

д2Гсссс , а2ТаЭ 
Соа(3 \ - э  - « ■ р

V  ( — аос -I- аЭ \ х V  
^  дха I 2л таа*

При сложении этого уравнения, умноженного на 6^, с уравнением 
(2а) прежде всего сокращается второй член правой части уравнения 
(2а). Левую часть удобно записать, вводя вместо ч у  функции

V , “  V , — -|а « 2 т ««- (3)а
Тогда уравнение принимает вид

у д%у д*ч^л у _Э2̂ уос . д у  д2ГссР =  2пТ . (4)
2л 2лдх^дх^ 2лдх^дхл * ^  2лдх^дх^ ^  '  '

ос. 3

Но эти уравнения можно значительно упростить, потребовав, чтобы 
величины чу  удовлетворяли, кроме уравнения (4), также и соотноше
ниям

2 з £  = °-а
На первый взгляд кажется странным, что к десяти уравнениям (4) для 

десяти функций у ' можно произвольно добавить еще четыре уравнения 
без того, чтобы получилась переопределенная система. Однако эта процеду
ра оправдана, как это видно из следующего рассуждения. Уравнения (2) 
ковариантны относительно любых преобразований, т. е. они удовле
творяются при любом выборе системы координат. Если ввести новую 
систему координат, то величины ^у новой системы будут зависеть от че
тырех произвольных функций, определяющих преобразование координат.
« 3 2
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Но эти четыре функции можно выбрать так, чтобы величины новой 
системы удовлетворяли четырем произвольно заданным соотношениям. 
Пусть эти соотношения выбраны так, что они в интересующем нас приб
лижении переходят в уравнения (5). Последние означают, следовательно 
задаваемое нами условие выбора системы координат. Согласно уравнению 
(5), получаем вместо (4) простые уравнения

Из последних уравнений видно, что гравитационные поля распростра
няются со скоростью света. Величины можно вычислить по заданным 

с помощью запаздывающих потенциалов. Если х , г / , 2, / — вещест
венные координаты точки наблюдения, х г, х2, х3, ~  , в которой должны 
быть вычислены величины у ^ , аж0, у0, z0 — пространственные коорди
наты элемента объема и г — пространственное расстояние между (1\\ и 
точкой наблюдения, то

§ 2. Компоненты энергии гравитационного поля
Ранее 3 я приводил в явном виде компоненты энергии гравитационного 

поля для случая, когда выбор координат соответствует условию

Однако при новом выборе координат это условие, вообще говоря, 
не выполняется. Поэтому проще всего определить здесь компоненты энер 
гии, отдельно рассматривая каждую из них.

При этом, однако, надо иметь в виду следующую трудность. Наши урав 
нения поля (6) справедливы лишь до величин первого порядка включи
тельно, в то время как уравнения энергии, как легко убедиться,— до 
величин второго порядка малости. Тем не менее, мы легко достигаем цели

(6>

£ =  1 ^ 1  =  1,
которое в рассматриваемом здесь приближении имело бы вид

а

3 См. формулу (50) в статье: A. E i n s t e i n .  Arm. Phys., 1916, 49, 769 (Статья 38)
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с помощью следующего рассуждения. Согласно общей теории, компоненты 
энергии (материи) и (гравитационного поля) удовлетворяют соот
ношениям: дХ°. 1 _  дера

О ро

Отсюда следует

V  К  _  I у
2л дх„ 2 2л дх„Р- ре

Если правую часть последнего равенства привести к форме, которую 
имеет левая часть, исключая £ ро с помощью уравнений поля, то получим 
компоненты В правой части этого равенства в случае рассматриваемого 
нами приближения оба сомножителя являются величинами первого 
порядка малости. Следовательно, для получения компонент с точ
ностью до величин второго порядка малости достаточно подставить вместо 
обоих сомножителей правой части равенства их значения с точностью 
лишь до величин первого порядка малости. Итак, можно заменить

дх~ На ~  дхл

£ р о  н а  Т Р0-

Далее, введем вместо аналогичные по характеру индексов величи
нам Тро величины гра, значения которых при требуемой здесь степени 
приближения отличаются от 1р только знаком.

Таким образом, нужно определить величины из уравнения

<8>о и.О ро
Преобразуем правую часть этого уравнения, учитывая, что, соглас

но (3), следует подставить

Гр.» =  V  —  Т  ^  2  Г«« =  г ;»  -  у  бр.г' (За)

634



49 О гравитационных волнах

и выразить Тра через ур0 согласно (6). После простого преобразования 
получаем 4

X 1  VI / V)/ дТар дТдр
1Л дхп 2л дх„ 4х \ 2-\\ дх„ дхп ) 2 дх.. дх

п ° я 0 . ' пг Д  ̂ °

1 ду' ду'

а|3

8х
'а|ЗХ

Отсюда следует, что закону сохранения энергии можно удовлетворить, 
положив

« . . - ( з й й ) - Щ ‘£ ) й ? ) ’ - 4 2 « У ) .  и
* 0  а|ЗХ X

Физический СМЫ СЛ величины проще всего уяснить путем следу
ющего рассуждения. Величины играют для гравитационного прля
ту же роль, какую Т^а играют для материи. Но для несвязанной весо
мой материи, если ограничиться величинами первого порядка малости, 
имеем

I V . - г " -  9 % % -  ( * * - - ! ! < « ) .  (10)

где скаляр р представляет собой плотность материи. Величины 
Ущ У 12> • • •» У33, следовательно, соответствуют компонентам давления; 
Уы» Уг4> У34 или Ти , Т^, Т43 представляют собой умноженный на У — 1 
вектор плотности импульса или плотности потока энергии, а Т44 — взя
тую с обратным знаком плотность энергии. Аналогичный смысл имеют 
компоненты ^о, связанные с гравитационным полем.

В качестве примера рассмотрим сначала поле покоящейся точечной 
массы М . Из равенств (7) и (10) непосредственно следует, что

г ' (И )
‘ 44 2я г ’ '  '

тогда как все остальные компоненты обращаются в нуль. Для ком-

4 Упомянутая в начале статьи ошибка в нашей прежней работе состоит в том, что
ду  7̂ро

мы подставили в правую часть уравнения (8) — — вместо к— . Эта ошибка
дх .. 1х

1Хтребует также переработки § 2 и 3 упомянутой работы.
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понент у  получаются, согласно (И ), (За) и (1), значения, впервые при
веденные де Ситтером:

1 — 

О 

О

О

х М  
4л; г

х М  
4л г

1 —
х М  

4л г

О

о

о

о

. , X  м
^ 4 л  г

(11 а)

Скорость света с, определенная в общем виде уравнением

О =  ds% =  2  'g dxм dx,,,
(XV

получается здесь из соотношения

1  +  £  Т-) №  +  *Уг +  * ’ )  -  [ 1  -  Ш ̂ г ) =  ° -

Таким образом, при нашем выборе системы координат, скорость света

■Гйх2- с/у2 -)- с/г2
V dt2 =  1 хМ  

4л г (12)

хотя и зависит от места (координат), но не зависит от направления. 
Из (11а) следует также, что малые твердые тела при перемещении оста
ются п о д о б н ы м и  самим себе, причем их линейные размеры меня
ются как ( і  — . Уравнение (9) дает в нашем случае для компонент у :

_  хЛ/2 /У о  
~  32л2 \ г6 (для индексов 1, 2, 3),

їц  — 2̂4 — 3̂4 — О, 
ХМ2 1

(13)

/44 — 64л2

Значения компонент у  существенно зависят от выбора системы коор
динат; на это обстоятельство уже давно обратил мое внимание в своем 
письме Г. Нордстрем 5. При выборе системы координат в соответствии

5 Ср. также работу Шредингера ( S c h r ö d i n g e r .  Phys. Zeitschr., 1918, 1, 4) 
и ответ Эйнштейна (Статья 47).— Прим , ред.

вае
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с условием \g\ = 1 ,  при котором для случая материальной точки мы 
приводили раньше для компонент выражения:

^ 0  =  — » (индексы 1, 2, 3),

§  14 =  ^24 =  ^34 —  О ,

, %М 1#44 =  1   -7— * — ,0(14 4л т ’

все компоненты энергии гравитационного поля обращаются в нуль,
■если их вычислять с помощью формулы

2  -  2  {7|ауЛ|3 (XV?.

с точностью до величин второго порядка малости.
Можно было бы предположить, что посредством соответствующего 

выбора системы отсчета всегда можно добиться обращения в нуль всех 
компонент энергии гравитационного поля, что было бы в высшей степени 
интересно. Однако легко показать, что это, вообще говоря, не так.

§ В. Плоская гравитационная волна
Для нахождения плоских гравитационных волн будем исходить из 

выражения, удовлетворяющего уравнениям поля (6):

Т; у =  а^ /(*1  +  й 4). (14)

Здесь а — вещественные постоянные, а /  — вещественная функция 
от (хг +  гж4). Из уравнений (5) получаем соотношения

СС44 -[- =  О,
СС21 г&24 =  О, (15)
а31 -}- /а34 =  О, 
сс4х -(- /сс44 =  0.

Если условия (15) выполнены, то (14) представляет собой гра
витационную волну. Для более точного выяснения ее физическои при
роды вычислим соответствующую ей плотность потока энергии /41/ь
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Подставляя в уравнение (9) выражение для задаваемое (14) и (15)„ 
получаем

4̂1 __ 1 //2
{ 4 X ̂

агг — азз\2 , 2̂ 
2 ) 23 (16)

Этот результат замечателен тем, что из шести произвольных постоян- 
ных, входящих в (14) [с учетом равенств (15)], в выражение (16) для 
плотности потока энергии входят лишь д в е .  Волна, для которой 
(а22 — а3з) и а23 равны нулю, не переносит энергии. Следовательно, такая 
волна в известном смысле реально не существует, в чем проще всего 
убедиться следующим образом.

Прежде всего заметим, что с учетом равенств (15) матрица, составлен
ная из коэффициентов а^ , для волны, не переносящей энергии, имеет 
вид:

(&[АУ  )

а Р Т га
Р б 0 *’Р
Т 0 б г у
га ф гу-—а

(17)

где а, Р, у, б представляют собой четыре произвольно и независимо друг 
от друга выбранных числа.

Рассмотрим теперь свободное от поля пространство, линейный эле
мент которого с1в может быть выражен через соответствующим образом 
выбранные координаты (хх, х%, х3, ж4) в виде

— с1з == (1х4 —(— (1x2 ~ (1х§ —|— (1х4 . (18)

Введем теперь новые координаты 00 2̂ £3, ж4 с помощью соотно
шений

х  у =  —  Хуф (хх -(- г'ж4) . (19)

Здесь Ху — четыре вещественные бесконечно малые постоянные, 
Ф — вещественная функция аргумента {хх +  гж4). Из соотношений (18) 
и (19) следует, что если в них пренебречь величинами второго порядка 
относительно X, то

б ^ 2 =  —  у =  —  2  <1x1 +  2 ф '  { й х х +  й Ь 4)  З Х у й Ж у .
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Отсюда для соответствующих компонент получаются следующие 
значения:

2А̂  7.2 А,3
/  1 _ \  А,2 0 0

Хз о о а ,
-р А/4 ?А.2 гА,3 2 ^ 4

откуда для компонент имеем

1 ,

ф'

А- 1 ----- ^ 4 7.2 А-з 17.̂  —(- 7.̂
%2 —  —  гА,4 0 17.2
А'З 0 1 м 1 г-*

.
>> £А/3

17*1 -)— 4 £'Х2 гА,3 ----- А/4 —( -£ ^ 4

(20)

Если теперь положить, что функция ф из формулы (19) связана с функ- 
цией /  из формулы (14) соотношением

Ф' =  / ,  (21)
то оказывается, что с точностью до обозначений постоянных, компоненты 

из (20) совпадают с компонентами у' из (14) — (17).
Таким образом, те гравитационные волны, которые не переносят энер

гии, могут быть получены посредством простого преобразования координат 
из системы, свободной от поля; их существование является (в этом смысле) 
лишь к а ж у щ и м с я .  Реальными в собственном смысле этого слова 
являются, следовательно, только такие бегущие вдоль оси х волны, ко-

Т22 Р}3 ' /торые соответствуют распространению величин 9- ■ и у23 (или величин
Т22 —  ТЗЗ

2 и у23). Эти два типа волн отличаются друг от друга не по су
ществу, а только по своей ориентации. Волновое поле изменяет углы 
в плоскости, перпендикулярной направлению распространения. Плот
ности потока энергии, импульса и энергии определяются формулой (16).

§ 4 . Излучение гравитационных волн 
механическими системами

Рассмотрим изолированную механическую систему, центр тяжести 
которой в течение продолжительного времени совпадает с началом коор
динат. Пусть происходящие в системе изменения настолько медленны, а 
их пространственная протяженность настолько мала, что световое время,

вза
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соответствующее расстоянию между двумя материальными точками си
стемы, можно рассматривать как бесконечно малое. Требуется опреде
лить гравитационные волны, испускаемые системой в направлении поло
жительной оси х.

Принятое ограничение позволяет для достаточно большого расстояния 
Я  точки наблюдения от начала координат заменить (7) равенством

=  2л/?  ̂ ^ ° ’ ^°’ 2°’  ̂ * )  (^а)
Мы можем ограничиться рассмотрением волн, переносящих энергию; 

тогда, в соответствии с результатами § 3, мы должны образовать только
компоненты и 1/ч(Т22 Тз3)- Входящие в правую часть равенства
(7а) объемные интегралы можно преобразовать по способу, предложен
ному М. Лауэ. Проведем здесь подробно только вычисление интеграла
$ т^у„.

Умножая оба уравнения сохранения импульса
дТ 2х . дТ 22 , д Т 23 , дТ 24 ^

дх\ * дх2 дхз
дТзх . дТ 32 . дТзз дТ 34 ___
дхг дх2 дхз дхх ^

1 1  „ соответственно на ^ х3 и х2, интегрируя их по всей материальной
системе и затем складывая друг с другом, получаем после простого пре
образования с помощью интегрирования по частям

-  ( тгзау„ +  ±  { ( (ж8ты + хгтм) <1У„ } =  о. (*)

Второй интеграл можно преобразовать с помощью уравнения сохра
нения энергии

дТ ц  дТ 42 . дТ ±3 дТ 44   ~
дх\ ' дх2 дх3 ' дхц ’

умножая последнее на х2х3, интегрируя и преобразуя результат с по
мощью интегрирования по частям. При этом получаем

 2* ^ (^3^42 Х 2 ^  4з) З У  о ------2 ----- ~ ^ Г ~  | ^ х 2 Х з Т  4 4^ В 0 | =  0 .

Подставляя это в соотношение (*), находим

 ̂ Т^Уо =  4 {\хл Т а<1Уо},

040
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й 2  й 2

или, заменяя — на — а Ти  — на взятую с обратным знаком плот-
4

ность материи (— р),

у З » .  (22)

Здесь введено обозначение

величины 3  представляют собой компоненты (переменного во времени) 
момента инерции материальной системы.

Аналогично получаем

(^22 ^зз) <&0 =  ~2~ (З22-Ззз). (24)

Из равенства (7а) на основании соотношений (22) и (24) получается

Т23 = ~  2лТГ ̂ 23’ (25)

722 733 __ _____И  / $22 -- 5зЗ \
 2---  4л я  [ ----2---1 ' V )

Компоненты 3 ^  следует брать, согласно равенствам (7а), (22) и (24), 
для момента времени £ — Л, т. е. они являются функциями £ — Л или 
также, при больших Л вблизи оси, функциями £ — х. Таким образом, 
выражения (25) и (26) описывают гравитационные волны, плотность 
потока энергии которых в направлении оси х, согласно формуле (16), 
равна

*41 *
* 64я2Л2

522   Ззз \2 , сч2
" Г  0 2 3 (27)

Поставим себе еще задачу — вычислить полное излучение гравита
ционных волн системой. Для решения этой задачи найдем прежде всего 
излучение энергии рассматриваемой механической системой в направле
нии, определяемом направляющими косинусами ау. Этот вопрос можно 
решить путем преобразования координат или, проще, сводя его к сле
дующей формальной задаче.

Пусть — симметричный тензор (в трехмерном пространстве),
а аУ — вектор. Будем искать скаляр А, являющийся функцией Ау.у и аУ, 
представляющей собой целую и однородную функцию второй степени
41 А . Эйнштейн, том I №
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относительно А ^ , и при ах =  1, а2 =  а3 =  0, переходящий в

+  ^23 •2

Искомый скаляр будет представлять собой функцию скаляров 2  А ^ ,

2 а %,  2  Au.vao.av, 2  АроАрТааат. С учетом того, что оба последних
[XV IX V |Х0Т

скаляра при ау =  (1, 0, 0) переходят соответственно в А и и 2 А\^
находим, что искомый скаляр имеет вид ^

^  = ----------- ( 2  ^ р -)  ^— 2 ~ 2  ^р-р-2 А раосра а -)  ̂ 2  А раара а  ̂ -4-
р. р- ра ра

А" ~2~ 2  А р  2  -А[хаА[хтааост. (28)
[XV р.ат

Ясно, что £  будет представлять собой плотность гравитационного из
лучения, распространяющегося радиально от механической системы 
в направлении (ах, а2, а3), если положить

(29)

Усредняя Я, при фиксированных А ^ , по всем направлениям в про
странстве, получаем среднюю плотность излучения Я. Наконец, величи
на умноженная на 4л/?2, дает отнесенную к единице времени потерю 
энергии механической системой, обусловленную излучением гравита
ционных волн. Вычисление дает

^  “  -Я5Г [2 -  т  (2 з * . ) '  ] . (30)
[XV [X

Этот результат, в противоположность результату прежней работы, 
содержащей ошибку в вычислениях, показывает, что механическая систе
ма, постоянно сохраняющая сферическую симметрию, не может излучать.

Из формулы (27) видно, что интенсивность излучения ни в одном 
направлении не может стать отрицательной, тем более не может быть 
отрицательной и полная интенсивность излучения. Уже в прежней ра
боте подчеркивалось, что окончательный результат, согласно которому 
должна происходить потеря энергии телами вследствие теплового воз
буждения, вызывает сомнение во всеобщей справедливости теории. Нам 
кажется, что построение усовершенствованной квантовой теории должно 
повлечь за собой и видоизменение теории тяготения.
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§ 5. Действие гравитационных волн 
на механические системы

Для полноты рассмотрим также вопрос о том, в какой мере энергия 
гравитационных волн может передаваться механическим системам. Пусть 
по-прежнему имеется механическая система типа рассмотренной в § 4. 
Пусть она подвергается воздействию гравитационной волны, причем 
длина волны велика по сравнению с размерами системы. Для определе
ния энергии, получаемой системой, будем исходить из уравнения энер
гии-импульса для материи

о о  р а  [х

Интегрируя это уравнение при постоянном ж4 по всей системе, полу
чаем для ц — 4 (закон сохранения энергии)

<1
с1хл

Интеграл в левой части этого уравнения представляет собой энер
гию Е  всей материальной системы. Таким образом, слева стоит прира
щение этой энергии со временем. Переходя к дифференцированию по ве
щественному времени и оставляя в правой части члены до второго поряд
ка малости включительно, получаем

й Е  1 Г 7Т, чп / аТс- - И * ' 2  ( - £ - Г * ) .  (31)сИ
ра

Далее, можно разложить компоненты т ра, описывающие гравитацион
ное поле, на часть (Тро)ги, соответствующую падающей волне, и на оста
ющуюся часть (Тра)г; согласно равенству

Т р о  =  ( Т р а ) г и  " Т  (Т р о )и -  ( * ^ )

В соответствии с этим интеграл в правой части уравнения (31) рас
падается на сумму двух интегралов, из которых первый выражает при
ращение энергии за счет волны. Нас интересует только эта последняя 
величина; поэтому, чтобы не усложнять запись, мы интерпретируем (31)

АЕтак, чтобы означала приращение энергии только за счет волны,
а Чра совпадала бы с функцией, ранее обозначенной через (Тро)хв- Тогда ТР0 
будет медленно меняющейся функцией пространственных координат, так что

41 * 643
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мы можем положить
(1Е
сИ 2 (33)

Пусть действующая волна является волной, переносящей энергию, 
у которой отлична от нуля только компонента Угз (=  Тгз) гравитацион
ного поля. Тогда, в силу соотношения (22), имеем

Таким образом, при заданной волне и заданном механическом про
цессе поглощенная из волны энергия может быть определена путем ин
тегрирования.

В ряде интересных исследований, опубликованных в последнее время, 
Леви-Чивита внес существенный вклад в выяснение проблем общей теории 
относительности. В одной из этих работ 5 он становится на отличную от 
нашей точку зрения в отношении законов сохранения и, исходя из этой 
своей концепции, оспаривает правомерность моих выводов, касающихся 
излучения энергии в виде гравитационных волн. Хотя мы за это время 
путем переписки нашли решение этого вопроса, удовлетворяющее нас 
обоих, в интересах дела полезно сделать несколько общих замечаний 
о законах сохранения.

Общепризнано, что, согласно основам общей теории относительности, 
существует справедливое при любом выборе системы отсчета четырехмер- 
вое уравнение вида

где — компоненты энергии материи, а Н — функции компонент 
glJ,v и их п е р в ы х  производных.

Однако имеются различия во мнениях по вопросу о том, следует ли рас
сматривать величины как компоненты энергии гравитационного поля. 
Это различие во мнениях я считаю несущественным, не более чем термино
логическим вопросом. Однако я утверждаю, что приведенное уравнение,

(34)сії 2 ді о̂ 2

в. Ответ на возражение Леви-Чивиты

(35)

5 Ь е у і - С і у і і а .  Ассасіетіа сіеі Ілпсеі, X X V I, БесйДа йеэ 1° аргіїе 1917.

« М
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которое никем не оспаривается, влечет за собой легкость обозрения 
составляющую ценность законов сохранения. Поясним это на примере 
четвертого уравнения (а = 4 ) ,  которое я обычно называю уравнением 
энергии.

Пусть имеется пространственно ограниченная материальная система 
вне которой плотность материи и напряженность электромагнитного поля 
равны нулю. Представим себе покоящуюся поверхность S, охватывающую 
всю материальную систему. Тогда, интегрируя четвертое уравнение по 
объему, заключенному внутри S, получаем

 ШГ {\ ^  +  *1)  ̂(t i cos (nxi) +  *4 cos (nx%) +  tj3 cos (nx3) J da. (36)
4 ' s

Нет никаких оснований заставить понимать под плотность энергии 
гравитационного поля, а под (t ,̂ t|, t̂ ) — компоненты плотности потока 
гравитационной энергии. Можно, однако, утверждать следующее: если 
объемный интеграл от t* мал по сравнению с объемным интегралом от 
плотности «материальной» энергии £ 4, то правая часть наверняка пред
ставляет собой потерю энергии материальной системой. Только это и 
использовалось в настоящей и прежней моих работах о гравитационных 
волнах.

Леви-Чивита и несколько ранее, хотя и менее убедительно, Г. А. Ло
ренц предложили отличную от (35) формулировку законов сохранения. 
Он, а также другие авторы возражают против особой роли уравнений 
(35) и против изложенной выше интерпретации, поскольку величины tg не 
образуют т е н з о р а .  С последним можно согласиться, однако мне не
ясно, почему физический смысл должен приписываться только тем вели
чинам, которые обладают трансформационными свойствами компонент 
тензора. Необходимо лишь, чтобы системы уравнений были справедливы 
при любом выборе системы отсчета, что выполняется в случае системы урав
нений (35). Леви-Чивита предлагает другую формулировку закона 
сохранения энергии-импульса. Он записывает уравнения гравитационного 
поля в виде

Tim Aim — 0, (37)

где Tim— тензор энергии материи, а А {т — ковариантный тензор, завися
щий от компонент gvv и от их первых двух производных по координатам. 
Величины A im интерпретируются как компоненты тензора энергии грави
тационного поля.

Конечно, нельзя выдвинуть л о г и ч е с к о г о  возражения против 
такого рода наименования. Однако я нахожу, что из уравнения (37) нель

645



О гравитационных волнах 1918 г.

зя вывести таких следствий, какие мы привыкли делать из законов со
хранения. Это связано с тем, что, согласно (37), компоненты тензора 
п о л н о й  э н е р г и и  всюду обращаются в нуль. Уравнения (37), в 
противоположность уравнениям (35), не исключают, например, того, что 
материальная система может полностью раствориться, не оставив ника
кого следа. В самом деле, согласно уравнению (37) [но не уравнению (35)], 
ее полная энергия с самого начала равна нулю; сохранение этого значения 
энергии не требует дальнейшего существования системы в каком-либо 
виде.

Поступила 31 января 1918 г.



50
КРИТИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

К РЕШЕНИЮ ДЕ СИТТЕРА УРАВНЕНИЙ 
ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ*

Недавно де Ситтер, которому мы обязаны глубокими исследованиямй 
в области общей теории относительности, дал решение уравнений грави
тационного поля1, которое, по его мнению, могло бы описывать метриче
скую структуру мирового пространства. Однако нам кажется, что против 
допустимости такого решения имеется веское возражение, которое и будет 
изложено ниже.

Данное де Ситтером решение уравнений поля

где под г, ф, 0, г следует понимать координаты (ап,..., х±).
Примем как требование теории справедливость уравнений (1) для в с е х  

точек в к о н е ч н о й  области пространства. Это может быть лишь в том 
случае, если компоненты gl̂ v, как и соответствующие контравариантные 
компоненты (вместе с их первыми производными), непрерывны и 
дифференцируемы; в частности, нигде в конечной области не должен 
обращаться в нуль определитель g =  |^|- Это утверждение требует, 
однако, еще дальнейшего уточнения. Точка Р  называется «точкой, рас-

* Kritisches zu einer von Herrn du Sitter gegebenen Lösung der Gravitationsgleichun
gen. Sitzungsber. preuss. Akad. W iss., 1918, 1, 270— 272.

1 De S i t t e r. Proc. Acad. Amsterdam, X X , 30 Juni 1917; Monthly Notices of the
Roy. Astron. Soc., L X X V 1II, N 1.

(1)
имеет вид

— 0 (для всех значений индексов),
(2)ds2 =  — dr2— .R2sin2-^- d ф2 ф- sin2 ф dQ2 -j- cos2 c2dt2

647



Замечания к решению де Ситтера уравнений гравитационного поля 1918 г.

положенной в конечной области» тогда, когда она может быть соединена 
кривой с раз навсегда выбранной исходной точкой Р0 так, чтобы взятый 
вдоль этой кривой интеграл

\ds
к

имел конечное значение. Далее, условие непрерывности компонент g^v и 
gv-v не следует понимать как требование существования такого выбора коор
динат, при котором это условие удовлетворялось бы во всем пространстве. 
Очевидно, надо потребовать лишь, чтобы для окрестности каждой точки 
существовал выбор координат, при котором для этой окрестности выпол
нялось бы условие непрерывности; это ограничение требования непрерыв
ности естественно следует из общей ковариантности уравнений (1).

Для решения де Ситтера, согласно (2), имеем

g =  —  i?4 sin4 sin2 \|з cos2 .

Следовательно, g обращается в нуль прежде всего при г =  0 и при 
i|) =  (X Однако такое поведение означает, как легко можно доказать с по- 
мощыр соответствующего изменения выбора системы координат, лишь 
кажущееся нарушение условия непрерывности. Но, кроме того, g обра
щается в нуль также и при г — R, причем здесь уже речь идет, по-ви
димому, о разрыве непрерывности, который нельзя устранить никаким 
выбором координат. Точки поверхности г =  очевидно,следует считать
точками, расположенными в конечной области, если в качестве точки Р 0 
выбрать точку г =  t =  0, поскольку интеграл

СІГ,

о
взятый при постоянных і|), 0 и ^ конечен. Если не будет доказано против
ное, то следует допустить, что решение де Ситтера имеет истинную особен-

зтность на поверхности г =  —  І?, расположенной в конечной области прост
ранства, т. е., что оно ни при каком выборе координат не соответствует 
уравнениям поля (1).

Если бы решение де Ситтера было справедливо всюду, то тем самым 
было бы показано, что введение «Я-члена» не достигает намеченной мной 
Цели. Дело в том, что, по моему мнению, общая теория относительности
6 4 8
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только в том случае представляет собой удовлетворительную схему, 
если на ее основе физические свойства пространства п о л н о с т ь ю  
определяются одной лишь материей. Таким образом, никакое 1^-поле, 
т. е. никакой пространственно-временной континуум, не может существо
вать без порождающей его материи.

В действительности решение (2) де Ситтера удовлетворяет уравнениям
(1) всюду, кроме поверхности г — На этой поверхности, как и в не
посредственной близости от гравитирующей материальной точки, компонен
та гравитационного потенциала обращается в нуль. Таким образом, 
решение де Ситтера ни в коей мере не соответствует случаю мира без мате
рии, а скорее соответствует миру, в котором вся материя сосредоточена на
поверхности г = И] это, вероятно, можно было бы доказать путем
предельного перехода от объемного распределения материи к поверх
ностному.

Поступила 21 марта 1918 г.
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ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЗНЕРГИН 
В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

Хотя общая теория относительлости и нашла признание у большинства 
физиков-теоретиков и математиков, почти все коллеги возражают против 
моей формулировки закона сохранения импульса-энергии1. Однако я убеж
ден в правильности моей формулировки и хочу в настоящей работе защитить 
со всей обстоятельностью свою точку зрения по этому вопросу 2.

§ 1. Формулировка закона 
и выдвинутые против нее возражения

Согласно закону сохранения энергии, для каждой изолированной 
системы существует соответствующим образом определенная, просумми
рованная по всем ее частям величина—энергия, которая не изменяет своего 
значения с течением времени, какой бы характер ни носили процессы, 
происходящие в системе. Таким образом, в своей первоначальной форму
лировке закон сохранения энергии, так же как и образованный из трех 
аналогичных уравнений сохранения закон сохранения импульса, являлся 
интегральным. Специальная теория относительности объединила четыре 
перечисленных закона сохранения в единый дифференциальный закон,

* Der Energiesatz in der allgemeinen Relativitätstheorie. Sitzungsber. preuss. Akad. 
Wiss., 191-8, Т. 1, 448— 459.

1 См., например, S c h r ö d i n g e r  E. Phys. Z., 1918, 19, 4; В а u e r H. Phys. 
Z., 1918, 19, 163. Напротив, Г. Нордстрем разделяет мое понимание закона 
сохранения энергии; см. его недавно опубликованную статью [Amsterdamer 
Akademie-Ber., 1917, X X V I, 1093].

2 Чтобы избежать повторения известного материала, мы будем основываться на 
результатах изложения основ теории в том виде, как это сделано в моей работе: 
A. E i n s t e i n .  Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1916, 42, 1111. (Статья 42). 
Уравнения из упомянутой работы будут обозначаться здесь путем добавления 
«цит. соч.>>.
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выражающий обращение в нуль дивергенции «тензора энергии». Этот 
дифференциальный закон эквивалентен интегральным законам, сформу
лированным в результате анализа всей совокупности опытных данных* 
только в этом и состоит его значение.

Разумным, с формальной точки зрения, перенесением этого закона на 
общую теорию относительности является уравнение

- ^ + 4 - л = ° .

левая часть которого представляет собой дивергенцию в смысле абсолют -
1

ного дифференциального исчисления. Величина ~ является тен
зором, а именно: тензором энергии «материи». С физической точки зрения 
это уравнение не может рассматриваться как полноценный эквивалент 
законов сохранения импульса и энергии, поскольку ему не соответствуют 
интегральные соотношения, которые могли бы быть истолкованы как за
коны сохранения импульса и энергии. Например, в применении к планет
ной системе из этих уравнений никак нельзя заключить, что планеты не 
могут неограниченно удаляться от Солнца и что центр тяжести всей си
стемы должен сохранять состояние покоя (или равномерного прямолиней
ного движения) относительно неподвижных звезд. Опыт вынуждает нас 
искать такой дифференциальный закон, который был бы эквивалентен 
и н т е г р а л ь н ы м  законам сохранения импульса и энергии. Это 
приводит, как подробнее будет показано ниже, к доказанному нами урав
нению (2 1 ) цит. соч.

дК

=
где 1Г0 вычисляется из полной функции Гамильтона по формулам (19) и (20) 
цит. соч.

и * _ ^  . . V / 0 $ *  \ тО —  ^0 +  1о —  '  (  ^ [ х а  ё<х +  )  • \Ч

Эта формулировка встречает возражения коллег по той причине, что
Ца и 1о не являются тензорами, тогда как, по их мнению, все величины,
имеющие физический смысл, должны быть скалярами или компонентами 
тензоров. Далее, они подчеркивают3, что в некоторых случаях путем соот
ветствующего выбора системы координат можно добиться обращения в 
нуль всех Щ или задать им отличные от нуля значения. Поэтому почти 
все сомневаются в уравнении (1 ).

3 См., например, Н. В а и е г. РЪуэ. X., 1918, 19, 163.
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Для опровержения этого я хочу показать здесь, что с помощью урав
нения (1 ) понятия энергии и импульса устанавливаются столь же четко, 
как и в классической механике. Энергия и импульс замкнутой системы 
полностью определяются независимо от выбора системы координат, если 
только задано состояние движения системы (рассматриваемой как целое) 
относительно системы координат; так, например, «энергия покоя» любой 
замкнутой системы не зависит от выбора системы координат. Данное ниже 
доказательство в существе своем основывается лишь на том, что урав
нение (1 ) справедливо для произвольного выбора системы координат.

Выберем систему координат так, чтобы все линейные элементы (О, О, 
О, dx^ были временно-подобны, а все линейные элементы {dxi , dx2, dx3, 
0 ) — пространственно-подобны; тогда четвертую координату мы можем 
в известном смысле назвать «временем».

Чтобы можно было говорить об энергии или импульсе системы, плот
ности энергии и импульса должны обращаться в нуль вне некоторой об
ласти В. Это будет только тогда, когда вне области В компоненты g^  
постоянны, т. е., когда рассматриваемая система как бы погружена в 
«галилеевское пространство», и мы пользуемся «галилеевскими координа
тами» для описания окружения системы. Область В имеет бесконечную 
протяженность в направлении оси времени, т. е. она пересекает любую 
гиперплоскость £ 4 =  const. Ее сечение с некоторой гиперплоскостью 
ж4 =  const всегда ограничено со всех сторон. Внутри области В не суще
ствует «галилеевской системы координат»; выбор координат внутри В 
ограничен единственным условием, а именно: они должны непрерывно 
переходить в координаты вне В. Ниже мы рассмотрим несколько таких 
систем координат, которые вне В совпадают друг с другом.

Интегральные законы сохранения импульса и энергии получаются из 
уравнения (1 ) путем интегрирования последнего по xi, хг, х3 по области В. 
Поскольку на границах этой области все Ua равны нулю, то

Эти четыре уравнения и выражают, по моему мнению, законы сохра
нения импульса (<з =  1, 2, 3) и энергии (а =  4). Обозначим входящий в 
уравнение (3) интеграл через / 0. Я утверждаю теперь, что величины / „  
не зависят от выбора координат для любой системы координат, совпадаю
щей вне области В с одной и той же галилеевской системой.

§ 2. В какой мере энергия и импульс 
независимы от выбора системы координат?

(3)
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Интегрируя (3) в пределах от ж4 =  Н до хх — Ьъ, получаем сначала 
для системы координат К

(Лз)і =  (Лз)г- (4 )

Если ввести, кроме того, вторую (штрихованную) систему координат
К ’ , совпадающую вне области В с К, то мы точно так же получим для 
сечений ж4 =  ^ и я4 =  £2

0)1 — (*̂ 0)2 •

Введем теперь третью систему координат К", подобную рассмотрен
ным, которая, не нарушая непрерывности, совпадает в окрестности сече
ния х4 =  Н с системой К, а в окрестности сечения ж4 =  £2— с системой К ' . 
Интегрирование уравнения (3) между этими сечениями дает

(Лз)і =  (^0)2 • (5)
Из этих трех соотношений следует, что / 0 не зависит от выбора коор

динат внутри области В. Таким образом, величины / а изменяются только 
в зависимости от выбора галилеевской системы координат вне области В. 
Следовательно, мы исчерпаем все возможности, если поступим так: прежде 
всего, мы установим систему координат, которая вне В выбирается гали
леевской, а внутри В — произвольной, а затем будем пользоваться только 
такими системами координат, которые связаны с выбранной нами системой 
преобразованиями Лоренца. Относительно этой группы преобразований 
величины Щ имеют тензорный характер, и методами специальной теории 
относительности можно показать, что ( / 0) является 4-вектором. Следова
тельно, так же как в специальной теории относительности, можно поло
жить

Л
(6)

(1ха
где Ео — «энергия покоя»,  скорость (4-вектор) системы (как це
лого). Величина Е0 равна компоненте / 4, если выбрать систему координат 
так, чтобы / 4 =  / 2 =  / 3 =  0 .

Таким образом, несмотря на свободный выбор координат внутри В, 
энергия покоя или масса системы является точно определенной величиной, 
не зависящей от выбора системы координат. Это тем более замечательно, 
что вследствие нетензорного характера Щ нельзя дать инвариантной 
интерпретации компонентам плотности энергии.

Если представить себе, например, пространство внутри области В 
также пустым, то определенная таким образом система имеет равную 
нулю полную энергию, но с помощью выбора координат внутри В
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нетрудно получить самые различные распределения энергии, которые, 
впрочем, все приводят к нулевому значению интеграла. Так, вопреки 
нашему привычному мышлению, мы приходим к тому, чтобы приписывать 
интегралу большую реальность, чем его дифференциалам.

§ 3. Интегральный закон для замкнутого мира
Чтобы вообще можно было говорить об изолированной системе, мы 

выше должны были принять, что метрический континуум при достаточ
ном удалении от системы является галилеевским; это предположение в 
весьма хорошем приближении выполняется для областей с размерами 
порядка размеров планетной системы. Однако в опубликованной в прош
лом году работе4 мне удалось показать, что с точки зрения общей теории 
относительности понимание мира в целом как приближенно галилеевского 
(или эвклидовского) вызывает существенные сомнения. Дело в том, что в 
этом случае мир должен был бы быть по существу пустым: чем большие 
области мы стали бы рассматривать, тем менее могла бы отличаться от 
нуля средняя плотность находящейся в них весомой материи. Представ
ляется вероятным, что мир в целом в пространственном отношении яв
ляется квазисферическим(или квазиэллиптическим).Эта концепция требует 
добавления еще одного члена («Я-члена») в уравнения гравитационного 
поля. Согласно дополненным таким членом уравнениям, лишенная мате
рии часть мира не может иметь галилеевского характера. Следователь
но, тогда невозможно будет выбирать координаты так, как это тре
буется в § 2 , и притом в тем большей степени, чем больше размеры рас
сматриваемой системы 5.

В этом случае конечного мира возникает интересный вопрос о том, 
справедливы ли законы сохранения для мира как целого, который с не
обходимостью должен рассматриваться как «изолированная система». 
При этом мы можем ограничиться пониманием мира как квазисфериче- 
ского, поскольку из последнего при добавлении соответствующего условия 
симметрии вытекает квазиэллиптический мир.

В квазисферическом мире также справедлив закон сохранения, выра
жаемый соотношениями (1) и (2). Однако не существует системы координат, 
которая была бы всюду регулярна. В строго сферическом мире квадрат 
инвариантного элемента в полярных координатах имеет вид

ds2 =  dt2 — R 2 [c^i -f- sin2 'в'1 d$l -f- sin2 бд sin2 Од с?бз]. (7)

4 A. E i n s t e i n .  Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1917, VI, 142. (Статья 44).
5 Впрочем, для объемов, рассматриваемых в астрономии, изложенное в § 2 по

нимание должно быть достаточным, так что следующее ниже рассуждение 
представляется чисто умозрительным.
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При этом переменные пробегают значения:
х х =  б  і от 0 о л,

Х2 =  б 2 » 0 » л,

2з =  ^3 » 0 » 2л,

Хх — t » — оо » -j- 00

На концах интервала изменений бч и 6 2  система координат имеет 
особенности, поскольку в таких точках пересекается более четырех 
(бесконечное число) координатных линий, и обращается в нуль определи
тель |. Аналогичный выбор координат будет возможен (при соответству
ющим образом измененном выражении для йя2) также и в случае к в а з и- 
с ф е р и ч е с к о г о  мира; и здесь мы должны обратить внимание на 
сингулярности системы координат. Во всех точках вне сингулярностей 
координатной системы справедливы уравнения (1). Равным образом воз
можен переход к интегральным законам (3), если интеграл от

дх1 ‘ дхг дх3

обращается в нуль («граничное условие»). Это будет иметь место, напри
мер, в том случае, если

^ 1, И2, 11з, 114 при б х =  0  и б х =  л, 1

11?, \Х1, Щ, при б 2 =  0  и б 2 =  л I
обращаются в н у л ь 6. В самом деле, в этом случае при интегрировании (1)
по хх, х2, х 3 по всему замкнутому пространству все слагаемые левой

Кчасти, кроме тех, которые происходят от члена , дают нулевой вклад.
Как и выше, здесь можно доказать, что величины / 0 имеют одно и 

то же значение для всех систем координат, получающихся из использо
ванной вначале системы путем непрерывной деформации. Доказательство 
этого аналогично приведенному выше с той лишь разницей, что условие 
для выбора координат вне области В не имеет здесь аналога. Для замк
нутого мира сферического типа величины / 0 не зависят от конкретного 
выбора координат, если только соблюдается «граничное условие» 7.

6 Подробнее об этом см. в § 4.
7 Точнее говоря, рассуждение, проведенное в § 2, дает в этом случае следующий 

результат. Если К  и К' — две системы координат, хх =  const и x i  =  const — 
два соответствующих им пространственных сечения, J a и J a — соответствую-
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Тогда можно доказать, что «компоненты импульса» / 1? / 2, *̂ з для т а 
кого замкнутого мира с необходимостью равны нулю. Сначала проведем 
доказательство для Д  и / 2. Ниже доказывается, что путем непрерывного 
изменения можно перейти от системы координат К  к новой системе К ', 
связанной с К  преобразованием

Это преобразование является линейным. Поскольку величины Щ для ли
нейных преобразований имеют тензорный характер, из равенств (10) 
следует, что всюду справедливы соотношения

С другой стороны, поскольку система К  может быть переведена в систему 
К' путем непрерывного изменения, на основании нашей общей теоремы 
инвариантности для / 0 справедливы равенства

Из равенств (11) и (12) следует, что и / 2 обращаются в нуль. 
Аналогично можно доказать обращение в н у л ь /г и / 3, пользуясь тем, 

что непрерывным изменением координат может быть введена система 
К ', связанная с К преобразованиями

щие значения / 0, то величины I  д и / 0 всегда равны между собой, если сущест
вует непрерывный переход между К  и К \  обеспечивающий соблюдение «гранич
ного условия».

йі =  л —  ‘0'1,

’б’г ~  Л —  А2,

'б’з =  *з ,
Ґ  =  А

(1 0 )

Отсюда следует также, что

( И )

(1 2 )

Й1!  =  Л  Й ь

Фг =

й3 =  2л '^3, 
Ґ  - і .

(10а)
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Теперь мы должны только привести доказательство того, что преобра
зования (10) и (10а) могут быть получены путем непрерывного преобразо
вания системы координат. При этом мы можем ограничиться рассмотре
нием трехмерной сферы, оставляя в стороне координату г.

Пусть в четырехмерном эвклидовом пространстве (с координатами 
ич) рассматриваемая сфера удовлетворяет уравнению

Эти декартовы координаты в четырехмерйом эвклидовом пространстве 
связаны со сферическими коардинатами формулами

При повороте системы координат иу вокруг центра сферы вместе с ней 
поворачивается также система координат и соотношения (13) остаются 
справедливыми также для обеих систем в повернутом положении.

В эвклидовом пространстве всегда могут быть произведены такие 
повороты декартовой системы координат, при которых из всех осей 
поворачиваются только две, а остальные остаются неподвижными. Среди 
этих поворотов выделены повороты на угол я, которым отвечает преобразо
вание типа

Соотношения (14) или (15) с учетом формул (13) и соответствующих фор
мул для штрихованной системы непосредственно дают преобразования

и1 +  +  Ид +  и\ =  Я 2.

их =  Я  сое б*!, 
и2 =  Я  э т  б і сое &2> 
и3 =  Я  єіп б 1!  э т  б ' 2  соэ б 3, 
И 4  =  Я  Э И !  б 1!  э т  б ' з  Б І П  б ,3 .

(13)

щ  =  —  и х.

и2 =?= и 2,

Щ =  Щ »

и4 =  —  и4.

(14)

Таким же является и преобразование

(15)

42 а . Эйнштейн, том I
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(10) или (Юа), которые тем самым могут быть получены путем непрерыв
ных преобразований системы координат 0\,.

Тем самым наше утверждение доказано (кроме подтверждения выпол
нимости «граничного условия»). Для замкнутого мира как целого импульс 
равен нулю, а значение полной энергии не зависит от времени и от вы
бора системы координат.

§ 4. Энергия сферического мира
Вычислим значения величин 11о для сферического мира с равномерно 

распределенной несвязанной материей главным образом для проверки 
того, выполняется ли, по крайней мере в этом простейшем случае, усло
вие (9), с которым связаны результаты предыдущего параграфа. Мы долж
ны положить

Но =  £ а  +  (1о)1 +  (1о)г» (1 6 )

где величины (1о)х соответствуют Я-Члену, а величины (1о)2 являются 
функциями компонент g^v. Формула

йх„
сів

дает в нашем случае для следующие значения компонент:

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 Р оК — ,

(17)

Далее, из уравнений гравитационного поля с учетом Я-члена нетруд
но получить значения компонент (^Д:

И О і  = )

я V— 
о 

о 

о

о

X V -

0

о

о

о

X V -

0

о

о

о

X V - ,

(18)

Значительно более трудным является вычисление компонент (1о)2. 
В основу его лучше всего положить уравнение (20) цит. соч. Однако оказы
вав
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вается практически удобным ввести вместо ĝ AV и величины ^  У —g =10̂ v 
(ё^  У  — ё) =  как это иногда делал Г. А. Лоренц. Тогда будут 

справедливы соотношения

последнее из которых легко вывести из формул Г. Вейля в § 28 его 
книги «Пространство, время, материя» (в ближайшее время выходит в 
свет) 8. Из (18), (18а) и (7) следуют выражения для (1о)2:

здесь каждый столбец отвечает некоторому значению V , а каждая строка— 
некоторому значению ст. Из (17), (18) и (20) с учетом (16) получаются 
компоненты энергии Щ.

Условия (9) выполняются для всех компонент, кроме компоненты и |; 
это исключение связано с тем, что компонента (1})2 при ^  =  0 и # ! =  я 
не равна нулю. Тем не менее интеграл

обращается в нуль, так как величина cos2 6^ sin Ф2 имеет одно и то же 
значение при ^  =  0 и ^  =  я. Таким образом, в рассматриваемом нами 
частном случае интегралы

действительно обращаются в нуль, как мы и предположили в предыдущем 
параграфе. Весьма вероятно, хотя это и потребовало бы еще отдельного 
доказательства, что все сказанное справедливо для любого замкнутого

8 H. W  е у 1. Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. Berlin, Springer Verlag, 1923.— Прим.

(19)

ö@* 1

d C  ~~ 2%

/  COS2 öl sin Ö2 0 0 0
0sin Ö l  COS Ö l  COS 0 2  — cos2 Ö l  sin 02

0 00
0

h о 0
—  COS2 Ö l  sin 02  0

0 —  COS2 öl sin 02

(20)

\ 0

■&! =  ТЕ

=  0

ред.
42* 65ft
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мира сферического типа при использовании полярных координат, подоб
ных применявшимся здесь.

Полная энергия J4 рассмотренного нами статического мира равна

Л  =   ̂(ро У —  g +  ~  V —  ё  —  ~  cos2 # 1  sin j dfti d&a eH>3.

При этом

и
У  g =  і?3 sin2 sin Os

A .  —  J ? o  —  1

х 2 Л2х '
Если V =  2л2i?3 — объем сферического мира, то

Л  =  Ро^- (21)
Следовательно, в этом случае тяготение не дает вклада в полную 

энергию.

§ 5. Тяжелая масса замкнутой системы
Обратимся еще раз к рассмотрению того случая, когда система по

гружена в «галилеевское пространство», т. е. вновь пренебрежем «Л-чле- 
ном» в уравнениях поля. В, § 3 мы доказали, что интеграл / а свободно 
«парящей» в галилеевском пространстве системы преобразуется как 4-век
тор. Это означает, что величина, которую мы интерпретировали как
энергию, играет также роль и н е р т н о й массы, в соответствии со
специальной теорией относительности.

Теперь покажем также, что и т я ж е л а я  масса всей рассмотрен
ной системы совпадает с той величиной, которую мы считаем энергией 
системы. Пусть в окрестности начала координат находится произвольная 
физическая система, покоящаяся как целое относительно системы коор
динат. Эта система создает гравитационное поле, которое на простран
ственной бесконечности может быть заменено с любой степенью точности 
гравитационным полем материальной точки. Таким образом, на беско
нечности имеем

. X Д/ /00\
=  1 -  -Щ —  ' (22)

где М  — постоянная, которую следует назвать тяжелой массой системы; 
эту постоянную и требуется определить

9 См. формулу (14) работы, цитированной в начале § 3.

« в о
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Во всем пространстве строго выполняется уравнение поля
д (  т

Обозначая величину в скобках в левой части через и интегри
руя по объему внутри поверхности S, расположенной в пространствен
ной бесконечности и охватывающей систему, получаем

 ̂($ ! cos пхх +  cos пх2 +  cos пх2) dS +   ̂$ 4 dxx dx2 dx3 =

=  —  ^ 4  dxi dx2 dx3. (24)

Поскольку как первый интеграл в левой части, так и правая часть, 
выражающая взятую с обратным знаком энергию всей системы, не изме
няются со временем, то же должно выполняться и для второго члена
левой части; следовательно, он должен быть равен нулю, так как ин
теграл не может все время расти или все время уменьшаться. Вычисление 
поверхностного интеграла в левой части не представляет трудности, 
так как в пространственной бесконечности можно ограничиться первым 
приближением; оно дает, с учетом формулы (22), значение —М . Таким 
образом,

М  =   ̂U4 dxx dx2 dx3 =  / 4 =  Е0. (25)
Этот результат подкрепляет наше понимание закона сохранения энер

гии, поскольку данное выше определение М  не зависело от определения 
энергии. Тяжелая масса системы равна величине, которую мы раньше 
определили как энергию системы.

Дополнение при корректуре. Дальнейшие размышления по рассмот
ренному вопросу привели меня к тому мнению, что для формулировки 
закона сохранения импульса-энергии квазисферического (но не квази- 
эллиптического) мира следует предпочесть координаты, получающиеся 
посредством стереографического проектирования сферы на (трехмерную) 
гиперплоскость. В случае равномерного распределения материи имеем

*» = * £ -  *5+ *5 + * !

Кажущаяся сингулярность, связанная с выбором координат, при 
этом удаляется в пространственную бесконечность 10. Эта формулировка

10 Случай квазисферического мира, т. е. случай неравномерно распределенной, 
некоторым образом движущейся материи, допускает аналогичный выбор коор-

661
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представляется более естественной вследствие симметрии относительно 
трех пространственных координат. Доказательство равенства нулю пол
ного импульса еще проще, чем приведенное в тексте, так как непосред
ственно видно, что пространственные преобразования

ОС-̂ =  ■ ITj ОС-̂ •— ^

ОС2 — ■ ■ ОС2 И ОС 2 '—  Xç>

/у»--- ----/у* /у»______ _____  /у»Л3 — Х3 Х3 — Х3

можно получить непрерывным изменением координат (поворотом системы 
координат), откуда, как и в основном тексте, следуют равенства:

Л  =  - Л ,

J 2 — J2)

/ 3 =  J3.
Путем вычисления величин Uo я убедился, что интеграл по поверх

ности «бесконечно большой» сферы 11, охватывающей нйчало коорди
нат, который появляется при интегрировании по объему первых трех 
членов выражения

au; au; эн; аа»
дх% дх2 дхз dxi ’

равен нулю (по крайней мере, в частном случае равномерно распреде
ленной материи). При этом выборе координат гравитационное поле также 
не дает вклада в энергию мира.

Поступила 30 мая 1918 г.

динат в той мере, в какой соответствующая выбору координат кажущаяся син
гулярность поля смещается в хі =  хг =  х3 —  ^  оо и имеет такой же характер, как 
и в случае равномерно распределенной покоящейся материи.
Т. е. по поверхности х\  +  Жд =  Л2 с бесконечно большим Л.



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОБЩЕЙ 
ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ *

1919
52

Согласно телеграмме, досланной проф. Лоренцом автору этих строк, 
английская экспедиция под руководством Эддингтона, направленная для 
наблюдения за солнечным затмением 29 мая, обнаружила отклонение 
света на краю солнечного диска, требуемое общей теорией относительности. 
По предварительной оценке, наблюденное значение лежит между 0,9 и 
1,8 дуговой секунды. Теория требует 1,7 секунды.

Берлин, 9 октября 1919 г.

Телеграмма Г. А. Лоренца была послана Эйнштейну 22 сентября 1919 г. В ней 
было сказано: «Эддингтон обнаружил смещение звезд у края Солнца, предварительные 
измерения между девятью десятыми секунды и вдвое большим значением, привет». 
В письме к матери Эйнштейн писал 27 сентября 1919 г.: «Сегодня хорошие новости! 
Лоренц телеграфировал мне, что британская экспедиция действительно доказала 
смещение света вблизи Солнца».

Экспедиция под руководством А. Эддингтона наблюдала затмение Солнца 29 мая 
1919 г. Результаты измерений были доложены на совместном заседании Королевского 
общества и Королевского астрономического общества 6 ноября 1919 г.

* Р г й } и ^  йег а1^ететеп ЛвЫИрИМвЛеопе. Ка1и^188., 1919, VII, 776.
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ИГРАЮТ ЛИ ГРАВИТАЦИОННЫЕ ПОЛЯ 
СУЩЕСТВЕННУЮ РОЛЬ 

В ПОСТРОЕНИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ 
МАТЕРИИ? *

Ни ньютонова, ни релятивистская теория тяготения до сих пор не 
продвинули вперед вопроса о структуре материи. В противоположность 
этому ниже будут указаны соображения, позволяющие думать, что эле
ментарные электрические образования, представляющие собой кирпичи 
атомов, удерживаются вместе благодаря силам тяготения.

§ 1. Недостатки современных представлений
Теоретики много потрудились над тем, чтобы придумать теорию, кото

рая объяснила бы равновесие электричества, образующего электрон. 
Особенно глубокие исследования посвятил этому вопросу Ми. Его теория, 
не раз встречавшая одобрение специалистов, основывается в сущест
венных чертах на том, что в тензор энергии наряду с членами, соответ
ствующими теории электромагнитного поля Максвелла—Лоренца, вводятся 
еще добавочные слагаемые. Последние зависят от компонент электродинами
ческого потенциала и характеризуются тем, что они не особенно заметны 
в пустоте, но внутри электрических элементарных частиц обусловливают 
наличие сил, уравновешивающих электрические силы отталкивания. Как 
ни стройна с формальной точки зрения эта теория, развитая Ми, Гильбер
том и Вейлем, все же физические результаты не могут до сих пор нас 
удовлетворить. С одной стороны, удручает разнообразие возможностей,

* Spielen die Gravitationsfelder im Aufbau der materiellen Elementarteilchen eine 
wesentliche Rolle? Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1919, Т. 1, 349— 356. (Реферат 
практически идентичного доклада под названием «Feldgleichungen der allge
meinen Relativitätstheorie vom Standpunkte des kosmologischen Problems und 
des Problems der Konstitution der Materie» напечатан во втором томе того же 
журнала за 1919 г., стр. 463. Русский перевод опубликован в сб .’ «Принцип 
относительности». — Прим. ред.).
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а с другой стороны, до сих пор не удалось представить указанные доба
вочные члены в таком простом виде, чтобы решение могло казаться ра
зумным.

Общая теория относительности до сих пор ничего не изменила в этом 
вопросе.

Если с самого начала отказаться от добавочного космологического 
члена, то уравнения поля будут иметь следующий вид:

где Ям — риманов тензор кривизны, свернутый один раз, И —  скаляр 
«кривизны, образованный повторной сверткой, 2\к — тензор энергии 
материи').

При этом развитие теории привело к допущению, что Ты не зависят 
от производных g^. Ибо эти величины являются компонентами энергии 
в духе специальной теории относительности, в которой не рассматри
ваются переменные по величине Второй член в левой части урав
нения выбран так, чтобы дивергенция левой части (1) тождественно 
обращалась в нуль, вследствие чего из (1) посредством образования 
дивергенции получается уравнение

которое в предельном случае специальной теории относительности пере
ходит в уравнение сохранения импульса и энергии

В этом и заключается физическое обоснование второго члена левой 
части уравнения (1). Нельзя априори утверждать, что указанный переход к 
пределу постоянных может быть сделан разумно. В самом деле, если 
бы гравитационные поля играли существенную роль в структуре материа
льных частиц, то для них переход к постоянным ĝ i,v потерял бы всякий 
смысл, ибо при постоянных не было бы материальных часгиц. Поэтому, 
если мы желаем принять во внимание возможность участия гравитации 
в формировании полей, из которых образованы корпускулы, мы не можем 
считать уравнение (1) безусловно правильным.

Подставив в уравнение (1) компоненты энергии электромагнит
ного поля Максвелла — Лоренца

ґіік 2 §Пс ї ї  ікі (1)

(2)

Тл  =  т (3)

вв&
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получим из (2) посредством образования дивергенции после некоторого
вычисления 2

Ф,«3‘  =  о, (4)
где для краткости обозначено

д ахЛ тЭ д
dXß dxß З  . (5)

При этом использована вторая система уравнений Максвелла

~ш~ +  +  “ ^ 7  =  °- (6>р Ц. V

Из соотношения (4) видно, что плотность тока (За) всюду должна рав
няться нулю. Поэтому, как уже давно известно, нельзя на основании 
уравнения (1), ограничиваясь компонентами энергии электромагнитного 
поля в теории Максвелла — Лоренца, построить теорию электрона. Сле
довательно, если придерживаться уравнения (1), то придется стать на 
путь теории М и 3.

Не только проблема материи, но и космологическая проблема застав
ляют сомневаться в уравнении (1). Как показано мной в одной из преж
них работ, общая теория относительности приводит к выводу, что мир 
пространственно замкнут. Но это представление привело к обобщению 
уравнения (1), причем пришлось ввести новую универсальную константу 
X, которая находится в определенном соотношении с общей массой мира 
(или с равновесной плотностью материи). В этом заключается особенно су
щественный дефект, нарушающий стройность теории.

§ 2. Уравнения поля, 
не содерягащие скалярных величин

Указанные трудности устраняются тем, что вместо уравнения (1) вво
дятся следующие уравнения поля

Кис —  \gikR  =  — кТ{к, (1а)

где Т1к означает тензор энергии электромагнитного поля, выраженный 
формулой (3).

2 См., например, A. Е i n st е i n. Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 1916, Т. 1, 184. 
(Статья 37).

3 См. D. H i l b e r t .  Göttinger Nachr., 20 Nov. 1915.

ввв
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Формальное обоснование множителя ^ в о  втором члене этого ра
венства заключается в том, что благодаря ему след левой части

тождественно обращается в нуль, как и след правой части £^7^ , согласно 
формуле (3).

Если вместо уравнения (1а) считать основным уравнение (1), то мы 
получили бы для ^  условие 7? =  О, которое должно было бы всюду 
выполняться, независимо от электрического поля. Ясно, что из системы 
уравнений (1), (3) вытекает система уравнений (1а), (3), но не наоборот.

В первый момент можно усомниться в том, определяют лй в достаточ
ной мере уравнения (1а) и (6) все поле в целом. В общей теории относи
тельности для определения п зависимых переменных требуется п — 4 
независимых друг от друга дифференциальных уравнений, так как в ре
шении их должны стоять четыре совершенно произвольные функции всех 
координат вследствие свободного выбора последних. Следовательно, для 
определения 16 зависимых переменных и требуется 12 независимых 
друг от друга уравнений. Действительно, девять из уравнений (1а) 
и три из уравнений (6) независимы друг от друга.

Если образовать дивергенцию уравнений (1а) и принять во внимание,
\

что дивергенция от равна нулю, то получим

Тс, 1 1 дЯ А / /  \
+  4^ ^ 7  =  °- (4а)

Отсюда сразу видно, что в четырехмерных областях, в которых плот
ность электрического заряда равна нулю, скалярная кривизна 7? яв
ляется величиной постоянной. Если допустить, что все эти части простран
ства связаны друг с другом и что, следовательно, плотность электрического 
заряда отлична от нуля только на отдельных мировых линиях, то мы 
придем к выводу, что скалярная кривизна вне этих мировых линий всюду 
имеет постоянное значение 7?0. Но формула (4а) позволяет, кроме того,
сделать еще одно важное заключение о свойствах 7? внутри области,
в которой плотность электрического заряда не равна нулю. Если, согласно 
принятым воззрениям, рассматривать электрический ток как плотность 
движущихся масс и положить

■ '°= у ^ Г  = ^ '  (7)
то, производя внутреннее умножение (4а) на / а, получаем на основании

Ов 7
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антисимметричности соотношение
дЛ
дх„ (їв =  0. (8)

Следовательно, вдоль каждой мировой линии движения электрического 
заряда скалярная кривизна постоянна. Уравнение (4а) может быть на
глядно интерпретировано следующим образом: скалярная кривизна Я  
играет роль отрицательного давления, которое вне электрических кор
пускул имеет постоянное значение /?0- Внутри каждой корпускулы суще
ствует отрицательное давление (положительное Н — /?0)> градиент кото
рого уравновешивает электродинамическую силу. Минимум давления или, 
соответственно, максимум скалярной кривизны внутри корпускулы не 
изменяется с течением времени.

Запишем теперь уравнения поля (1а) в следующем виде:

Д «  -  4  г « Д ) +  т  №  До =  -  * \т* +  ей  (д  -  Д.)1. (9)4х

Далее, преобразуем прежние уравнения поля, включающие космо
логический член

Кис —  =  — ^ {Т ц с  — ~2 ёИсТ^.

Вычитая скалярное уравнение, умноженное на х12, получаем сначала
1

[В-гк —  ~2 §гк ^1 ^8гк =  —  ік.

Правая часть этого уравнения обращается в нуль в тех областях, 
в которых имеются только электрические и гравитационные подя. Образуя 
скаляр, получим для таких областей

—  І? +  4Х =  0.
В этих областях скалярная кривизна постоянна; поэтому X можно

заменить на Прежнее уравнение поля (1) мы можем написать в сле
дующем виде:

( ї ї ік  у § гк ^ о ) ~Ь ~г § гк ^ о  ~  К Т ы . (Ю)2 б** 0/  1 4

Из сравнения уравнений (9) и (10) видно, что новые уравнения поля 
отличаются от прежних только тем, что в качестве тензора «тяготеющей 
массы» стоит

4х %1к ^  ^
вместо Ты, причем первое выражение зависит от скалярной кривизны.
« 6 8
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Новая формулировка имеет то большое преимущество перед прежней 
что величина К по отношению к основным уравнениям теории представ
ляет собой постоянную интегрирования и более не является некоторой 
универсальной постоянной, связанной с фундаментальными законами.

§ 3. К космологической проблеме
Последний результат заставляет уже предполагать, что на основе 

нашей новой формулировки можно рассматривать мир как пространст
венно замкнутый, не прибегая к дополнительной гипотезе. Как в пред
шествующей работе, так и теперь мы снова покажем, что при равномер
ном распределении материи сферический мир совместим с уравнениями.

Положим сначала

ск2 =  —  У] Тпс<й*ч йхк +  йх\ (г, к =  1, 2, 3). (11)

Если Ргн и Р  представляют собой соответственно тензор кривизны 
второго ранга и скалярную кривизну трехмерного пространства, то

Р-Ис =  Рис (г\ к =  1, 2, 3),

Р ц  — Р& — Р ц  — О»
Я =  - Р ,

—  £ =  Г-

Таким образом, для нашего случая получается

Рис =  — ^ и с Р  =  Лл — уТЧ^0 (*. к =  1, 2 ,3 ),

^ * 4 4  —  у  —  у  Р  •

Последующие рассуждения мы проведем двумя разными способами. 
Сначала мы будем основываться на уравнении (1а). В нем Тцс означает 
тензор энергии электромагнитного поля, которое вызывается электри
чески заряженными частицами, образующими материю. Для этого поля 
справедливо соотношение

£ ; +  £ ? +  £з +  21 =  о.
Хотя отдельные компоненты 5!̂  сильно меняются в пространстве, 

но и для нашей задачи их вполне можно заменить средними значениями.
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Поэтому мы должны выбрать

=  Zl =  XI =  —  1  £ j  -  const, (12)

=  0 (для і =f= к) .
Следовательно,

er 4 ст-4
4 гр __  ^ 4
^ ~ Т ik i * 44 —2 ^  44 / у  *

Принимая во внимание сказанное выше, вместо (1а) получаем

1 т ,  і
Р і к  - ^ ї і к Р ----------- g- Т і к - y = r  * ( 1 3 )

4 ^ ” ^ *  (14>

Скалярное уравнение (13) совпадает с (14). Тот факт, что сферический 
мир не противоречит нашим основным уравнениям, основывает
ся на этом результате. В самом деле, из (13) и (14) следует

Рік +  1  -у= Ті* = ° ’ (15)
а эта система, как известно 4, имеет своим решением (трехмерный) сфе- 
рический мир.

Но мы можем также построить наше рассуждение и на уравнениях (9), 
В правой части (9) стоят те члены, которые при феноменологическом спо
собе рассуждения должны быть заменены тензором энергии материи; 
следовательно, они должны быть заменены тензором энергии материи, 
т. е. на

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 Р:

где р — средняя плотность материи, находящейся, по предположению, 
в покое.

4 См. H. W е у 1. Raum, Z6it, Materie, § 33.
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Таким путем получаются уравнения

Рік — у  ПкР =  ^ГікЯо =  О,

у  Р  +  т  =  — (17)

(16)

Из скалярного уравнения (16) и из (17) получается

Д0 =  — у  ^  =  2хр. (18)

Поэтому (16) можно переписать в виде
Р і к  —  К р Т і к  =  О' (19)

Это уравнение совпадает с (15), отличаясь от последнего только 
коэффициентом. Приравнивая их друг другу, получаем

Это равенство означает, что три четверти энергии материи при
ходится на электромагнитное поле и одна четверть — на гравитацион
ное поле.

Изложенные выше рассуждения показывают, что теоретически можно 
построить материю исключительно из гравитационного и электромаг
нитного полей без введения гипотетических дополнительных членов в 
духе теории Ми. Эта возможность представляется особенно содержатель
ной потому, что она освобождает нас от необходимости введения особой 
постоянной X для решения космологической проблемы. Но, с другой 
стороны, имеется своеобразная трудность. Если применить уравнение (1) 
к случаю статического сферически симметричного поля, мы получаем од
ним уравнением меньше, чем нужно для определения ^  и фр.,,, вследствие 
чего оказывается, что всякое распределение электричества, совместимое со 
сферической симметрией, может оставаться в равновесии. Таким образом, 
в настоящий момент проблему построения элементарных частиц нельзя 
решить на основе указанных уравнений поля.

(20)

4 .  З а к л ю ч и т е л ь н ы е  за м е ч а н и я



54
ЗАМЕЧАНИЯ О ПЕРИОДИЧЕСКИХ ИЗМЕНЕНИЯХ 

ДЛИНЫ ЛУННОГО МЕСЯЦА, 
ДО СИХ ПОР КАЗАВШИХСЯ НЕОБЪЯСНИМЫМИ 

МЕХАНИКОЙ НЬЮТОНА ®

Как известно, наблюдаются небольшие систематические изменения 
длины лунного месяца, достоверных причин которых пока не найдено. 
Из этих изменений можно сначала выделить эллипсоидальный периоди
ческий член с периодом 273 года. Остающиеся изменения, по-видимому, 
также имеют периодический характер, причем период близок к 20 годам 
и амплитуда по порядку величины составляет около одной дуговой се
кунды. Эти последние изменения и будут рассматриваться ниже.

К. Ф. Боттлингер в своей работе *, удостоенной премии Мюнхенского 
университета, пытался объяснить эти изменения, выдвинув сразу после 
важного космологического исследования Зеелигера 2 гипотезу о том, что 
силовые линии гравитационного поля, проходя через весомые массы, 
поглощаются.

Однако нам кажется, что эти изменения можно объяснить очень просто, 
не прибегая к новым гипотезам. По-нашему мнению, дело заключается 
здесь не в периодических изменениях в движении Луны, но в колебаниях 
вращательного движения Земли, задающего нам масштаб времени.

Именно, прилив, создаваемый Луной, увеличивает момент инерции Земли 
относительно земной оси на величину, которая зависит от угла, образуе-

* Bemerkungen über periodische Schwankungen der Mondlänge , welche bisher nach der 
Newtonschen Mechanik nicht erklärbar schienen. Sitzungsber. preuss. Akad. Wiss., 
1919, 433— 436.

1 G. F. B o t t l i n g e r ,  Die Gravitationstheorie und die Bewegung des Mondes. 
Freiburg i. Br., 1912. G. Troemers Universitätsbuchhandlung.

2 S e e l i g e r .  Über die Anwendung der Naturgesetze auf das Universum. Ber. 
Bayer. Akademie, 1909, 9. Эту работу следовало бы цитировать в моей статье 
«Вопросы космологии и общая теория относительности» (Sitzungsber. preuss. 
Akad. Wiss., 1, 1917, 142) (статья 44); то, что изложено там в § 1, составляет 
идею Зеелигера, работа которого тогда, к сожалению, была мне неизвестна.
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мого линией Земля — Луна с экваториальной плоскостью Земли. В соот
ветствии с этим момент инерции Земли, а вместе с ним и скорость враще
ния проходят ежемесячно через два максимума и два минимума. Если бы 
наклон плоскости орбиты Луны к экватору Земли был постоянным, то 
усредненная за месяц скорость вращения Земли также была бы постоян
ной. Однако этот угол периодически меняется вследствие прецессионного 
движения лунной орбиты (относительно плоскости эклиптики), обуслов
ленного притяжением Солнца, причем период составляет около 18,9 лет 
(время одного обращения лунного узла). Поэтому средняя скорость вра
щения Земли периодически изменяется. Следовательно, предполагая, 
как это делается в астрономии, что вращение Земли является в точности 
равномерным, мы получаем кажущееся периодическое изменение длины 
лунного месяца с периодом 18,9 лет.

Теперь вычислим приближенно этот эффект, только что объясненный 
качественно. Будем рассматривать приливную волну как деформацию 
водной оболочки Земли, описываемую эллипсоидом вращения с большой 
осью, проходящей через Луну. Тогда для момента инерции Земли отно
сительно ее оси вращения получим простым вычислением следующее вы
ражение

J  =  Л  (1 +  I  -  -щ- sin’ 4>)- С )
Здесь / 0 — момент инерции в отсутствие приливного действия, h — 

разница уровней между приливом и отливом, R {) — радиус Земли, р — 
плотность Земли (предполагаемая постоянной), ф —  угол между линией 
Земля — Луна и плоскостью экватора. Поскольку мы интересуемся 
только зависимостью от угла ф , эту формулу можно заменить на следу
ющую:

J =  Jo ( l Sin2tp). (2)

Обозначая скорость вращения Земли через со, а ту же скорость ррц 
Ф =  0 через со0 и используя закон сохранения момента импульса, запишем

=  «о I1 +  sin2 Ф)- (3)

Для среднего за месяц значения скорости вращения получим

со =  (D0 (1 +  - щ -  sin2 г), (4)

где i означает наклон лунной орбиты к земному экватору. В сфериче
ском треугольнике, образованном полюсом эклиптики, северным полю
сом и полюсом лунной орбиты, стороны равны: углу i между лунной
43 а . Эйнштейн, том I 673
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орбитой и экватором Земли, наклону Р лунной орбиты к эклиптике
(около 5°), наклону а экватора к эклиптике (около 20°).

В этом треугольнике угол, противолежащий стороне г, равен умень
шенной на 180° долготе I восходящего узла лунной орбиты.Поэтому с до
статочной точностью можно положить

i — a -f  р cos I, (5)
причем а и Р следует считать постоянными, тогда как I возрастает про
порционально времени. Отсюда с достаточной точностью получается 

sin2 i =  sin2a +  р sin 2a cos I.
При несколько измененном значении (о0 отсюда получим

со — соп =  sin 2a cos I. (6)
Интегрируя это выражение по времени, находим угол опережения 

Земли Д по сравнению с положением, которое она занимала бы при рав
номерном вращении. Этот угол, взятый с обратным знаком, выражает 
кажущееся опережение Луны. Итак, получаем

(— А) =  — 7) дз -уг~~ Р si 11 2a sin / , (7)
Р о J  е

где Тт — период обращения лунного узла, Те — период обращения 
Земли. Полагая h ~  1,5 м, что, конечно, сопряжено со значительным 
произволом, получаем для амплитуды значение 1", т. е. правильный 
порядок величины. Мы должны еще сравнить с опытом фазу эффекта. 
Для долготы лунного узла, отнесенной к 1900 г., имеем достаточно точ
ную формулу

/ =  259° — 19.,35° U
Отсюда и из формулы (7) получаются годы, на которые должны при

ходиться максимумы и минимумы опережения. Сравним их с результа
тами наблюдений Боттлингера, которые приведены в следующей таб
лице:

Та б ли ц а

Максимумы Минимумы

по формуле (7) наблюдения по формуле (7) наблюдения

1843 1843 1834 1830
1862 1861 1853 1852
1880 1880 1895 1892
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Ввиду малости рассматриваемых отклонений это согласие следует 
признать вполне удовлетворительным. Было бы желательно более обстоя
тельно исследовать согласие амплитуды эффекта с эмпирическими ампли
тудами приливов, однако уже наши результаты с большой вероятностью 
говорят о том, что это явление можно полностью объяснить указанным 
способом.

Р. Б. Наше вычисление дает заниженное значение амплитуды эф
фекта. Это можно связать с тем, что мы предполагали плотность Зем
ли постоянной в пространстве, т. е. завышали момент инерции Земли.

Поступила 8 мая 1919 г.

4 4 А. Эйнштейн, том I



ЗАМЕЧАНИЕ К ПРЕДЫДУЩЕЙ СТАТЬЕ *

55

Критика г-на фон Брунна1 вполне обоснованна. Так как объективно моя 
ошибка представляет определенный интерес, я хочу все же ее еще раз 
кратко сформулировать. Мои рассуждения были бы правильными, если 
бы астрономы использовали Землю как пространственное тело отсчета, 
связанное с некоторыми особыми часами для измерения времени. В дей
ствительности координатной системой для пространственных измерений 
астрономам служит сфера неподвижных звезд, а часами — движение Земли 
по отношению к неподвижным звездам. Поэтому неравномерность враще
ния Земли может внести лишь ошибку при измерении времени, как пра
вильно указал г-н Брунн.

Поступила 31 июля 1919 г.

* Bemerkung zur vorstehender N otiz. Sitzungsber preuss. Akad. Wiss., 1923, Halbbd 2, 
711.

1 Von B r u n n .  Тот же выпуск журнала, стр. 710.— Прим. ред.
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ЧТО ТАКОЕ ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ? *

Я с радостью согласился с предложением написать для «Таймс» что- 
нибудь о теории относительности. После печального периода, когда ра
зорвалось активное общение между учеными, я охотно воспользовался 
возможностью выразить мое чувство радости и благодарности английским 
астрономам и физикам. С великими и гордыми традициями науки в вашей 
стране полностью согласуется то, что выдающиеся ученые должны были 
отдать много времени и сил и ваши научные учреждения не останавлива
лись перед большими затратами, чтобы проверить смысл теории, которая 
была усовершенствована и опубликована во время войны в стране ваших 
врагов. Хотя исследование влияния гравитационного поля Солнца на 
лучи света является совершенно объективным делом, я не могу удержаться 
от того, чтобы не выразить мою личную благодарность моим английским 
коллегам за их работу; без них мне трудно было бы увидеть подтвержде
ние наиболее важного вывода моей теории.

В физике различают несколько типов теорий. Большинство из них яв
ляются конструктивными, т. е. их задачей является построение картины 
сложных явлений на основе некоторых относительно простых предполо
жений. Так, кинетическая теория газов ставит перед собой цель свести к 
движениям молекул механические, тепловые и кинетические свойства 
газов. Когда мы говорим, что понимаем какую-либо группу явлений при
роды, то это означает, что мы построили конструктивную теорию, охва
тывающую эту группу явлений.

Помимо этого важнейшего класса теорий существуют другие теории, 
которые будем называть фундаментальными. В них используется не

* What is the theory of relativity?  (Написана по просьбе лондонской газеты «Таймс». 
Впервые опубликована 28 ноября 1919 г. Перевод выполнен по сборнику ста
тей Эйнштейна «Ideas and Opinions». N. Y ., Grown Publishers Inc., 1954.— Прим.  
ред.)
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синтетический, а аналитический метод. Исходным пунктом и основой этих 
теорий являются не гипотетические положения, а эмпирически найденные 
общие свойства явлений, принципы, из которых следуют математически 
сформулированные критерии, имеющие всеобщую применимость. Термо
динамика, например, исходит из эмпирического факта, что вечный двига
тель невозможен, и отсюда пытается вывести аналитическим путем 
необходимые условия, которые удовлетворяются во всех случаях. К до
стоинствам конструктивных теорий относятся их законченность, гибкость 
и ясность; достоинством фундаментальных теорий является их логическое 
совершенство, надежность исходных положений.

Теория относительности принадлежит к классу фундаментальных 
теорий. Чтобы понять ее, нужно ознакомиться с принципами, на которых 
она основана. Но прежде чем излагать эти принципы, нужно указать, что 
теория относительности подобна дому с двумя этажами: специальной теори
ей относительности и общей теорией относительности.

С античных времен известно, что для описания движения тела тре
буется другое тело, к которому должно быть отнесено движение первого. 
Движение железнодорожного поезда описывается по отношению к поверх
ности земли, движение планет — по отношению ко всей совокупности 
видимых неподвижных звезд. Тела, к которым относят движения в физике, 
называются системами отсчета (координатными системами). Законы меха
ники Галилея и Ньютона, например, можно сформулировать, только 
используя некоторую систему отсчета.

Однако состояние движения координатной системы нельзя выбрать 
произвольно, если предположить выполнимость законов механики (си
стема не должна вращаться и ускоряться). Системы координат, допускае
мые в механике, называются «инерциальными системами». Однако, 
согласно механике, природа не определяет однозначно состояние движе
ния инерциальной системы. Наоборот, хорошо выполняется следующее 
утверждение: координатная система, движущаяся равномерно и прямо
линейно относительно инерциальной системы, сама является инерциаль
ной. Специальный принцип относительности представляет собой обобщение 
этого утверждения на все процессы природы: «каждый универсальный 
закон природы, который выполняется по отношению к некоторой системе 
отсчета С, должен также выполняться в любой другой системе С' , кото
рая движется равномерно и прямолинехшо относительно С.

Другим принципом, на котором основана специальная теория относи
тельности, является принцип постоянства скорости света в пустоте. Со
гласно этому принципу, свет в пустоте всегда распространяется с опреде
ленной постоянной скоростью (не зависящей от состояния движения наблю
дателя и источника света). Свое убеждение в справедливости этого прин
ципа физики черпают из успехов электродинамики Максвелла — Лоренца.
67 8



56 Что такое теория относительности?

Оба упомянутые выше принципа убедительно подтверждены экспери
ментом, но представляются логически непримиримыми. Специальная теория 
относительности сумела их примирить ценой видоизменения кинематики, 
иначе говоря, ценой изменения физических представлений о пространстве 
и времени. Стало очевидным, что говорить об одновременности двух собы
тий имеет смысл не иначе как по отношению к некоторой данной коорди
натной системе, и что масштабы, а также ход часов должны зависеть от 
их состояния движения по отношению к координатной системе.

Но старая физика, включая законы движения Галилея и Ньютона, не 
совпадает с релятивистской кинематикой. Последняя приводила к неко
торым общим математическим условиям, которым должны были бы удов
летворять законы природы, если потребовать выполнение двух ука
занных выше принципов. К ним нужно было приспособить физику. 
Наиболее важным результатом было введение нового закона движения для 
(очень быстро) движущихся материальных точек, который вскоре удалось 
проверить с электрически заряженными частицами. Наиболее важный 
результат специальной теории относительности касался инертной массы 
материальной системы. Оказалось, что инертная масса системы должна 
зависеть от содержащейся в ней энергии; это привело к представлению о 
том, что инертная масса является не чем иным, как скрытой энергией. Закон 
сохранения массы потерял свою независимость и слился с законом сохра
нения энергии.

Специальная теория относительности, которая явилась просто разви
тием электродинамики Максвелла — Лоренца, имела последствия, выходя
щие далеко за ее рамки. Должна ли зависимость физических законов от 
состояния движения системы отсчета ограничиваться только системами 
отсчета, движущимися относительно друг друга прямолинейно и равно
мерно? Какое отношение имеет природа к вводимым нами системам коорди
нат и их движению? Если для описания природы может оказаться необ
ходимым использование систем координат, выбранных нами произвольно, 
то выбор систем не должен быть ничем ограничен; физические законы 
должны быть полностью независимы от этого выбора (общий принцип 
относител ьности).

Установление этого общего принципа относительности было облегчено 
тем давно известным экспериментальным фактом, согласно которому вес и 
инерция тела зависят от одних и тех же констант (равенство инертной и 
тяжелой масс). Представим себе систему координат, которая равномерна 
вращается по отношению к инерциальной (в ньютоновском смысле) системе. 
Центробежные силы, которые проявляются относительно этой системы, 
должны быть по Ньютону приписаны инерции. Но эти центробежные 
силы, подобно гравитационным, пропорциональны массам тел. Нельзя 
лив таком случае рассматривать нашу систему координат как покоящуюся
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и центробежные силы как гравитационные? Такая точка зрения кджется 
очевидной, но классическая механика не допускает ее.

Это беглое рассмотрение наводит на мысль, что общая теория относи
тельности должна давать законы тяготения, и действительное развитие 
этой идеи оправдало наши надежды.

Однако путь оказался труднее, чем можно было предполагать сначала, 
поскольку потребовалось отказаться от эвклидовой геометрии. Иными 
словами, законы расположения материальных тел в пространстве не 
совпадают в точности с законами пространства, предписываемыми твердый 
телам эвклидовой геометрией. Именно эта ситуация имеется в виду, когда 
мы говорим о «кривизне пространства». Тем самым теряют свой точным 
смысл в физике фундаментальные понятия «прямой», «плоскости» и т. д.

В общей теории относительности представления о пространстве и 
времени, или кинематика, перестают быть фундаментальными, независи
мыми ни от чего понятиями физики. Геометрические характеристики 
тел, их поведение и ход часов зависят прежде всего от гравитационных 
полей, которые в свою очередь создаются материальными телами.

Таким образом новая теория гравитации существенно отличается в 
своих основных положениях от ньютоновской. Но ее практические 
результаты совпадают с результатами теории Ньютона столь близко, что 
трудно было найти хотя бы несколько случаев, в которых различие между 
теориями было бы доступно опытной проверке. До сих пор были пред
ложены только следующие возможности.

1. Вращение эллиптических орбит планет около Солнца (под
тверждено в случае Меркурия).

2. Искривление световых лучей под действием гравитационных полей 
(было подтверждено фотографиями полного затмения Солнца, сделанными 
английской астрономической экспедицией).

3. Смещение спектральных линий к красному концу спектра для света, 
приходящего от звезд, обладающих большой массой (еще не подтверждено 
опытом)2.

Привлекательной стороной этой теории является ее логическая завер
шенность. Если какой-либо ее вывод окажется неверным, то она должна 
быть отброшена; какая-либо модификация ее, не нарушающая всей струк
туры, представляется невозможной.

Однако не следует думать, что великое творение Ньютона можно 
реально ниспровергнуть этой или какой-либо другой теорией. Е го ясные 
и всеобъемлющие идеи навсегда сохранят свое уникальное значение, 
как фундамента, на котором построено здание современной физики.

2 Теперь это явление подтверждено наблюдениями. (Прим. авт. к англ. изд. — 
Ред.)
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Замечание. Некоторые утверждения в вашей газете, касающиеся моей- 
жизни и моей личности, обязаны своим происхождением живому вооб
ражению журналистов. Вот еще один пример относительности для разв
лечения читателей. Сейчас в Германии меня называют «немецким ученым», 
а в Англии я представлен как «швейцарский еврей». Но если бы мне было 
уготовано судьбой стать ненавистным3, то произошло бы обратное: я ока
зался бы «швейцарским евреем» для немцев и «немецким ученым» для 
англичан.

Работа впервые опубликована под названием «Моя теория» в газете «Times» (Лон
дон). Под настоящим названием она опубликована в «The British Optical Journal» (58, 
187, 188) ив книге «Out of My Later Years» (N. Y ., 1950). Немецкий текст под названием 
«Что такое теория относительности?» опубликован в книге «Mein Weltbild» (Berlin, 
1934, 220— 228). В немецком тексте первый абзац и замечание в конце отсутствуют 
(они приведены в примечаниях к тому).

Статья написана в связи с состоявшимся в ноябре 1919 г. в Лондоне совместным 
заседанием «Royal Society» и «Royal Astronomical Society», посвященным наблюде
нию английской экспедицией отклонения световых лучей около Солнца во время 
солнечного затмения 29 мая 1919 г. На этом заседании Дж. Дж. Томсон (1856— 1940J 
назвал в своей вступительной речи теорию Эйнштейна «одним из величайших творений 
неловеческой мысли».

3 Эйнштейн использует здесь французское выражение bête noire.— Прим. ред.
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ЭФИР И ТЕОРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ*

Каким образом у физиков наряду с представлением о весомой материи, 
возникшим в результате абстрагирования повседневного опыта, создалось 
представление о существовании некоторой другой материи—эфира? Конеч
но, в ее основу легли явления, которые породили теорию дальнодействия, 
и свойства света, которые привели к волновой теории света. Остано
вимся несколько более подробно на обоих этих вопросах.

За пределами физики мы ничего не знаем о силах, действующих 
на расстоянии. Желая установить причинную связь между наблюдае
мыми нами явлениями, мы, по-видимому, встречаемся только с взаимодей
ствиями, обнаруживающимися при непосредственном соприкосновении 
(например, передача движения толчком, давлением или тягой, нагревание 
или воспламенение и т. д.). Однако в повседневной жизни тяжесть, т. е 
сила, действующая на расстоянии, играет одну из главных ролей. Но так 
как тяжесть тел является для нас чем-то постоянным, не меняющимся ни 
в пространстве, ни во времени, то мы не задумываемся над причиной 
тяжести тел, и поэтому для нас остается неосознанной и природа сил, 
действующих на расстоянии. Лишь теория тяготения Ньютона впервые 
поставила вопрос о причине силы тяжести, определив ее как силу, дей
ствующую на расстоянии и зависящую от масс. Действительно, теория 
Ньютона сделала самый большой шаг, который когда-либо был сделан 
на пути попыток установить причинную связь явлений природы; тем не 
менее, современники Ньютона встретили эту теорию весьма скептически. 
Им казалось, что она противоречит вытекавшему из всех других опытов 
принципу действия тел друг на друга через прикосновение.

* Äther und Relativitätstheorie. Verlag von Julius Springer. Berlin, 1920. (Речь, 
произнесенная 5 мая 1920 г. в Лейденском университете по поводу избрания 
Эйнштейна почетным профессором этого университета. Перевод со 2-го немецкого 
издания.— Прим. ред.)
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Стремление человека к познанию весьма неохотно мирится с такой 
двойственностью. Как можно сохранить единообразие в понимании сил 
природы? Можно, например, попытаться представить себе, что силы кон^ 
тактного типа действуют на расстоянии, но они становятся заметными 
лишь на очень малых расстояниях; такой путь избрали последователи 
Ньютона, всецело ставшие под знамена его учения. Но можно сделать и 
другое предположение, а именно, что ньютоновская сила лишь представ^ 
ляется нам силой, действующей на расстоянии, а что в действительности 
она передается или посредством движений или путем деформации в среде, 
заполняющей пространство. Таким образом, стремление к единообра
зию в понимании природы сил приводит к гипотезе об эфире. Впрочем, не
посредственно эта гипотеза не имела влияния на развитие теории тяготе
ния и физики вообще, так что на закон тяготения Ньютона привыкли 
смотреть как на некоторую аксиому, не требующую дальнейшего изуче
ния. Но в представлениях физиков гипотеза об эфире все время играла не
которую роль, хотя первое время, быть может, и в скрытой форме.

Гипотеза об эфире приобрела новую поддержку в первой половине X IX  
столетия, когда стало очевидным глубокое сходство между свойствами света 
и свойствами упругих волн в материальных телах. Стало несомненном, что 
свет можно представить себе как колебательный процесс в упругой среде, 
обладающей инертной массой и заполняющей Вселенную. Далее, из явле
ния поляризации света с необходимостью вытекало, что эта среда — 
эфир — должна быть подобна твердому телу, поскольку только в твердом 
теле, но не в жидкости, возможны поперечные колебания. Таким обра
зом пришли к теории «квазиупругого» светового эфира, частицы которого 
могут совершать лишь небольшие деформационные движения, соответ
ствующие световым волнам.

Эта теория, называемая также теорией неподвижного эфира, в даль
нейшем нашла сильную поддержку в опыте Физо, из которого можно было 
заключить, что эфир не принимает участия в движении тел. Опыт Физо 
является фундаментальным и для специальной теории относительности. 
Явление аберрации света точно так же говорило в пользу теории ква- 
зитвердого эфира.

Развитие теории электричества по пути, указанному Максвеллом и 
Лоренцом, привело к своеобразному и неожиданному повороту в развитии 
наших представлений об эфире. Правда, для самого Максвелла эфир все 
еще обладал чисто механическими, хотя и более сложными, чем у твер
дого тела, свойствами. Но ни самому Максвеллу, ни его последова
телям не удалось построить такую механическую модель эфира, которая 
давала бы удовлетворительное истолкование максвелловских законов 
электромагнитного поля. Законы эти — ясны и просты; механистиче
ское истолкование их — неуклюже и непоследовательно. Почти
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незаметно для себя физики-теоретики примирились с таким запутанным 
с точки зрения их механистической программы положением дела; особен
но способствовали этому электродинамические исследования Г. Герца. 
Действительно, вначале они требовали от всякой законченной теории, 
чтобы она исходила исключительно из механических понятий (например, 
плотность, скорость, деформация, давление), а затем постепенно привыкли 
наряду с механическими понятиями допускать в качестве основных поня
тий напряженности электрических и магнитных полей, не требуя механи
стического истолкования. Таким образом, физики постепенно отказались 
от чисто механического воззрения на природу. Однако такой поворот 
привел к невыносимому дуализму в основных положениях. Желая избе
жать этого, делали попытки свести основные механические понятия к 
электрическим; в частности, опыты с [3-лучами и быстрыми катодными лу
чами поколебали веру в непреложную справедливость уравнений меха
ники Ньютона.

Еще у Герца этот дуализм ничем не был смягчен. У него материя вы
ступала носителем не только скоростей, кинетической энергии и давле
ний, но и электромагнитных полей. Так как эти поля могут существовать 
также и в пустоте, т. е. в свободном эфире, то и эфир считался также 
носителем электромагнитных полей, совершенно подобным и родственным 
весомой материи. Эфир, находящийся внутри материальных-тел, принимает 
участие в их движении; эфир в пустоте всюду имеет такую скорость, что она 
во всем пространстве распределена непрерывно. Эфир Герца ничем сущест
венно не отличается от весомой материи (частично состоящей из эфира).

Теория Герца не только страдала тем недостатком, что приписывала 
материи и эфиру, с одной стороны, механические, а с другой — электри
ческие состояния, которые немыслимо связать между собой; она, кроме 
того, противоречила результату важного опыта Физо относительно ско
рости распространения света в движущихся жидкостях, а также и другим 
не вызывавшим сомнения опытным данным.

Таково было положение дела, когда выступил Г. А. Лоренц. Он при
вел теорию к согласию с опытом, начав с удивительного упрощения 
основных теоретических положений. Он достиг этого важнейшего со вре
мени Максвелла успеха тем, что лишил эфир его механических, а мате
рию — ее электрических свойств. Как в пустоте, так и внутри мате
риальных тел носителем электромагнитных полей является только эфир, 
но не материя, которую мы представляем раздробленной на атомы. По 
теории Лоренца, движутся одни только элементарные частицы материи; 
их электромагнитное действие обусловлено лишь тем, что они несут элек
трические заряды. Таким образом, Лоренцу удалось описать все электро
магнитные явления на основе уравнений поля, установленных Максвел
лом для пустоты.
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Что касается механической природы лоренцова эфира, то в шутку 
можно сказать, что Г. А. Лоренц оставил ему лишь одно механическое 
свойство — неподвижность. К этому можно добавить, что все изменение, 
которое внесла специальная теория относительности в концепцию эфира, 
состояло в лишении эфира и последнего его механического свойства. 
Сейчас мы поясним, как это следует понимать.

Теория электромагнитного поля Максвелла — Лоренца послужила 
моделью для теории пространства и времени и кинематики специальной 
теории относительности. Таким образом, теория Максвелла — Лоренца 
удовлетворяет условиям специальной теории относительности; но с точки 
зрения последней она приобретает новый вид. Пусть К  — некоторая коор
динатная система, относительно которой эфир Лоренца покоится; тогда 
уравнения Максвелла — Лоренца будут справедливы прежде всего от
носительно К. Н о, согласно специальной теории относительности, те же 
самые уравнения в совершенно неизменном виде будут справедливы и 
относительно всякой другой координатной системы К ' , движущейся рав
номерно и прямолинейно относительно системы К. Теперь невольно возни
кает вопрос: почему мы должны приписывать системе К , в отличие от 
физически совершенно подобной ей системы К ', то свойство, что эфир 
относительно К  неподвижен? Такая асимметрия теоретического пост
роения, совершенно не опирающаяся ни на какую асимметрию опытных 
данных, недопустима. Мне кажется неприемлемой (хотя логически и не 
вполне ложной) физическая равноценность систем К  ж К ’ при одновре
менном допущении, что эфир покоится относительно системы К  и движется 
относительно системы К '.

В этом вопросе можно встать на следующую точку зрения. Эфира 
вообще не существует. Электромагнитные поля представляют собой не 
состояния некоторой среды, а самостоятельно существующие реальности, 
которые нельзя свести к чему-либо другому и которые, подобно атомам 
весомой материи, не связаны ни с какими носителями. Такая концепция 
является тем более естественной, что, согласно теории Лоренца, электро
магнитное излучение, подобно весомой материи, обладает импульсом и 
энергией, и что материя и излучение, согласно специальной теории отно
сительности, являются только особыми формами энергии, распределенной 
в пространстве; таким образом, весомая масса теряет свое особое положе
ние и является лишь особой формой энергии.

Между тем . ближайшее рассмотрение показывает, что специальная 
теория относительности не требует безусловного отрицания эфира. Можно 
принять существование эфира; не следует только заботиться о том, чтобы 
приписывать ему определенное состояние движения; иначе говоря, аб
страгируясь, нужно отнять у него последний механический признак, 
который ему еще оставил Лоренц. Позднее мы увидим, что общая теория
45 А. Эйнштейн, том I 685
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относительности оправдывает такое представление; мыслимость же этого 
представления мы выясним сейчас на одном, правда, не совсем удачном 
примере.

Представим себе волны на поверхности воды. В этом явлении можно 
различать две стороны. Прежде всего можно исследовать, как с течением 
времени меняется волнистая поверхность, разделяющая воду и воздух. 
Но можно также — например, при помощи маленьких плавающих тел — 
исследовать, как изменяется с течением времени положение отдельных 
частиц воды. Однако предположим, что мы принципиально отказываемся 
от применения таких плавающих тел для исследования движения частиц 
воды; тогда мы сможем во всем явлении заметить только изменение во 
времени пространственного положения поверхности воды; в таком случае 
у нас нет никаких оснований предполагать, что вода состоит из подвиж
ных частиц. Но мы все же можем спокойно считать воду непрерывной 
средой.

Нечто подобное существует и в электромагнитном поле. Именно, поле 
можно представить себе состоящим из силовых линий. Если смотреть на 
эти силовые линии как на нечто материальное в обычном смысле слова, то 
можно попытаться представить себе динамические явления как явления 
движения этих силовых линий, исследовать, таким образом, поведение 
каждой силовой линии с течением времени. Но, как известно, такой спо
соб рассмотрения приводит к противоречиям.

Обобщая, мы можем сказать: путем расширения понятия физического 
объекта можно представить себе такие объекты, к которым нельзя при
менить понятие движения. Эти объекты нельзя мыслить состоящими из 
частиц, поведение каждой из которых поддается исследованию во времени. 
На языке Минковского надо сказать так: не всякое образование, запол
няющее четырехмерное пространство, можно представить себе состоящим 
из мировых линий. Специальная теория относительности запрещает 
считать эфир состоящим из частиц, поведение которых во времени мож
но наблюдать, но гипотеза о существовании эфира не противоречит спе
циальной теории относительности. Не следует только приписывать эфиру 
состояние движения.

Очевидно, с точки зрения специальной теории относительности гипотеза 
об эфире лишена содержания. В уравнения электромагнитного поля вхо
дят, кроме плотности электрических зарядов, только напряженности поля. 
Электромагнитные явления в пустоте вполне определяются содержащи
мися в этих уравнениях законами, независимо от других физических 
величин. Электромагнитное поле является первичной, ни к чему не своди
мой реальностью, и поэтому совершенно излишне постулировать еще и 
существование однородного изотропного эфира и представлять себе поле 
как состояние этого эфира.
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С другой стороны, можно привести некоторый важный аргумент в 
пользу гипотезы об эфире. Отрицать эфир — это в конечном счете значит 
принимать, что пустое пространство не имеет никаких физических свойств. 
С таким воззрением не согласуются основные факты механики. В самом 
деле, механическое поведение некоторой свободно движущейся в пустом 
пространстве системы тел зависит не только от относительных положений 
(расстояний) и относительных скоростей этих тел, но и от состояний 
вращения, которое невозможно охарактеризовать каким-либо признаком, 
относящимся к системе. Чтобы можно было рассматривать вращение си
стемы, по крайней мере формально, как нечто реальное, Ньютон объек
тивизирует пространство. Тем, что он причисляет свое абсолютное про
странство к реальным вещам, он принимает и вращение относительно 
абсолютного пространства как нечто реальное. Ньютон мог бы с полным 
правом назвать свое абсолютное пространство «эфиром»; ведь для того, 
чтобы смотреть на ускорение или вращение как на нечто реальное, суще
ственно только наряду с наблюдаемыми объектами считать еще реальной 
некоторую другую чувственно невоспринимаемую вещь.

Правда, Мах пытался избежать необходимости принимать за реаль
но существующее нечто недоступное наблюдению, когда в механике вместо 
ускорения относительно абсолютного пространства вводилось среднее уско
рение относительно всей совокупности масс в мире. Но инерция в случае 
ускорения относительно далеких масс предполагает прямое действие на 
расстоянии. Так как современный физик уверен в возможности обойтись 
без него, то он при подобном способе рассмотрения вновь приходит к 
эфиру, который должен явиться средой,передающей инерцию. Но такое 
представление об эфире, приводящее к маховскому способу рассмотрения, 
существенно отличается от представлений об эфире Ньютона, Френеля 
и Г. А. Лоренца. Эфир Маха не только обусловливает поведение инерт
ных масс; состояние самого эфира зависит от инертных масс.

Мысль Маха находит свое полное развитие в эфире общей теории от
носительности. Согласно этой теории, метрические свойства пространст
венно-временного континуума в окрестности отдельных пространственно- 
временных точек различны и зависят от распределения материи вне 
рассматриваемой области. Представление о физически пустом пространстве 
окончательно устраняется такой пространственно-временной изменяе
мостью масштабов и часов; соответственно, признание того факта, что 
«пустое пространство» в физическом отношении не является однород
ным и изотропным, вынуждает нас описывать его состояние с помощью 
десяти функций — гравитационных потенциалов Но, таким образом, 
и понятие эфира снова приобретает определенное содержание, которое со
вершенно отлично от содержания понятия эфира механической теории 
света. Эфир общей теории относительности есть среда, сама по себе
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лишенная в с е х  механических и кинематических свойств, но в то же время 
определяющая механические (и электромагнитные) процессы.

Эфир общей теории относительности принципиально отличается от 
эфира Лоренца тем, что его состояние в любом месте динамически опре
деляется с помощью дифференциальных уравнений материей и состоянием 
эфира в соседних точках, в то время как состояние эфира Лоренца в слу
чае отсутствия электромагнитных полей ни от чего, кроме самого эфира, 
не зависит и всюду одно и то же. Мысленно можно превратить эфир 
общей теории относительности в эфир Лоренца, если заменить все описы
вающие его функции пространственных координат постоянными и не 
обращать внимания на причины, обусловливающие его состояние. Можно 
сказать еще и так: эфир общей теории относительности мы получаем из 
эфира Лоренца, релятивируя последний.

Нам пока еще не ясно, какую роль новый эфир призван играть в кар
тине мира будущего. Мы знаем, что он определяет метрические соотноше
ния в пространственно-временном континууме, например, возможные 
конфигурации твердых тел или различные гравитационные поля, но мы 
не знаем, участвует ли он в построении элементарных электрических час
тиц, образующих материю. Мы не знаем также, отличается ли его струк
тура от структуры эфира Лоренца только вблизи весомых масс, применима 
ли эвклидова геометрия к пространственным областям космических раз
меров. Но мы можем, основываясь на уравнениях тяготения теории отно
сительности, утверждать, что в пространственных областях космических 
размеров только тогда могут быть отклонения от эвклидовой геометрии, 
когда во Вселенной будет существовать хотя бы весьма малая положи
тельная средняя плотность материи. В этом случае мир с необходимостью 
должен быть пространственно замкнутым и конечным, определяемым ве
личиной упомянутой выше средней плотности.

Если мы будем с точки зрения гипотезы о существовании эфира рас
сматривать гравитационное и электромагнитное поля, то мы заметим 
замечательную принципиальную разницу между ними. Не может быть 
пространства, а также и части пространства без потенциалов тяготения; 
последние сообщают ему метрические свойства — без них оно вообще 
немыслимо. Существование гравитационного поля непосредственно свя
зано с существованием пространства. Напротив, очень легко представить 
себе любую часть пространства без электромагнитного поля; в противопо
ложность гравитационному полю поле электромагнитное каким-то образом 
лишь вторично связано с эфиром, причем природа электромагнитного 
поля вовсе не определяется природой эфира поля тяготения. При современ
ном состоянии теории кажется, что электромагнитное поле в отличие 
от гравитационного поля определяется совершенно другой формальной 
причиной; как будто бы природа могла наделить гравитационный эфир
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вместо полей типа электромагнитного поля, также и полями совершенно 
другого типа, например скалярными.

Так как, по нашим современным воззрениям, и элементарные частицы 
материи по своей природе представляют собой не что иное, как сгуще
ния электромагнитного поля, то, следовательно, в нашей современной 
картине мира существуют две совершенно различные по содержанию 
реальности, хотя и связанные между собой причинно, а именно, гра
витационный эфир и электромагнитное поле; их можно назвать про
странством и материей.

Естественно, что большим шагом вперед было бы объединение в одну 
общую картину гравитационного и электромагнитного полей. Тогда была бы 
достойно завершена эпоха теоретической физики, начатая Фарадеем и 
Максвеллом; сгладилась бы противоположность между эфиром и мате
рией, и вся физика стала бы замкнутой теорией, подобной общей теории 
относительности, охватывающей геометрию, кинематику и теорию тяго
тения. Исключительно остроумная попытка в этом направлении сделана 
математиком Г. Вейлем, однако я не думаю, что его теория может выдер
жать сравнение с опытом. Размышляя о ближайшем будущем теорети
ческой физики, мы, безусловно, не можем отрицать возможности встре
титься с непреодолимыми границами для теории поля, которые могут 
поставить факты, охватываемые квантовой теорией.

Резюмируя, можно сказать, что общая теория относительности наде
ляет пространство физическими свойствами; таким образом, в этом 
смысле эфир существует. Согласно общей теории относительности, про
странство немыслимо без эфира; действительно, в таком пространстве не 
только было бы невозможно распространение света, но не могли бы 
существовать масштабы и часы и не было бы никаких пространственно- 
временных расстояний в физическом смысле слова. Однако этот эфир 
нельзя представить себе состоящим из прослеживаемых во времени частей; 
таким свойством обладает только весомая материя; точно так же к не
му нельзя применять понятие движения.

Доклад «Эфир и принцип относительности» издавался совместно с докладом «Гео
метрия и опыт» (см. примечание к статье 55); отдельным изданием он выходил на поль
ском и французском языках. Русский перевод был издан «Научным книгоиздатель
ством» в 1921 году, а также в сборнике «О физической природе пространства* (Бер
лин, 1922 г.), в котором, кроме того, напечатана работа «Геометрия и опыт» (статья 
61, том II).
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На вопрос, можно ли построить теорию гравитации, не основываясь 
на принципе относительности, следует ответить: без сомнения, да. Для 
чего же тогда нужен принцип относительности? Я отвечу сперва сравне
нием. Термодинамика, конечно, может развиваться без второго начала; 
зачем же тогда пользоваться вторым началом?

Ответ очевиден. Из двух теорий, объясняющих совокупность досто
верных опытных фактов в некоторой области, предпочтение следует отдать 
той, которая требует меньше независимых предположений. С этой точки 
зрения принцип относительности представляет для электродинамики и 
теории гравитации такую же ценность, как второе начало для термодина
мики, так как потребовалось бы выдвинуть значительно больше независи
мых гипотез для того, чтобы получить следствия теории относительности, 
не прибегая к принципу относительности. Это показали все прежние 
попытки обойтись без принципа относительности.

Кроме того, введение общего принципа относительности оправдано 
также с точки зрения теории познания. Ведь система координат пред
ставляет собой всего лишь средство описания и сама по себе не имеет 
ничего общего с описываемыми предметами. Этой ситуации вполне соот
ветствует только общековариантный способ формулирования законов 
природы, ибо при всяком другом способе высказывания о средстве опи
сания смешиваются с высказываниями об описываемом предмете. В каче
стве примера приведу закон инерции Галилея. В подробной формулировке 
он должен выглядеть так: материальные точки, достаточно удаленные одна 
от другой, движутся прямолинейно и равномерно при условии, что дви
жение рассматривается в системе координат, движущейся надлежащим 
образом, и что время определяется соответствующим образом. Кто же не 
чувствует, что такая формулировка педантична? Однако опустить сделан
ную оговорку было бы недобросовестно.

* Antwort auf vorstehende Betrachtung. Naturwiss., 1920, 8, 1010, 1011.

1 E. R e i c h e n b ä c h e  r. Naturwiss., 1920, 8, 1008— 1010. (Название статьи Peü- 
хенбехера составляет вопрос, с которого Эйнштейн начинает данную статью.—  
Прим. ред.)
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Перейду к возражениям против релятивистской теории поля тяжести. 
Здесь Рейхенбехер сначала забывает решающий аргумент, а именно: 
численное равенство инертной и тяжелой массы должно быть следствием 
их тождественности 2. Как известно, это выражается принципом эквива
лентности. Против этого принципа он (как иКоттлер3) выдвигает возра
жение, что для конечных областей пространства-времени гравитационные 
поля в общем случае не исчезают в результате преобразования координат. 
При этом он не замечает, что дело совсем в другом. Ведь существенно 
лишь то, что механические свойства материальной точки в любой момент 
можно по желанию (выбирая систему отсчета) сводить либо к тяготению, 
либо к инерции. Большего и не требуется; из тождественности инерции 
и тяжести вовсе не следует, что, выбирая одну систему координат, можно 
объяснить одним только действием инерции механические свойства двух 
или большего числа масс. Никто же не упрекает, например, специальную 
теорию относительности за то, что она, правильно отражая относитель
ность равномерного движения, не позволяет привести в состояние покоя 
все неускоренные тела, выбрав какую-то одну систему координат.

Пример гравитационных полей, исчезающих при преобразовании коор
динат, имеет значение только как известный нам частный случай, в котором 
искомые законы природы заведомо выполняются.

Второе возражение заключается в том, что поля, существующие в си
стеме координат, вращающейся относительно инерциальной системы (цент
робежные и кориолисовы поля), будто бы являются «фиктивными», а не 
«реальными» полями. Это правильно для теории Ньютона, поскольку 
эти поля не удовлетворяют дифференциальному уравнению Пуассона. 
Однако в общей теории относительности эти поля удовлетворяют диффе
ренциальным уравнениям поля и потому так же «реальны» в выбранной 
системе отсчета, как и поля вблизи тяжелого тела.

В вопросе о том, должны ли эти поля неявно сводиться к действию 
масс, среди сторонников теории относительности нет полного единоду
шия. Сам я полагаю, что гравитационные поля в каждой точке определя
ются всеми сколь угодно отдаленными массами во Вселенной. Здесь нет 
необходимости подробно останавливаться на этом вопросе, тесно связан
ном с космологической проблемой, хотя он и имеет фундаментальное 
значение. Ибо нельзя судить о подтверждении или превосходстве теории 
относительности, не решив этого вопроса; окончательно же решить его 
может только звездная астрономия.

2 Вместо слов «Так как действие тяжести... проявляется в ускорении» Рейхенбе- 
херу следовало бы сказать: «Так как ускорение тяжести не зависит от материала 
и состояния тел, испытывающих действие силы тяжести». Ведь только этим 
свойством и отличается поле тяжести от всех других силовых полей.

3 См. статью 3 9 .— Прим. ред.
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Рейхенбехер неправильно понял мое рассуждение о двух небесных 
телах, вращающихся одно вокруг другого. Лишь одно из этих тел сле
дует рассматривать как вращающееся в смысле механики Ньютона и по
тому сплющенное действием центробежных сил. Это устанавливают оби
татели этих тел, пользуясь твердыми масштабами, связываются друг с 
другом и спрашивают: в чем реальная причина разного поведения этих 
небесных тел. (Это обсуждение никак не связано с лоренцовым сокраще
нием.) Ньютон ответил бы на этот вопрос, назвав «реальным» абсолютное 
пространство, в котором одно тело вращается, а другое нет. Я при
держиваюсь мнения Маха, которое на языке теории относительности 
формулируется так: все массы во Вселенной, вместе взятые, определяют 
поле glXV, и в системе отсчета, связанной с первым телом, это поле другое, 
чем в системе второго тела, потому что движения всякой из порождаю
щих поле glXV масс, описываемые в этих двух системах, будут совершенно 
разными. На мой взгляд, инерция представляет собой (усредненное) 
взаимодействие между массами Вселенной в том же смысле, в каком теория 
Ньютона рассматривает гравитационное взаимодействие. Поэтому то, что 
Рейхенбехер говорит о проблеме двух тел, совершенно неверно. То 
обстоятельство, что действие всех остальных (кроме двух рассматривае
мых) тел во Вселенной можно приближенно представить как квазипостоян- 
ное поле gl̂ v, нельзя подменять утверждением, что эти тела во Вселенной 
не оказывают влияния на два рассматриваемых тела.

Я совсем не понимаю, каким образом в заключение своих рассуждений, 
в абзаце, начинающемся словами «Если мы правильно понимаем положе
ние вещей», после всего сказанного перед этим, Рейхенбехер приходит к 
выводу, что законы природы необходимо выражать в общековариантном 
виде. Ведь если ускорение имеет абсолютный смысл, то неускоренвые 
системы координат будут выделены природой; иначе говоря, тогда законы 
природы в этих системах должны быть другими (и более простыми), 
чем в ускоренных системах координат. Тогда нет никакого смысла услож
нять формулировку законов, выражая их в общековариантной форме.

Наоборот, если законы природы таковы, что ни при каком выборе 
системы координат с каким-либо особым состоянием движения они не 
принимают особенно простого вида, то требование общей ковариантности 
становится средством исследования. Если, кроме того, предполагается, 
что для бесконечно малой области выполняется специальная теория отно
сительности и что вытекающие из этой предпосылки величины gllV описы
вают гравитационное поле, то мы окажемся на почве общей теории отно
сительности. Происходит ли это у Рейхенбехера или нет, я не смог уста
новить из его рассуждений.

Берлин, 20 ноября 1920 г.
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Под претенциозным названием «Рабочее объединение немецких есте
ствоиспытателей» собралось пестрое общество, ближайшая цель которого 
заключается в том, чтобы развенчать теорию относительности в глазах 
нефизиков, а вместе с ней и меня как ее основателя. Недавно господа 
Вейланд и Герке выступили с этой целью в филармонии с первыми лекциями, 
на которых был ия. Я отлично понимаю, что оба оратора не заслуживают 
письменного ответа: ведь у меня имеются все основания считать, что в ос
нове этой затеи лежит отнюдь не стремление к истине. (Будь я по нацио
нальности немцем со свастикой или без нее, а не евреем со свободными, ин
тернациональными взглядами, то...). Отвечаю я только потому, что мои 
друэья не раз настойчиво просили меня высказать свою точку зрения.

Прежде всего замечу, что, насколько мне известно, сегодня вряд ли 
можно найти ученого из тех, кто внес заметный вклад в теоретическую физи
ку, который не признавал бы, что теория относительности является логи
чески вполне замкнутой и что она согласуется со всеми твердо установлен
ными данными опыта. Наиболее выдающиеся физики-теоретики — я на
зову Г. А. Лоренца, М. Планка, А. Зоммерфельда, М. Лауэ, М. Борна, 
Лармора, А. Эддингтона, П. Дебая, П. Ланжевена, Т. Леви-Чивиту — 
стоят на почве теории относительности и сами активно работают над 
ней. Среди физиков, заслуживших мировое признание, к открытым про- 
тивникам теории относительности можно причислить лишь одного Ленарда. 
Я восхищаюсь Ленардом как искусным физиком-экспериментатором* 
однако в теоретической физике он пока ничего не совершил, и его возра
жения против общей теории относительности настолько поверхностны, 
что до сих пор я не считал нужным подробно отвечать на них. Придется 
наверстать это упущение.

* Meine Antwort. Über die antirelativitätstheoretische G. m. b. H.  Berliner Tage
blatt, 27 August 1920, 1, 2.
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Меня упрекают в том, что я занимаюсь пошлой рекламой теории отно
сительности. Могу лишь заявить, что всю жизнь я любил хорошо обду
манные, трезвые фразы и лаконичный стиль. Высокопарные фразы и слова, 
будь они о теории относительности или о чем-либо другом, бросают меня 
в дрожь. Я часто смеялся, читая излияния, которые теперь относят на мой 
счет. Впрочем, я охотно предоставляю это удовольствие господам из Ак
ционерного общества.

Теперь о лекциях. Г-н Вейланд — по-видимому, совсем неспециалист 
(Врач? Инженер? Политик? Мне не удалось это выяснить.)— не сообщил 
ничего существенного. Он разразился неуклюжими грубостями и низкими 
обвинениями. Второй оратор, г-н Герке, частично высказывал просто 
неправильные утверждения, частично пытался создать неверное впечат
ление у несведущих людей, односторонне отбирая и излагая материал. Это 
можно доказать следующими примерами.

Г-н Герке утверждает, будто теория относительности ведет к солип
сизму; подобное утверждение каждый знаток сочтет за шутку. При этом 
он опирается на известный пример двух часов (или близнецов), из кото
рых одни проделывают замкнутый путь относительно инерциальной си
стемы, а другие покоятся. Он утверждает, хотя лучшие знатоки теории уже 
неоднократно опровергали это устно и письменно, будто теория ведет в 
этом случае к действительно бессмысленному результату: каждые из 
двух покоящихся рядом часов отстают относительно других. Я могу это 
рассматривать только как попытку намеренно ввести в заблуждение слу
шателей из неспециалистов.

Г-н Герке далее намекает на возражения Ленарда, многие из которых 
относятся к примерам механики из повседневной жизни. Они не имеют 
силы уже вследствие моего общего доказательства, что высказывания об
щей теории относительности в первом приближении совпадают с высказы
ваниями классической механики.

Однако то, что г-н Герке сказал об экспериментальном подтверждении 
теории, для меня является самым убедительным доказательством, что 
ему не было никакого дела до выяснения истинного положения вещей.

Г-н Герке хочет заставить поверить, что движение перигелия Меркурия 
можно объяснить и без теории относительности. Тогда существуют две 
возможности. Либо изобретают особые межпланетные массы такой вели
чины и с таким распределением, чтобы обеспечить наблюдаемую величину 
смещения перигелия; это, конечно, в высшей степени неудовлетворитель
ный выход по сравнению с результатом теории относительности, объяс
няющей движение перигелия Меркурия без каких-либо специальных пред
положений. Либо же обращаются к работе Гербера, который указал пра
вильную формулу для движения перигелия Меркурия еще до меня. Однако 
специалисты единодушно считают, что не только вывод Гербера абсо
«94
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лютно неправилен, но и что эту формулу вообще нельзя вывести из основ
ных предположений, принятых Гербером. Поэтому работа Гербера не 
представляет никакой ценности и является неудачной и ошибочной теоре
тической попыткой. Я констатирую, что общая теория относительности 
дала первое истинное объяснение движения перигелия Меркурия. Я не 
упомянул сперва работу Гербера уже потому, что не читал ее, когда писал 
■свою работу о движении перигелия Меркурия; однако у меня не было 
бы повода упоминать ее, если бы она и была мне известна. Настоящие спе
циалисты считают непорядочными личные выпады против меня господ 
Герке и Ленарда, использующих подобные аргументы.

Г-н Герке в своем докладе пытался поставить под сомнение надежность 
мастерски выполненных английскими учеными измерений отклонения све
товых лучей Солнцем: из т р е х независимых серий снимков он упоминает 
лишь об одной, которая должна была привести к ошибочным результатам 
вследствие искажения зеркала гелиостата. Он умолчал о том, что в своем 
официальном сообщении английские астрономы сами объявили свои 
результаты блестящим подтверждением общей теории относительности.

В вопросе о красном смещении спектральных линий г-н Герке умолчал 
■о том, что выполненные до сих пор измерения противоречивы и что окон
чательного решения этого вопроса еще не существует. Он привел только 
аргументы, свидетельствующие п р о т и в  существования предсказан
ного общей теорией относительности смещения спектральных линий, но 
умолчал о том, что благодаря новейшим исследованиям Гребе и Бухема, 
а также Перо все прежние результаты лишились доказательной силы.

Наконец, замечу, что по моей инициативе в Нойгейме на собрании 
естествоиспытателей состоится дискуссия о теории относительности. Каж
дый, кто захочет, сможет высказать там свои возражения перед форумом 
ученых.

За границей, особенно на моих коллег по науке Г. А. Лоренца и 
А. Эддингтона, которые обстоятельно занимались теорией относитель
ности и многократно выступали с лекциями об этой теории, произведет 
странное впечатление, когда они увидят, что теория и ее основатель 
подвергаются таким нападкам в самой Германии.

С 1919 г. в Германии началась жестокая кампания против Эйнштейна. В авгус
те 1920 г. в зале Берлинской филармонии собралось «Рабочее объединение немец
ких естествоиспытателей для поощрения чистой науки» (Arbeitsgemeinschaft deut
sches Naturforscher für Ethaltung reiner Wissenschaft), одним из вдохновителей которо
го был Филипп Ленард. Последний выступил в 1918 г. с нападками на теорию от
носительности в своей книжке «О теории относительности, эфире и тяготении». В 
марте 1918 г. она вышла вторым, а в октябре 1920 г. и третьим изданием. К треть
ему изданию приложен обзор дискуссии в Нойгеме, о которой говорится в статье 
Эйнштейна. Это издание было переведено на русский язык в 1922 г.
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Мой ответ. По поводу антирелятивистского акционерного общества 1920 г».

Теория Гербера была изложена в докладе «Скорость распространения тяготе
ния» в 1902 г. Этот доклад был перепечатан в 1917 г. (Ann. d. Phys. 52, 415). Дис
куссия, связанная с этими работами, описана в книге В. Паули «Теория относи
тельности» (М., 1947) на стр. 245.

Один из участников выступлений Е. Герке опубликовал в 1918 г. (Verhandl. 
Deutsch. Phys. Gesellsch., 20, 165— 169) статью «Об эфире», в которой оспаривал 
теорию аберрации в движущейся жидкости.

Приведем ответ Эйнштейна, напечатанный в том же томе этого журнала (стр. 261).

Замечания к работе Е. Герке «Об эфире»
В рассматриваемой работе высказывается утверждение, что аберра

цию можно объяснить в рамках теории эфира, увлекаемого материей. 
Это утверждение основывается на теории Стокса, которая изложена в 
третьем издании «Оптики» Друде. Учитывая важность вопроса и вы
сокий авторитет Стокса, я считаю необходимым заметить по этому по
воду, что эта теория неосновательна, поскольку она покоится на про
тиворечивых предположениях. Действительно, если эфир увлекается 
толами, то вектор его скорости не может быть всюду безвихревым (и 
непрерывным), как это предполагается при выводе Стоксом закона абер
рации: это следует из известных теорем теории потенциала. На са
мом деле гипотеза эфира, увлекаемого небесными телами, несовмести
ма с теорией аберрации.

Поступила 29 ноября 1918 г.

После собрания в Филармонии в Берлине распространился слух об отъезде 
Эйнштейна из Германии. Действительно, он был приглашен занять кафедру в Лей
дене. Однако Эйнштейн не смог покинуть своих друзей — Макса фон Лауэ, Нернс- 
та, Рубенса— самоотверженно боровшихся на его стороне. Он уехал из Германии 
лишь через 14 лет, когда угроза его жизни стала весьма реальной. (Ср. F. Н е г- 
п е с к .  Albert Einstein, Berlin, 1963)
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